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摘 要

本文通过讨论复系统 E才( 。
,
又 ) 在极坐标下的 2二 周期解

,

把实平面 H叩 f 分支
、

中心 点分支和一类 H o m oc l , ln
c

分支的研 究统一地 归结为奇 点量公式的推导和代数

方瑕的求根
,

并统一地给 出了由上迷分支产生多个极限环的判据
.

对二次系统对偶

地给出了由 H o
m oc l in

; c 分支和中心 点分 支产生 3 个极限环 的实例
.

对缺二次项的

三次系统对偶地给 出了由双叶分界线环 和 中心点产生 1D 个 和 5 个极限环的实例
。
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一
、
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考虑系统
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,

一 ( 、 + 1 )
z

十 艺
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’

石分(
8 , 几)

一 ( 、 一 1 ) , 一 艺 b
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,

诸 a 。 , ( s
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,

b
。 ,
(
。
) 在点

5 ~

从
。
)

, 几(
。
) 在点

6 一 。 解析
,

且 ` ( 。 ) ~ o
,

则把相应的系统记为 E才( `
,

中的定理 1
.

4得
:

0 解析
.

如果 1~

又(
。
) )

.

由文献 [ l ]

引理 1
.

1 对系统 E 才(
。 ,

0)
,

可逐项确定关于
z 与 , 的形式级数 F ( :

,
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其中所有的
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。
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s )
,

b
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( “ ) 均为零时 那 , ( 。 ) 即为原点的第 交个奇点量
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1 + 艺 Q* ( 。
, 。
)

r 走

其中
r 与 。 为复变量

,

且对每一个 夜
,

艺 〔a 。 口
(
。
)
e “ 一胆 ” 。

一 b。 ,
(
,
)
e 一 “ 一 , 一` ,。 1

,
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艺 [ a 。 。 ( : )
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I
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we
l

对充分小的 h
,

方程 ( 1
.

3 )
。 ,

*

适合初值条件
r
}
。一。

~ h 的解记为

/ 一 f ( 。
, 人, 。 ,

, ) 一
e “ 。 h + 艺

。 * (。
, 。 , ` ) 几̀

.

走̀ J

( 1
.

5 )

用 iP
。
ar d 逐次逼近法

〔21
易证存在正数 礼

, 占。
与 氛

,

使 ( 1
.

幻式右端函数在域 !司 < 4二
,

!引 < 而
,

}
。 } < 凡

,

!川 < 乙
。

内有定义
,

对所有变元单值解析
,

且在该域内有

生 1。 } < ! r (。
, 人 , 。 ,

2

` , ` <

号
“ ,

·

( 1
.

6 )

引进后继函数

△ (̀
,

二 ` , 一
青

〔` ( 2 /
,

“ ,

一 ` ) 一 ` ,
·

( 1
.

7 )

由于 △ ( o
,

o
,

的 一 o
,

△ ; ( 。
,

o
,

的 ~ 2 ,
,

故田 隐图效仔在定理
,

在点 (0
, 。

,

0) 附近
,

方程

△( h
, 。 , 孟) 一 0 有唯一解

、 一 。 ( h
, s

) 一 一艺 、 * (
。 )五大

,

( 1
.

8 )

且有表达式
△ (无

, 。 ,

又) ~ 2二 i [之一 g ( h
, 。 ) ] I ( h

, 。 ,

又)
-
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.
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其中 I ( h
, 。 , 又) 在点 ( o

,

o
,

o )解析
,

且 I ( o , 0 , 0 ) ~ 1
.

引理 L Z 对充分小的 h
, 。 ,

之

几 ~ g ( 左
, 。

)
-

尹( 。
,

h
, 。 , 又) 是关于 。 的 2 , 周期函 数

,

当 且 仅 当

类似于文献 〔3] 中的引理 l
,

引理 2 有 :

引理 L 3 诸 g 。 (
。
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:
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。
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。
)

,
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· , ( s

)
,

( l > 2材 ( n ) )
,

( 1
.

10 )

其中 M (的 是一个仅与
。 有关的正整数

,

所有的 挤 \’) (
:
) 都在点

。 一 0 解析
.

定理 1
.

1 假定系统 E 才(
。 ,

D 当 之 ~
8
~ 0 时原点为 。 阶细临界型奇点田

,

则

i) 存在正数 认
,

使当 o < }川 < 石
;

时
,

萝( 。
, h , O ,

0) 不是 。 的 2二 周期函数
.

此外
,

ii ) 存在正数 又: 及 姚
,

使当 又与 5 分别在圆环 0 < !川 < 几,

与 0 < 】川 < 占,

内取

任何固定的复数值时
, ` 一 g ( h

, 。
) 在 圆环 0 < I川 < `

:

内恰有 Zm 个复零点 h 一 元*
(
。 , ` ;)

相应地
,

方程 ( 1
.

3 )
。 ,

`
在平凡解

r
~ o 附近恰有 Zm 个 2二 周期解

r

一 f ( 。
,

石, (
。 ,
几)

, 。 ,

又)
,

其

中 苏* (
s , 几) 在点 ( o

, 0 )连续
,

且当 又与 s 都趋于零时有 石* (
s , ` ) ” 0 ,

冷一 1 , 2
,

…
,

2 , ` .

定理 L Z 对系统 E梦(
。 , 孟(

。
) )

,

假定当 6
~ 0 时原点的奇点量全部为零

,

则有下列结

论 :

i) 对充分小的 h ,

方程 ( 1
.

3 )
。 , 。 适合初值条件

, }
。一。
一 h 的解都是 2二 周期的 ;

11 ) 如果函数组 元(
s
)

, 那 :

(
。
)

, 产 2

(
。
)

,

…
, 拼 , ( 。 )

(
s
) 当 o < } s } << l 时不全为零

,

则方程

( 1
.

3 )
。 , ` ( : )

在平凡解
r
~ o 附近至多存在 ZM (

。
) 个 Zor

周期解
.

证 i) 显然
.

11) 由假定并由引理 1
.

3
,

存在一个正数 N与一串不全为零的常数
` 。 , cl ,

”
’

` M ( . ) ,

使得

又(
。
) ~
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)

,
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s
) 一 Z c * ` N + o

(
s 月

)
,

女~ l一 M ( n )
. ( 1

.
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兹设
c 。

~
: ,
一

· ·

一
c 。 _ ,

~ o , ` . 特 o , o 毛 m ( M (
n
)

,

由 ( 1 1 1 )式并由引理 1
.

3 得

又(
s
) 一 g ( h

, 。 ) ~
。 N△ *

( h
, s

)
,

( 1
.

1 2 )

其中 △*( h ,

的 有非零的收敛半径 1。 】< 热
,

}川 < 心
2

(不妨设 占2
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,

心
2

< 易 )
,

月
_
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( h
,

0 ) ~
c 。

h
, ’

+ o
( h , ,

)
.

( 1
.

1 3 )

由 ( 1
.

1 3 )式并由幅角原理
,

存在正数 占;

< 占2

及 C
,

< 勺
,

使当 o < }。 } < 占,

时函数 又(
s
)一

抓 h
, 。

) 在圆 }川 < `
,

内恰有 Zm 个复零点 h ~ 石* (
,
)

,

其中 不, (
。
) 在点

6 一 0 连续
,

且

h m石* ( 。 ) 一 o ,

反一 l , 2 ,

… Zm
.

注记 L l 由于方程 ( 1
.

3 .),
*

经变换
r
, 一

, , 。 ,
。 ,

+ 二 后形式不变
,

故对充分小的
。 , 几 ,

如果 h 一 h 。
是函数 三一 g ( h

, s
) 的一个 复零点

,

! h
。
} 《 1 ,

则 h ~ 一 f ( 二
, h 。 , 。 , 之) 亦

然
.

从而方程 ( 1
.

3沁
*

的 2 , 周期解成对出现
.

由引理 1
.

3 及隐函数存在定理得
:

定理 1
.

3 对系统 五岔 (
。 , 几 (

。
) )

,

假定存 在 正 数 m ,

N
,

l (其 中 N > Zm l , l 《 m书

M ( ,
) ) 及一串不全为零的常数

` 。 , ` : ,

…
, ` . 使得
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又 (
。
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,
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。
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,
1 ~ 。 + l一材 (

。 )
,
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.

14 )

则有下列结论 :

i ) 孟(
。
) 一 g (

s ` p
, 。 ) ~ 。 N 〔万(

。 ) 十 s G (
。 , 。 ) )

,

其中 户(
。
) ~

c

+
二 ; 。了 十 ` 2。 `

+ … +
` , 矿· ;

11) 如果
。 一 、 。

是 万(
p
) 的一个简单零点

,

则当 o < } s } << l 时函数 i (
。
) 一 g。

, s
)

有一个相应的简单零点 人。 (
s
) 一

s ` p 。

+ 。
(
。`
)

.

注记 L Z 在定理 1
.

3 中 : 若 N ~ Zm l
,

% 笋 。 ,

则当 ` ~ o 时原点为 。 阶细临界型奇

点
,

所涉及的是复 H oP f 分支 ;又若当 吕 一 。 时原点的奇点量全部为零
,

则所 涉及的是复中心

点分支
。

以下讨论 2 , 周期函数 :

R (。
,

h , 。 ) 一 r (
。 , ,

h
, s , 。 ( h

, 。
) ) 一 h + 艺 R * ( 。

, `
)人` ( 1

.

1 5 )

的表达式结构
.

定理 1
.

4 对每一个 天李 2 有下列结论 :

i) 凡 (田
, `

) 是关于
e 抽 与 e 一` 的多项式

,

其系数是诸 ` B
(
。 )

,

人 ,(
。 ) 的有

一

理系粉 多项

式 ;

11) g* (。 ) 是诸
a。 ,

(
。
)

, b
。 。

(
s
) 的有理系数多项式

.

证 对充分小的 人
, 8 , r ~ 尺 (。

,

h
,

的 是方程

g (人
, : ) + 又 尸 ,

( 。
, 。

)
r ,

坐 ~ ir 石
d功 , +

玄
。 * (

〔犷, , 8
)
· ` ( 1

.

16 )
,

.

,

适合初值条件
r

{
。 一。

一 ` 的解
.

将
r

一 R ( 。
,

h
, 。 )代人方程 ( 1

.

1 6 )、
, . ,

用 p o i n e a r ` 小参数

法可得诸 R以u) , `
) 所满足的一串微分方程

!
“
一

` ” ! ,

{
“ 飞

一 ’ 〔一“ 2

+ ( 2尸
I R 十 尸2

一 Q
` p `

) ’
,

I R . 、 :

一
l
[一 刀* 十 必 * ]

,

玲一 3
,

4 ,

…
,

( 1
.

17 )

其中 中 , 是关于 小一戮
一 , ,

凡一 尺 * ,

p ,

一气 及 Q
,

一 g卜
,

这些元素的有理系数多项式
.

由

于对每一个 及有 凡 ( 。
, 。

) ~ 尺、 ( 2
二 , 。

) 一 。 ,

故由 (l
.

1 7 )式用数学归纳法易得所欲证
.

推论 1
.

1 对系统 E才(
。 , 几( 。 ) )

,

如果 5 是实变量
,

兄(
`
) 及所有的

a : `
(
。
)

, b
。 , ( ` )

{

子I二是

关于
8 的具有实系数的幂级数

,

则在定理 1
.

3 的条件下
,

当 p ~
p 。

是 茸(
p
) 的一个简单实零

点时
,

相应的 h ~ h 。“ ) 也是 、 (
。 ) 一 g ( h

, 。
) 的一个简单实零点

.

推论 1 2 在表达式

、
.

f
Z ,

d 〔。

r 又办
, ” 夕 ~ ’ (

。

一一一1 丁丁一—
~

—
一一一

~

` + 习 Q* ( 。
, 。

) R ` ( 。
, *

, 。 )一卜
+

鑫
一 ( · ,` 互

]
“

·

` 8 ,
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中所有的 叭 (
。

)都是诸 ` ,
(
。 )

,

人 ,
(
。
) 的有理系数多项式

.

在 ( 1
.

1 8 )式中
, r ( h

, 。
) 表示由方程 ( 1

.

3 )
: ,

` ( ` ,

的 2 , 周期解所对应的 E梦(
。 , 完( r

) ) 的解

关于 T的一个周期
.

由本文第二节中的结论
,

这种解可能是多周期函数
.

对于右端关于小参数
6 解析的实平面微分 自洽系统

奈
一 双

· )x 一 , 十

佘一
+ : (

。
) , +

艺 ;
。 。 ( “ ) x

“
y口

,

艺 石
。 ,

( “ ) y
“ , 口 ,

了 1
.

19 )

先将其 自然延拓到复域
,

再通过变换
:

-
!

十
, y , u, 一 x一 iy

, T 一 i : 即得 系统 E分(
。 ,

又(
。
) )

,

其中 又(
。 ) ~ 一 i见(

。
)

.

由文献 〔l] 中的注记 1
.

2 ,

对每一个 及
,

系统 ( 1
.

1 9 )
。

用形式级数 F ( x +

i y
, x 一 i y , `

) 求得的第 通个焦点量为 V Z* + 1

(
s
) ~

; 那 , (
。
)

,

其中 F 如引理 1
.

1所述
.

由于

变换 ( 1
.

2 )式对系统 l(
.

1 9 )
。

而言即为 x ~
;

co
s o)

,
夕 ~

r 滋n 。 ,

故由定理 1
.

1
、

定理 1
.

2 及注

记 1
.

1
、

系统 ( 1
.

1 9 )
。

至多可以由 H oP f 分文戊中心点分支在原点邻域产生 M (的 个极限环
,

而定理 1
.

3 则给出了产生多个极限环的一组充分条件
,

在应用时无需构造环域
.

注记 1.3 对系统 ( 1
.

19 )
B ,

如果当 8
~ 。 时原点是 。 阶细焦点

,

则在定理 1
.

3 的条 件 中

必有
` 。 笋 0

.

此时若取 N ~ l
,

i 一

在 ( 1
.

14 )式中有
` 、
一

` :
一

· ·

一
`

一
;

上
, 。 。 笋 。 ,

则由于诸
。 , ( 。 ) 是关于

。 的幂级数
,

故
Zm

~ 0
,

由此得 万( p ) 一
` 十 : . 声

,
.

从而可以把古典的

H oP f 分支定理看作定理 1
.

3 的一个特例
.

二
、

实平面上的一类 H o

mo cl in ic 分支

考虑对小参数
8 解析的实平面

。 次系统

{
宗

一 ( ` (
5 ’ + ” ’ 十

瓮
一 ( ` ( · , 一 ` ” -

艺
a。 ,

(
s
)
x ` ,夕 ,

d 4 日 = J

艺 b
。 ,
(
s
) y

“ x 口 ,

E
。

( 、
, 几(

s
) )

口 + 口 = 二

其中 之( o ) 一 0
.

假定 丑
,

( o
, 0 ) 有一个过鞍点 0 ( 0

,

o ) 的分界线环 r 。 ,

实奇点
,

没有无穷远点
,

无切线段
,

l : { (
x ,

y ) /
x
一 人

,
y 一 h

,

o < 人 << l }

位于 r 。
的内部又假定 E

。

( o ,

的 在 r 。
的邻域存在正则积分 H (

x ,

户 -

对充分小的 h
, s ,

系统 E
。

( 。
,

之( s
) ) 过点 ( h

, h ) 的相曲线记为

其上以 O 为唯一的

( 2
.

1 )

C O n s t

r ( “
, ·

, :

{
x ~ 甲 ( :

,

h , 。 )
,

y 一 山 ( , , h
, 卜

)
s

其中 甲 ( 0
,

h
, 、 ) 一 l, ( 0

, h
, “ ) ~ h

.

当 0 < }七 { 《 l 时 E
.

(
。 , 几( ` ) ) 相应于 r 。

的稳定流形和不稳定流形依次记为 r 于 和

r 才
。

对 E
。

( 。
,

0)
,

由于在 r 。
的邻域存在正则积分

,

故在 r 。

内侧充分小的邻域内充满闭

轨
,

且原点的鞍点量全部为零 1[]
.

对于在定理 1
.

2 的证明过程中所指出的 占,

与 C
,

有 :
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引理 2 .1 存在正数 占 4

< 占,

及 乙
;

< 如
,

使 当 。 < }
。 ! < 占。

时 r 之 (或 r力 从原点

出发在 r 。
的邻域盘旋一周后与无切线段相交于一点 (舀

。 ,

舀
。

)
,

其中 。 《 舀
。

< 弘

以下恒假定引理 2
.

1括号外的结论成立 (否则作变换
二

一 y ,
y “ x , , ” 一 .)t

引理 2
·

2 当 6 一 。 。

h0 ) 出发随
, 的增加将在

七
2

< h ,

< 么
.

以下
,

暂时把 E
.

(
。 ,

( h
, h ) 的相曲面闪记为

及 、 一 *
。

满足 }。
。

l < 风
, o < 人。

< 土 `
;

时 r ( *
。 , 。 。

)从点 ( *
。 ,

Z

r 。
的邻域盘旋一周

,

并与无切线段 l 相交于某 点 ( h
; ,

hl )
,

其 中

又(
s
) ) 自然延拓为复系统 E 奢(

。 ,

之(
。 ) )

,

并把 E 了(
。 , 之(

。
) ) 过点

S ( h
, 。

) ~ { (
: ,

, ) /
z
~ 小 ( T

, h , 。
)

,

留 一 甲 ( T
,

h , 5 )
, z 〔 必 ( h

, 。
) }

.

假定当 7’ ~ 0 时函数组 (一般是多值的 )

{中 ( T
,

h , s
)

, 梦 ( T
,

h
, 。 ) } ( 2

.

2 )

的值域中含点 ( h
,

的
.

用 P i c a r d 逐次逼近法易证
:

引理 .2 3 存在正数 占,

< 占;

及 百
,

< 叭
,

使得 V OT
,

当 卜 } < 么
,

4川 < 认 时 自治方

程

旦少 ~ 土
dT i

适合初值条件 T ~ 0T
, 。 一 o

1 十 艺 Q* ( 。
, 。

) f ` ( 。
, * , s , ; ( 。 ) ) ( 2

,

3 )

的解
.

。 一 砰 ( T 一 T
。 , ,

, 。 ) 一 , ( T 一 T 。

) + 艺 w * ( T 一 T
。 , , ) `花 ( 2 4 )

在域 1丁一 T 。
} < 3二 内存在

,

对所有变元单值解析
,

且在该域内有 }W ( T 一 T 。 ,

h
, 。 ) } < 行

.

由于在变换 ( 1
.

2 )式下
, s ( h

, 。
) 与方程 ( 1

.

3 )
。 ,

; ( 。 ) 的解
厂

~ f ( 。
, h , 。 , 之(

。
) ) 相对应

,

故

由引理 2
.

3 得到函数组 ( 2 2 )的一个单值分支 {必
。 , 梦 。

} 如下
:

②。

( T
, h , 。

) ~ j (平 ( T
, h , s

)
, h , 。 , 几(

。 ) ) e
`甲 ` T · 汤·` , ,

qr 。

( T
, h , 。

) ~ f ( W( T
,

h , s
)

, h
, 。 , 之(

。
) )

e 一 `甲` r
·

`
· “ , ,

( 2
.

5 )

且由 ( 1
.

6 )及 ( 2
.

5 )式
,

当 }T ! < 3二 ,

}
。 } < 占, ,

! h ! < 乙
,

时有

! h l
e 一“ < !中

。
} + }梦

。

} < 3 }h }
e月 , .

( 2
.

6 )

由定理 L Z的证明过程
,

存在正数 占。
< :

,

及 否
。

< 几
,

使当 }。 } < 氏 时后继 函 数

: (
8
) 一 抓再

,

的 如定理 1
.

2 所指出的零点全部在圆 1川 < 石
。

之内
.

引理 2
.

4 如果 }。
。

{ < 风
, 再 ~ h。 是函数 之(

。 。

) 一 g ( h
, s 。

) 的一个实 零 点
,

且 0 <

h0 < 乙
` ,

则函数组

{必
。
( T

,

h 。 , 。 。
)

, 梦。

( T
,

h 。 , 。 。

) } ( 2 7 )

有一个虚周期
r 。

~ (r h0
,

` )
,

其中 (r h , 。
) 由 (l

.

1 5) 式给出
.

引理 2
.

5 在引理 2
.

4 的假定下
,

如 果实系统 石
.

(
s , 又(

。
) ) 的相曲线 r 仆

。 , s 。

) 从点仆
。 ,

h0 ) 出发
,

随
, 的增加在 0r 的邻域盘旋一周后与无切线段 l 相交于点 ( hl

,

气)
,

则 h一 h ,

也

是函数 又( 80 ) 一 g ( h
, ` ) 的一个实零点

,

且 o < h :

< 氛

证 只需证明 h ~ h ,

是函数 又(凡 ) 一 g ( h
, 乳 ) 的零点

。

设 r ( h
。 , 气 ) 从点 ( h0

,

h0 ) 到 (从
,

瓦) 所经历的时间为
, 1.

在了 复平面上作折线 L 一
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乙 ,

U L Z

U L 3 ,

其中 L , , L Z

和 L ,

依次为复平面上 }
’

一勺线段 [o
, : 。

]
,

[ 0
, r : ] 和 [

t : , t l

+ r 。 ]
,

作

函数组 {中 ( T
, h。 , 。 。

)
, 毋 ( T

, h。 , 。 。

) 的一个单值连续分支 {必
: ,

毋 :

} 如下 :

。 :
( :

, * 。 ,

一 {
巾。

( T
,

h。 , 。 。

)
,

T 〔 乙 ; ,

切(
t , h。

, 。 0

)
, ` 〔 L Z ,

必。

( T 一
t: , h : , 。 。

)
,

T ` 乙 , ,

梦。

( T
, h 。 , 。 。 )

,

T ` L 、 ,

必 (
, , 五。 , 。 。

)
, 王 ` L : ,

梦。

( T 一
t : , h : , 6 。

)
,

T ` L
; 。

( 2
.

8 )

少 :
( T

, h。 , ` 。

) ~ ( 2
.

9 )

由于 E 分(
。 。 ,

2 (
s 。

) )

h ; , 。。
)

, 毋。

( T 一
t : ,

( 2
.

均式得

是 自洽系统
,

函数组 ( 2
.

7 )有一个虚周期 0T ,

故其解析延拓

h 、 , s 。

) } 亦然 ( 1艰于篇幅
,

有关证明从略 )
.

记 。 。
~ W (

r 。 ,

{少
。

( T 一
` , ,

人: , ` 。
)

,

则由

。 。
~ z二 + 〔W ( : 。 ,

人: , 。 0

) 一 W( r 。 , 人。 , 。 。
)

一 2二 + 艺 VI * ( T 。 , 。 。

X耐 一 h ; .) ( 2
.

1 0 )

在 ( 2
.

5) 与 ( 2
.

9) 式中置 T ~
t t + : 。

并由( 2
.

5 )式得

f ( 。
。 , h : , 。 。 , 兄(

。。
) )

e `“ 。

~ 人、 ,

f ( 。
。 , h , , 。 。 ,

又(
。 。

) )
e 一 ,臼

一
人: .

( 2
.

1 1 )

由 ( 2
.

1 0 )与 ( 2
.

1 1 )式得 功。
一 2二

,

且 f ( 2 二
, h 、 , 。 。 , 之(

s 。

) ) ~ h : ,

从而引理 2
.

5得证
.

回到实域
,

得本节的主要结果如下 :

定理 2
.

1 在引理 2
.

4 的假定下
,

系统 E
,

(
s 。 , 又(

。 。

) )
,

的相轨线 r ( h
。 , 。。

) 是闭轨
,

位于

r 。
的邻域

.

证 设不然
,

则由引理 .2 5
,

h ~ h ;

也是 又( 80 ) 一 g ( h
, ` ) 的实零点

,

且 。 < h ,

< 或
。 .

把

引理 2
.

5 用于 r ( h
; , 。 。

)
.

同理可得 2 (
。。
) 一 g ( h

, s 。

) 的一个实零点 人~ 人2 ,

且 。 < h Z

< 乳
.

如此继续下去
,

可得 : ( 80 ) 一 g ( h
, s0 ) 的一串实零点 h 一 气

, 0 < 气 < g
` ,

天一 1 ,

.2
, ·

; 另

一方面
,

由定理 1
.

2
,

兄(
8 。

) 一 g ( h
, 60 ) 在圆 ! hI < 舀

。
内至多有 ZM ( )n 个复零点

.

这一矛盾

说明定理 2
.

1 成立
.

由定理 2
.

1
、

推论 1
.

1并注意到 茸( p ) 是偶函数得

定理 .2 2 在定理 1
.

3 的条件下
,

如果 p ~ 0P 是 茸( p ) 的一个正的简单零点
,

则当 o <

}。 1 《 l 时 z
’

( h
。

(
。
)

, 。
) 是系统 E

.

(
s , 又(

。
) ) 的闭轨

,

位于 r 。

的邻域
,

其中 h。 (
。
) 一 i

。 `内】

+ o
(
。 `
)

.

例 .2 1 考虑实系统
:

器
一 (一

3夕2

)
卜

+ 之( ·卜客嗯
H 无

]
,

器
一 (一 + 3一 )

!卜
2 (

·

卜客粤
H走

]
,

( 2
.

1 2 )
.

其中 月 一 x y 十 3 x ,

+ 3 y , ,

又(
。
) ~ 一 3 6。 , ,

拜 l

(
s
) 一 9 8 。 ` , ; ` 2

(
s
) 一 一 2 8 。 ` , 拜 3

(
s
) ~ 2 0 2.

系统 ( 2
.

12 )
。

的前三个鞍点量即为 环 ;

(
。 )

, 拌 2

(
s
)

, 升 3

(
。
)

.

当 。 一 。 时系统 ( 2一 z )
。

为 分 ~
x 一 3 y , ,

夕一 一 , + 3 x , ,

有通积分 H (
x ,

, ) 一
e o n s t 及
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分界线环 r。 : H~0 .

应用定理 1
.

3
.

取 N一 8
,

l ~ l
, m ~ 3

,

得 万( p ) - 一 3 6 十 4 9 户̀ 一 14 。 `

+ 护 ~ (尸一

I X声一 4 ) (澎一 9 )
,

从而由定理 2
.

2
,

当 o < 卜 } 《 l 时系统 ( 2
.

12 )
。

有
一

3个极限环
,

分别过

初始点 份 , (
。
)

, h , (
。
) )

,

其中 方* (
“ ) ~ 左!。 ! + o

(
。
)

,

凌~ l
,

2 , 3
.

上述结论可简单地验证
。

对系统 ( 2
.

1 2)
。

求得

0 < 卜 } << 1 时有

dH
万一 ~ 乙 8 “

戈X 一 j y
一

,又 y 一 j x 一

夕戈月 一 5
一

少
.

d t

( H 一 4 ; ,

) (月 一 9。 ,

)
,

从而当 3 个闭轨 衬 ~ 天
, 。 2 ,

友一 l , 2
,

3
-

三
、

应 用

考虑实平面二次系统 E z

(
。 , 又(

s
) )

.

置

1
2 ( “

)
、

一 9 0 0`) ` 36二
`“ ,

.

}
“ 2 (

( 5
)

一
8 ” 一 ` ’ 2 5 “

’

+ ” 。’ 5 0` “

{
,

)
` 2,

( `

{一
8 “

厂
` 7 2 5 `

’

一 “ 。 2 5 0 ` “ ` ,

l
a ! !

( “了一
” 1 1叱匕 , 一 ` 。 ,

一

a o Z
戈6 ) ~ 一 3 一

e s ,
b

z。
仁6 ) ~ 一 3 十 c s ,

( 3
.

1 )

其中
`
是非零实数

.

略了因子 ` ,

小瓮

由 ( 3
.

1 ) 式并由文献 〔1] 中给出的 E Z

的前三个奇点量公式 (该文依次省

,

这里必须补上 )求得

邵 ;

(
。
) ~ 一 9 0 0 0 X 9 5 。 ` 8 ,

醉 2

(
。
) 一 9 0 0 0 x 2 8 e o 6

+ o
(
。 `
)

,

拼 ,

(
。
) ~ 一 1 s 0 0 0 c : `

十 。 ( 。
`

)
.

( 3
.

2 )

类似于例 2
.

1 ,

如果 ( 3
.

1) 式成立
,

则系统 E Z

(
` ,

又(
。
) ) 当

6 一 。 时为 户 一 x 一 y3
, ,

夕一 一 y +

3二 , ,

有一个分界线环 r 。 : x y ~
x `

十 y , ,

且 几(
。
) 一 g (

。 p , s
) 一 一 9 0 o 0 c 。 , u

[ ( p ,

一 1 ) (尸一

4 ) ( p ,

一 9 ) 十
* G ( p , 。

) ]
,

故有

定理 3
·

l 如果 ( 3
.

1 ) 式成立
,

则系统 E Z

(
。 , 之(

s
) ) 当 。 < }。 1 << 1时将由 H o m o e l i n i e

分支在 r 。
的邻域产生 3 个极限环

,

分别过初始点 (人(
。
)

,

气 (
。
))

,

其中 h* (
。
) 一 引

。 }+

o
(
。
)

,

友~ 1 , 2 , 3
.

现在
,

把 ( 3
.

1) 式中的
`
改为纯虚数

,

例如取定
。
一 i ,

则通过坐标变换
x
~ 与+ 场

,

y ~

夸一 i 、
, 万一 i万可由 凡 (

。 ,

之(
。 ) ) 得到另一类实平面二次系统

,

记为 ( 3
.

3 )
。 .

由第一节最后的

讨论得
:

定理 .3 2 系统 ( 3
.

3 )
。

当 。 ~ 0 时原点为 中心
,

当 o < 卜 } 《 1 时在原点充分小的邻域

内恰有 3 个极限环
,

其位置分别在圆 护十 犷一 护扩 附近
,

左一 1
,

2 ,

.3

考虑缺二次项的实平面三次系统
:

器
一 〔` (s , 十 `〕` +

奈一
「̀ (

· ’ 一 ” ’ -

习
a 。 ,

(
s
)
x “

y口,

. + 户= 3

艺 b
。 ,
(

6
) y

` x 夕·
( 3

.

3 )
.

a 十 口` 】

设 ` 为非零实数
,

毛一天
、
为任意实数

,

使得

箩( p ) 一 及
。

十 及
:

夕+ 10及
:

衬+ 7 5及
,

矿+ 3 0灸
;户`

+ 1 6 0户 ,
( 3

`

4 )
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有 5个相异的正零点 l P一 p, ,

取定

r` (
“
)尸`二 “ ` ’ ,

_

一 (
“
) 一 毛

` 一冬
“ 5

一 冷
2· “ ” ,

}
” 3。

(
卜 ) 一 ’ “ 一

_

左声
’

一 “ Z c `
” , ’ ?

沃“ ’

一
“

4 “ “

十 “ ! c “ ” ,

}
” 2 ;

( ￡ )

一
` 4 “ `

二` 1̀ g “ , _
,

“ 1 2

( ` ’

一
“ 一 ’ `飞·

’

一 ’ ` 2· ` ’ ,

}
” ! 之仁` ,

一
` 一 3友

玉“
’

十 `火声 ` ,

’
a 。 ,

( ￡ ) 一 一 4 一 6 c 已 ,

b
o 3
仁5 ) ~ 一 4 一 6 c ` .

( 3
.

5 )

文献 〔1] 中对缺二次项的三次系统给出了原点的前 5 个奇点量公式 ( 依次省略了因子

这里必须补上 )
.

由 ( 3
.

6 )式得
1一e0’l一,0’1l8’

( 3
.

6 )

应用定理 1
.

.3

。 G (
p , 。 ) ]

,

其中

系统 ( 3
.

4 )
。

当

又(
。
) 一 走

。 c 。 ` , ,
拼 1

( 。 ) ~ 2灸
1。 。 ”

+ o
(

s “
)

,

拜 2

(
。
) 一 2 0及

Z c 。 ,

十 。 ( s ,

)
,

。 3

(
。 ) 一 1 5 0左

, c s ,

十 。
(
5 7

)
,

舒 ;

(
。
) ~ 6 0左

; c 。 ,

+ o
(

5 5
)

, 。 ,

(
。 ) ~ 3 2 o e o 3

十 。
(

s ,

)
.

取 N 一 1 3 , m ~ 5
,

N ~ 1
,

由 ( 3
.

7 )式得 兄( 。 )一 g (
s p , ;

) ~ c 。 ”
[万( p )十

或刃 由 ( 3
.

5 )式给出
.

` ~ 0 时有一介双叶分界线环 r
。 :

xy 一 扩 + 少
.

由定理 .2 2得

定理 .3 3 系统 ( 3
.

4 )
。

当 。 < }引 《 1 时将由 r 。
扰动出 10 个极限环

,

呈 ( 5
,

5) 分布
,

分

别过初始点
x 一 y 一 士入 。 十 o( 。

)
,

汤一 1一 .5

如果在 ( 3
.

6 )式中取
` 为纯虚数

,

则仿照定理 2
.

2 中的做法可以类似地得到缺二次项的实

平面三次系统由中心点扰动出 5 个极限环的实例
.
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