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摘要    余数系统(RNS)的并行运算特性使之在乘、加运算时模块间无

进位传播, 具有良好的时延和功耗特性, 在乘加密集型的数字信号处理

(DSP)系统中得到了广泛关注. 当余数基为奇数时, 可用奇偶检测完成

余数系统中的大小比较、符号检测和溢出检测. 结合中国剩余定理(CRT)

和混合基转换(MRC)提出了余数基为 2{2 1, 2 1,2 1}n n n− + + 的一种奇偶检

测电路实现方法, 并给出相关定理及其证明. 该检测方法由两个模加法

器和一个超前进位链构成, 减小了电路复杂度. 还给出了基于奇偶检测

的 RNS 大小比较、符号检测和溢出检测电路实现方法, 做到了电路模块

化, 从而易于实现基于 RNS 的算术逻辑单元(ALU)和 DSP 系统.   
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随着集成电路工艺的发展及信息处理系统需求的增长, VLSI的集成度越来越高, 其面积、

功耗和速度之间的矛盾越来越突出. 研究表明, 在未来的集成电路设计中, 大规模的并行处理

技术将取代传统的串行处理方式, 以满足对集成电路处理能力日益提高的要求 [1]. 并行处理

有两个研究领域: 通过增加处理单元的数量并辅以相关调度机制实现高速大容量的计算和处

理, 这种方法在商用计算机系统中已经取得了巨大成功, 但并未改善处理单元的能力、速度和

功 耗, 仅以规模的代价换取性能的提升, 依然会成为复杂系统和高速信号处理系统的瓶颈之

一; 另一种方法是采用并行数值表征系统代替传统的数值表征系统, 从算法前端入手解决

VLSI的速度、功耗和面积问题.  
余数系统(residue number system, RNS)是一个古老的数值表征系统, “今有物不知其数, 三

三数之剩二, 五五数之剩三, 七七数之剩二, 问物几何?”就是它最早的命题, 记载于中国南北

朝时期的《孙子算经》中, 于 12 世纪末流传到欧洲国家, 被称为“中国剩余定理”(Chinese 
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remainder theorem, CRT), 它是一个非权重数值表征系统. 在RNS中, 一个大整数X被划分为几

个独立并行运算的小整数, 在乘法和加法运算中, 各并行模块之间无进位传播, 从而减小了芯

片关键路径时延, 因此在具有大量乘加运算的DSP系统中得到了广泛应用和研究 [2,3]. 以 16 抽

头结合RNS和符号位(sign digit, SD)数值表征方法的FIR数字滤波器为例, 在字长为 48 bit和 64 
bit时“面积×时延×功耗”特性几乎提高了 7 倍 [3]. 同时由于其本身的冗余特性, 使得RNS在通信

系统和图像处理中也得到了广泛关注 [4,5]. 然而RNS的一些基本问题还未得到较好解 决, 尤其

在大小比较、溢出检测、奇偶检测、除法运算以及余数基扩展等方面最为困难, 因此限制了

RNS在通用微处理器和DSP系统中的大规模应用.  
由于RNS的非权重特性, 当余数基为奇数时它所表示的二进制整数奇偶性不再显而易见, 

但此时RNS中的诸多基本问题, 如大小比较、符号检测、溢出检测都可以通过奇偶检测得到解

决, 同时奇偶检测也是余数系统除法运算和缩放运算的关键问题之一 [6,7]. 文献 [6]将CRT展开

成权重系统求和再减去一个未知变量的形式, 利用分数CRT(fractional CRT)求展开式中的未知

变量的奇偶性, 进而求得RNS的奇偶性. 在实现时采用查找表以避免乘法和除法运算, 为了满

足计算的正确性 , 每个查找表的位宽均大于RNS所能表示动态范围的位宽 . 文献 [8]基于

Montgomery缩减算法 (Montgomery reduction method, MRM)给出了余数基为 1{2 (2 1),lr − ±  

22 (2 1), , (2 1)}Ll lr − ± ± 的余数系统奇偶检测方法, 该方法在CRT中引入一个缩放因子, 然后

将CRT展开成与文献 [6]相同的形式, 针对该余数基利用一个Wallace加法树计算未知变量以避

免除法运算, 同时在计算过程中也使用了查找表. 文献 [6]同文献 [8]基本思路是一致的, 不同

在于后者使用MRM技术以便于实现动态范围较大的RNS的奇偶检测. 目前, 有关RNS奇偶检

测实现基本以此为出发点, 其关键在于求未知变量的奇偶性, 但无论利用查找表还是除法器

都会占用较多硬件资源.  

本文结合 CRT 和混合基转换(mixed radix conversion, MRC), 给出了一种余数基为{2 1,n −  
22 1,2 1}n n+ + 的 RNS 奇偶检测算法及必要的定理和证明, 该算法仅需要一个模 2 1n − 加法器、

一个模 22 1n − 加法器及一个超前进位链, 减小了电路复杂度. 同时本文还给出了基于奇偶检

测的 RNS 大小比较、符号检测和溢出检测方法, 同其他方法相比, 不仅减小了电路规模和复

杂度, 而且在实现大小比较、溢出检测和符号检测时易于做到电路的通用性, 可简化基于 RNS
的算术逻辑单元(arithmetic logic unit, ALU)和 DSP 系统的设计.  

1  余数系统基本理论及余数基的选择 

1.1  余数系统定义 

一个余数系统由一组互质的余数基 1 2{ , , , }np p p 定义 (n>1, GCD( , ) 1,i jp p = ,i j≠  

, 1,2,i j n= ， ), 二进制整数 X 由它对该余数基的余数向量表示, 记为 1 2{ , , , },nRNS x x x  其中

ix 为整数 X 模 ip 的余数, 记为 

 mod ,    1, 2, , .i i
i

x X p X i np= = =  (1) 



 
 
 
 
 

中国科学 E 辑: 信息科学   2008 年 第 38 卷 第 4 期 
 

 

649 

它所能表示的整数 X 的动态范围为 [0, ),P  其中 1 2 .nP p p p= × × ×  对于有符号数的定义同二

进制系统类似, 即 0 ( 1) 2X P −≤ ≤ 时表示正数, ( 1) 2 1P X P− < −≤ 时表示负数.  

1.2  中国剩余定理 

CRT 是 RNS 的基本定理之一, 它在 RNS 的后向转换(residue to binary , R/B)电路、大小比

较、溢出检测等方面具有重要作用, 1 2{ , , , }nRNS x x x 表示的整数 X 由(2)式计算:  

 
1

1
1 2

0
{ , , , } ,

i

k

n i i ipi P

X RNS x x x P P x
−

−

=
= = ∑  (2) 

其中 , 1, 2, , ,i iP P p i n= = 1

i
i p

P− 称为 iP 模 ip 的模倒数, 满足 1 1.
i

i i p
P P− × =   

1.3  混合基转换 

任意一个余数基为 2 1{ , , , }np p p 的 RNS 同一个混合基系统(mixed radix system, MRS)相

对应, 记为 2 1( , , , ),nMRS z z z  它是一个权重系统, 其权重分别为 1 2 1 2 1 1( ... ) ( )( )kp p p p p p− (1), 

若 ip 互质, 则同与之对应的 RNS 具有相同的动态范围, 整数 X 用 MRS 可表示为 

 1 2 1 1 2 2 1 2 1 1( , , ) ( ... ) ( ) .k k kX MRS z z z z p p p z p z− − −= = + + +  (3) 

利用 MRS 可将 RNS 转换到权重系统, 因此混合基转换常用于解决 R/B 转换、大小比较

等问题中, 但求解 iz 时是一个严格的迭代过程.  

1.4  余数基选择 

余数基的形式在很大程度上决定电路的复杂度 , 一种常见的三模余数基是 {2 1, 2 ,n n−  

2 1}n + [9], 该余数基兼顾了R/B转换电路和模加法器的实现, 但不满足余数基为奇数的条件, 因

此不能利用RNS的奇偶性解决大小比较、符号检测等问题, 同时在表示有符号整数时, 在后向

R/B完成后必须做符号判断及其他额外处理才能同二进制有符号数表示方法相对应. 本文选择

形如 2{2 1, 2 1,2 1}n n n− + + 的余数基, 其动态范围为 42 1.n −  这种形式的余数基具有以下优点:  

● 可直接同用反码表示的有符号数二进制系统相对应, 这使得在完成 R/B 转换后, 不再

需要做符号判断及调整;  
● 该余数基在实现后向转换电路时无乘法操作, 直接移位连接即可; 实现RNS动态范围

扩展时, 具有相同的电路结构 [10];  

● 余数基中各分量的形式简单, 目前的研究最成熟, 尤其是对于形如 2 1k − 和 2 1k + 的模

加法运算都有优化的实现方法 [11~13].  

2  奇偶检测算法及电路设计 
奇偶性是整数的基本信息之一, 由于 RNS 的非权重特性, 当余数基的所有元素均为奇数

时, 在封闭的 RNS 中很难直接判断它所表示的二进制数的奇偶性. 下面结合 CRT 和 MRC, 给
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出了基为 2{2 1, 2 1,2 1}n n n− + + 的余数系统的奇偶检测算法及必要的定理和证明.  

2.1  有关奇偶检测中的几个定理及证明 

定理 1  若余数基为 1 2{ , },p p  二进制整数 X 的 RNS 表示为 1 2{ , },RNS x x  则 1X x= +  

2
0 2 1 1( ) ,pk x x p−  其中

2

1
0 1 .

p
k p −=   

证明  令对应的混合基系统表示为 1 2{ , },MRS z z  则由(3)式可得  

1 2 1,X z z p= +  

1 1
1 1 2 1 1,p px X z z p z= = + =  

{ } { } { }
2 2

1 1 2 1 1 2 1, , 0, .p pX x RNS x x RNS x x RNS x x− = − = −  

利用(2)式, 则 

 { }
2 2 2

1 2

1
2 1 1 2 1 10, .p p p p p

RNS x x p x x p −− = −  

由于
1 2 2

1 1,p p pap a p=  令
2

1
0 1 ,

p
k p −=  则 

 
2

1 0 2 1 1( ) .pX x k x x p= + −  

证毕.  
若余数基为 1 2 3{ , , },p p p  RNS表示的整数X为 1 2 3{ , , },RNS x x x  可认为先由余数基 1 2{ , }p p

决定一个在 1 2[0, )p p 内的整数 12 ,x  然后再由 12 3{ , }x p 决定整数X, 这实质就是CRT-II[14]所阐述

的内容, 即 

 
1 2

3 1 12 3 3( ) ,p pX x k x x P= + −  (4) 

其中
2

12 1 0 2 1 1( ) ,px x k x x p= + −  
1 2

1 3 1.p pk p =   

定理 2  当 1 2 1,np = +  2 2 1np = − 时, 
2 1

1 1 1
1 2 2 .n

p p
p p− − −= =   

证明 

2
2

1 1 1
1 1 2 1 2 1

2 (2 1) 2 (2 1) 2 1,n n
n n n n n

p p
p p− − −

− −
= + = − + =  

1
1

1 1 1
2 2 2 1 2 1

2 (2 1) 2 (2 1) 2 1.n n
n n n n n

p p
p p− − −

+ +
= − = + − =  

定 理 3  若 0 2 1,na < −≤  其 二 进 制 表 示 为 1 2 1 0 ,n n i ia a a a a− − −  则
2 1

2 n
n i a−

−
 

( 1, 2, , 1i n= − )的结果为 1 0 1i n ia a a a− − , 即循环右移 i bit. 

证明 



 
 
 
 
 

中国科学 E 辑: 信息科学   2008 年 第 38 卷 第 4 期 
 

 

651 

1 2 1 0 1 2 1 0
 bit bit  bit  bit

2 00 0 00 0,n i
n n i i n n i i

n in n i n

a a a a a a a a a a a−
− − − − − −

− −

= =  

1 2 1 0 1 2 1 02 1
 bit  bit  bit  bit2 1

1 0 1

2 00 0 00 0

.

n

n

n i
n n i i n n i i

n i n n i n

i n i

a a a a a a a a a a a

a a a a

−
− − − − − −−

− −−

− −

= = +

=

 

证毕.  

2.2  奇偶检测算法 

令 2
1 2 3{ , , } {2 1,2 1, 2 1},n n np p p = + − +  则 2

1 2 2 1,np p = −  42 1,nP = −  由定理 1 和 2 及(4)式

可得 

 1 2 1
0 12 , 2 .n nk k− −= =  (5) 

令
1 2

12 3 ,p pC x x= −  C 的二进制表示为 2 1 1 0 ,nC C C−  令 ( )P X 表示 X 的奇偶性, 则 

 
1 2

3 1 12 3 3( ) ( )xor ( ( ) ).p pP X P x P k x x p= −  (6) 

因为 p3 为奇数, 由(4)和(5)式及定理 3 可得 
 3 1( ) ( )xor ,P X LSB x C=  (7) 

因此, 求 X 的奇偶性关键在于计算 C 的第 2 个比特值. 由(4)式及定理 1 可得 

 
2

1 2

1 2 2
1 2

1 3 0 2 1 1

1 3 0 2 1 1

( )

( ) .

p p p

p p p p p

C x x k x x p

x x k x x p

= − + −

= − + −
 

(8)
 

令
1 2

1 3 ,p pA x x= −  
2

0 2 1 1( ) ,pB k x x p= −  
2

2 1 ,pB x x′ = − 并考虑到 

2
0 2 1 1( ) 2 1,   2 1,n n

pk x x p− < − = +  

应用定理 2 和 3 可得 
 0 1 2 1 0 1 2 1

2  bit

,n n n n
n

B B B B B B B B B− − − −′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′=  (9) 

因此, (8)式无乘法操作, 仅需要模加法器即可实现, 其电路如图 1 所示.  

2.3  设计优化 

若整数 x的二进制表示为 1 2 0 ,k kx x x− −  结合文献 [15]的方法 , 可以证明 2 1kx −− =  

1 2 0 2 1kk kx x x− − − , ix ( 0,1, , 1i k= − )表示对x按位取反. 考虑到 23 2 1 ,nx X +=  它可能为 22n, 

将此特殊情形考虑进去, 则 

2 23 3,2 1 3,2 2 3,0 3,22 1 2 1
or .n nn n nx x x x x− −− −

− =  

由于 2
1 2 2 1,np p = −  2 2 1,np = −  因此图 1 中的模减法器均可用模 2 1k − 形式的模加法器代替
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实现, 对于模 2 1k − 加法器实现时较简单 [13].  

 

图 1  奇偶检测电路 

此外, 图 1 中求 ( )P X 时并不需要完整的 C 值, 只需要知道它的第 2 个比特 C1 的值. 令

Carr 为 A+B 的进位, 由前面的分析知道 C1 只同 Carr, 1A , 0A , 1B 和 0B 相关, 

 1 1 1 0 0 0 0( xor )xor(( and )or( and )or( and )).C A B A B A Carr B Carr=  (10) 

由(7)及(10)式可得 X 的奇偶性为 
 3 1 1 0 0 0 0( ) ( )xor( xor )xor(( and )or( and )or( and )).P X LSB x A B A B A Carr B Carr=  (11) 

经以上分析, 可由两个模加法器获得 0A , 1A , 0B 和 1B 的值, 而Carr 可以由一个超前进位

链计算得到, 因此图 1 可优化如图 2 所示, 其中 2 2, 1 2, 2 2,0 ,n nx x x x− −′ =  3 3,2 1 3,2 2n nx x x− −′ =  

23,0 3,2 or .nx x   

可以看出, 这种方法实现余数基为 2{2 1, 2 1,2 1}n n n− + + 的奇偶检测电路时仅需两个宽度

分别为 n 和 2n bit 的模加法器, 一个 2n bit 的超前进位链及少量的组合逻辑. 同时, 两个模加

法器具有模 2 1k − 的形式, 简化了电路复杂度.  

2.4  性能分析 

文献 [6]利用分数CRT实现RNS的奇偶检测具有一定的通用性, 但需要较多的查找表来代

替除法运算, 在RNS的动态范围很大时难于硬件实现. 若实现 2{2 1, 2 1,2 1}n n n− + + 的奇偶检测, 

分数CRT需要 2(4 2) (log 2)n nP+ ⋅ + bit的存储器和两个宽度为 2log nP 的加法器. 文献 [8]的基本

思路同分数CRT是一致的, 但针对特殊的余数基利用MRM引入一个缩减因子来优化大动态范

围下的奇偶检测运算, 使得所需要的存储器深度较小, 但需要更多的逻辑实现奇偶检测, 若不

仔细选择余数基和缩减因子, 还需要模乘法运算 [8]. 本文提出的方法同利用分数CRT实现的方

法所占用硬件资源的比较如表 1 所示, 可见本文的方法仅利用模加法器和超前进位链即可实

现RNS的奇偶检测, 避免了使用查找表和除法操作. 同时, 本文提出的方法对三模余数系统及
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三模以上的余数系统的奇偶检测具有一定的通用性, 针对具体的余数基形式可以根据(4)式及

本文推导 2{2 1, 2 1,2 1}n n n− + + 奇偶性类似的过程加以优化, 需要注意的是, 当余数基个数增加

时将会增加相应的处理延迟.  

 
 

图 2  优化后的奇偶检测电路 
 
表 1  实现余数基为{2n−1,2n+1,22n+1}奇偶检测的资源占用比较 

硬件资源 本文的方法 分数CRT[6] 
ROM 无 2(4 2) (log 2)n nP+ ⋅ +  

加法器 2 个(2n bit 模加法器) 2 个( 2log nP  bit) 

超前进位链 1 个(2n bit) 无 
 

3  奇偶检测的应用 
在RNS中, 大小比较、符号检测和溢出检测最为困难, 学者们针对这些问题做了广泛研究, 

但基本都是在一定程度上将RNS转换到权重系统来获得必要的权重信息. 在大小比较中, 商
和技术(sum of quotients techniques, SQT)利用MRC获得整数X在RNS所定义的 n 维空间中的权

重标号作为大小判断的依据(即对角函数), 但余数基是冗余的, Dimauro等人对SQT进行了改进, 
消除了SQT所引人的冗余动态范围 [16]; 文献 [17]提出了基于CRT-II的方法进行大小比较, 减小

了模操作, 但需要比较电路. 对于符号检测, 文献 [18]给出了一种便于符号检测的余数基选择

方法, 但要求其中一个余数基为 2; 文献 [19]介绍了一种利用核函数进行符号检测和实现RNS
后向转换电路的方法, 这种方法关键在于提取合适的核函数. 对于RNS运算溢出的处理, 第 1
种方法是在运算过程中进行缩放, 以保证运算不溢出, 文献 [17]介绍了一种基于核函数的方法, 
而文献 [20]给出了一种实现 2n缩放的方法, 在实现 2n缩放时奇偶检测是其核 心; 另一种是检

测运算过程中是否产生溢出, 文献 [21]通过引入一个索引参数的方法判断RNS加法运算是否
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溢出, 但计算索引值时较困难; 文献 [22]则给出了基于查找表实现RNS的溢出检测的方法.  
在大小比较、符号检测及溢出检测中, 以上的方法针对具体应用做了适当优化, 在特定余

数基形式下解决某个问题时具有较好的性能, 但若要在通用微处理器中完成这些基本的算术

运算, 则需要针对每个问题设计专门的优化电路, 将会增加电路复杂度、芯片面积和功耗, 难
于做到基于 RNS 的 ALU 的通用实现及在 DSP 系统中的大规模应用. 当余数基为奇数时, RNS
的大小比较、符号检测及溢出检测等问题都可用 RNS 的奇偶检测电路来解决, 因此易于实现

通用的 RNS 算术逻辑单元和通用化的 DSP 模块.  
若 P 为奇数, 两个整数进行加法或减法时的运算溢出会违背奇偶运算规则(例如运算溢出

时: 奇数减奇数为奇数, 奇数减偶数为偶数, 偶数减偶数为奇数, 偶数减奇数为偶数). 利用这

一特性可实现 RNS 的大小比较、符号检测及溢出检测. 当 P 为偶数时, 则 pi 中至少一个为偶

数, 此时整数 1 2{ , , , }nx x x 的奇偶性显而易见, 但运算溢出时仍满足奇偶变化规则, 不再满足

以上规则.  

3.1  基于奇偶检测的大小比较方法 

对于无符号整数的大小比较, 可按以下步骤进行:  

1) 检测 x 和 y 的奇偶性, 计算 ;Pz x y= −   

2) 检测 z 的奇偶性;  
3) 若 z 的奇偶性满足奇偶变化规则, 则 x 大于 y, 否则 x 小于 y.  
若进行有符号数的大小比较, 则在奇偶检测前将 RNS 所表示的数环作 ( 1) 2P − 的旋转, 

即 x 和 y 分别加上 ( 1) 2P − 后再进行以上步骤.  

3.2  符号检测 

1) 检测 x 的奇偶性, 计算 ( 1) 2 Py x P= + − ;  

2) 检测 y 的奇偶性;  
3) 若 y 的奇偶性满足奇偶变化规则, 则 x 为正数, 否则为负数.  

3.3  加法运算的溢出检测 

根据溢出的定义, 当两个同号的有符号数 x 和 y 相加结果的符号发生变化时, 表明运算溢

出. 利用 3.2 节的符号检测方法, 溢出检测的步骤如下:  

1) 判断 x 和 y 的符号, 计算 Pz x y= + ;  

2) 判断 z 的符号;  
3) 根据 x, y, z 的符号判断是否产生溢出.  
具体应用中, 若在 RNS 前向转换时从二进制系统中提取出奇偶信息, 并在 RNS 的 ALU

寄存器中用一个比特来存储, 则可减小基于奇偶检测的 RNS 大小比较、符号检测和溢出检测

电路的规模.  
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4  结论 

本文首先结合 CRT 和 MRC, 给出了一种余数基为 2{2 1,  2 1,  2 1}n n n− + + 的 RNS 奇偶检测

电路实现方法, 并给出了必要的定理及其证明, 同利用分数 CRT 实现相同余数基的奇偶检测

相比, 电路复杂度大大减小. 其次, 针对目前 RNS 的大小比较、符号检测和溢出检测较难做到

电路模块化的问题, 本文给出了基于奇偶检测的 RNS 大小比较、符号检测和溢出检测算法, 将
RNS 中的 3 个基本问题(大小比较、符号检测和溢出检测)的解决建立在奇偶检测之上, 无需针

对每一问题设计专门电路, 简化了 RNS 算术逻辑单元及 DSP 系统的设计, 便于电路的模块化

实现.  
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