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摘要    基于 MEMS 微尺度流动特点 , 将气体运动论统一算法推广应用于

Poiseuille 等微槽道流动计算研究, 发展可用于微流动问题的气体运动论边界条件

数学模型及数值处理方法, 以不同 Knudsen 数的 Couette 剪切流、热对流以及

Poiseuille 等短微槽道流为研究对象进行初步计算验证, 通过将本文计算结果分

别与基于微观分子颗粒输运的类 DSMC 模拟值、基于宏观流体力学的滑移 N-S
解、基于气体分子动力论的 BGK-Burnett 数值解及线化 Boltzmann 近似分析解  
等的比较分析 , 显示出发展的连接宏观流体力学与微观分子动力学的介观

Boltzmann 简化速度分布函数方程数值算法能很好地揭示近连续滑移、过渡流区

气体流动现象和微弱流动变化细节, 并能较好地适应于微槽道流动问题计算研

究, 可望发展起新型的模拟 MEMS 微槽道流动和传热问题气体运动论数值计算

方法.  

关键词    Boltzmann 模型方程  离散速度坐标法  有限差分法  Couette 流 
          Poiseuille 流  短微槽道流 

微电子机械系统(Micro-Electro-Mechanical-Systems, MEMS)的研究作为当代

技术创新的一个多学科交叉应用的重要方面, 自 20 世纪 80 年代以来, 已分别在

微型泵、阀门、传感器、发动机、计算机芯片等的制造和运转等方面得到迅猛发

展[1]. 对于MEMS中的气体流动, 由于系统的微小尺度而使得刻划气体稀薄程度

的Knudsen数相对较大, 一般MEMS器件尺寸在十分之一微米到数百微米之间, 其
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流动的Knudsen数常位于 0.001到 1附近, 流动处于近连续滑移流或稀薄过渡流[2]. 
通常处于常温、常压下的微流动由于特征尺寸的微米量级甚至更小导致其存在许

多完全不同于宏观气体流动的独特性质, 除严重的稀薄气体效应外, 还存在低

Mach数流动下, 压力、密度急剧变化引起的可压缩效应和温度梯度导致的黏性加

热及热蠕变效应等[3,4]. 由于可用于微尺度流动问题的试验理论与测试手段尚不

完备以及实验费用相当昂贵, 寻求有效的数值模拟方法研究解决微流动问题已

成为无论工程应用部门还是学术研究领域较为关心的课题.  
对应于气体流动的描述方法有基于分子颗粒输运的微观理论和基于连续介

质的宏观流体力学理论, 目前用于 MEMS 微流动模拟的数值方法可归纳为两类: 
(ⅰ) 基于颗粒输运的分子动力学模拟方法, 如将微观分子运动与碰撞解耦

进行随机统计模拟的DSMC(直接模拟Monte Carlo)方法, 该方法自 1963 年Bird将
其发展用于稀薄气体流动模拟[5]以来, 经过 40 余年的发展, 已在稀薄气体动力学

学科获得了广泛的应用与检验[6,7], 但由于MEMS中的气体流动速度通常比分子

热运动速度小得多, 利用DSMC方法模拟微尺度系统中的低速流动, 所遇到的最

难克服的问题是DSMC模拟结果的巨大的统计波动 [2]; 将DSMC方法应用于

MEMS常密度气体流动模拟[2,8], 还遇到网格划分数过多、计算时间步长过小而 
导致所需计算机内存和机时过高要求的问题. 近年来, 有学者发展起DSMC信息

保存(IP)法[9], 以便光滑处理DSMC方法本身所存在的统计涨落现象, 并用于微槽

道低速流动模拟, 获得了较好的效果. 也有学者将单调Lagrange网格(MLG)技术

与DSMC方法相结合产生具有网格自适应性的DSMC-MLG算法, 并用于微槽道

流动问题研究[10]. DSMC方法因受网格划分、时间步长所限, 只能进行高Knudsen
数下稀薄气体流动研究, 难以模拟近连续滑移流区复杂流动问题, 由此使得基于

微观分子颗粒输运的类DSMC方法由于存在巨大的统计涨落, 用于仿真复杂的低

速微几何流仍存在许多问题需要研究解决.  
(ⅱ) 用于微流动问题数值研究的另一类方法通常是以气体密度、温度、流

动速度作为独立变量的宏观流体力学解算器, 如依托计算流体力学已经发展较

为成熟的N-S(Navier-Stokes)方程数值求解技术, 有学者采用一阶或高阶滑移边

界条件, 通过数值求解N-S方程, 建立可用于近连续滑移流区工程适用的流动计

算模型来模拟微槽道流[11], 获得了一些满意的结果, 揭示了位于滑移流区域的微

槽道流可压缩效应及流动变化规律. 但由于这类方法是一种基于研究物面出现

气体温度跳跃、速度滑移现象, 通过引入较为经验性的壁面调节系数, 提出的具

有一阶、二阶或更高阶滑移边界条件的宏观流体力学解算器, 其本质不可能超越

连续介质流动的基本假设. 计算实践表明[11,12], 对于这种经滑移流理论修正的

N-S方程计算技术可用于工程估算Knudsen数小于 0.1的滑移流区微尺度气体流动
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问题, 但是对更稀薄的情况, 该连续流计算模型不再有效. 当前国际上也有学者

尝试开展基于平衡态Maxwell分布的高阶Chapman-Enskog展开而得到诸如Burnett
或超级Burnett宏观流体力学方程的数值计算[13], 并用于近连续流区微槽道流动

计算研究, 已取得一些初步的结果, 但由于高度非线性Burnett方程的应力和热传

递项本身的复杂性不仅在计算的实现与稳定性方面[14], 而且基于物理问题的真

实理解仍面临着巨大困难, 使得通过求解这种更高阶宏观流体力学方程来数值

模拟近连续滑移过渡区气体流动问题仍存在许多问题需要研究解决.  
鉴于纯粹从微观或宏观角度来研究同时存在近连续流、稀薄流等跨尺度多层

次的MEMS气体流动问题各自所存在的特点和局限性, 近年来, 国际上有许多学

者提出发展将宏观流体力学与微观分子动力学连接起来的介观理论, 通过发展

基于气体分子运动论(气体动理学理论)Boltzmann方程的介观数值模型来再现特

征尺度达微、纳米量级的气体流动问题[15,16]. 如基于格子气自动机思想, 遵循各

向同性原则, 沿仅有的几个离散速度方向, 对分子运动论BGK(Bhatnagar-Gross- 
Krook)模型方程进行形式积分得到宏观流动参数 , 提出离散格子Boltzmann方  
法[16](LBM), 用来模拟处于Maxwell或近Maxwell平衡态的连续流区或近连续滑

移流区低速槽道流. 也有学者基于硬球分子模型假设通过对Boltzmann-BGK方程

碰撞算子进行进一步线化处理, 开展起适合求解气体速度远低于声速的MEMS低
速流动问题线化Boltzmann方程数值研究等[17]. 还有学者直接从BGK模型方程出

发, 在网格界面基于通量守恒, 利用气体分子速度分布函数对于Maxwell分布的

Chapman-Enskog二阶展开构造可模拟宏观流体力学Burnett方程的BGK-Burnett格
式, 用于模拟连续流或近连续滑移流区均匀微槽道低速流动问题, 获得了较满意

的结果[18]. 本文拟基于将不同尺度间相互作用统一起来的Boltzmann方程介观理

论, 将近年来本文第一作者曾在中国空气动力研究与发展中心张涵信院士指导

下所发展起来的基于Boltzmann模型方程的气体运动论统一算法[19~21]1)推广应用

于微尺度流动问题计算研究. 考虑到二维或轴对称微槽道是通常微电子机械系

统的典型元件, 在MEMS组件中有许多流动例子可以被模拟为二维微槽道流. 本
文以不同Knudsen数的Couette剪切流、热对流以及由压力驱动的Poiseuille等短微

槽道流为研究对象进行初步研究 , 首先介绍描述二维微槽道气体流动问题的

Boltzmann简化速度分布函数方程和相应的气体运动论数值计算方法, 发展可用

于微流动问题的气体运动论边界条件数学模型及数值处理方法; 而后对上述槽

道流进行算法验证, 将计算结果分别与类DSMC模拟值、经滑移流理论修正的N-S
解、线化Boltzmann方程渐近分析解及相关实验数据等进行比较分析.  

                       
1) 李志辉. 从稀薄流到连续流的气体运动论统一数值算法研究(博士论文). 绵阳: 中国空气动力研

究与发展中心研究生部, 2001 
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1  二维微槽道流 Boltzmann 简化速度分布函数方程数值算法 

从修正的Boltzmann-BGK模型方程[22]出发,  基于 274 页脚注 1)中 2.3 节的叙

述, 利用气体分子速度分布函数基于位置空间、速度空间在任一时刻由非平衡态

向平衡态演化的碰撞松弛特性, 通过将不同流区的流态控制参数、宏观流动物理

量、气体黏性输运特性、热力学效应及气体分子相互作用规则与气体分子碰撞松

弛参数和当地平衡态分布函数联系起来, 可得到描述不同Knudsen数下二维微槽

道流动问题的气体分子速度分布函数简化控制方程, 对于不受外力作用的简单

气体而言, 其无量纲形式为 

 ( N
x y

f f fV V f f
t x y

ν∂ ∂ ∂
+ + = −

∂ ∂ ∂
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式中 f 是依赖于位置空间 x, y, 时间 t 和速度空间 ( , , )x y zV V V 共 6 个自变量的气体

分子速度分布函数; v 为气体分子碰撞频率; f N 为气体分子当地平衡态分布函数; 
U, V 为气体流动沿 x−, y−方向的速度分量; P, T 分别表示气体流动的压力、温度, 
其中用于无量纲化的特征参考量视具体问题而定, 一般取来自未扰参考状态的

数密度 nref, 温度 Tref 作为无量纲参考量 ; 引入气体分子最可几热运动速度

2mref refc R= T 作为无量纲特征速度; 于是无量纲特征时间取为   

L 为所研究问题的特征长度; 取来流动压 作为气体压力、应力张量  

等有关力的无量纲参考量, 为所研究气体分子的质量; 取 作为气

体热流的无量纲参考量; 取

/ ,ref mreft L c=

2 / 2ref mrefmn c

m 3 / 2ref mrefmn c

3
ref mrefn c 作为气体分子速度分布函数的无量纲参  

考量.  
对于微米甚至尺度更小的微槽道低速流动, 其宏观流动特性很容易受外界

干扰, 不同种类的气体流动介质流经相同的微槽道所表现出来的宏观流动性质

相差很大, 不同的分子模型、不同的分子相互作用对气体宏观流动性质会产生较

大的影响. 为了计算分子黏性碰撞截面及扩散碰撞截面对微流动特性的影响, 本
                       

1) 李志辉. 稀薄流到连续流气体流动问题统一算法应用研究(博士后研究报告). 北京: 清华大学, 
2003 
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文将DSMC方法所广泛使用的变径硬球(Variable Hard Sphere,VHS)模型[23]和变径

软球(Variable Soft Sphere,VSS)模型[24]引入微观分子速度分布函数控制方程, 与
气体分子碰撞频率相联系, 确立可用于速度分布函数方程(1)式的气体分子碰撞

频率无量纲表达式为 

 (1 )2 (5 2 )(7 2 ) 1 ,
5( 1)( 2) ref

T
Kn

χα ω ων
α α π

−− −
= ⋅ ⋅

+ +
ρ  (4) 

此处, ω, α 为变径软球、变径硬球分子模型指数; χ 为黏性系数温度依赖幂指数; 

refKn 为微槽道流动的参考 Knudsen 数, 可表示为 

 1 2
4 (5 2 )(7 2 ) 1 1 ,

5( 1)( 2) (2 )
ref

ref
ref refref

Kn
HRT

μα ω ω
α α ρπ
− −

= ⋅ ⋅
+ +

⋅  (5) 

式中 Href 为表征微流动的特征尺度, 对于微槽道、管道流, 通常取槽道高度或管

道直径作为流动特征长度; μref, Tref, ρref 分别为相应于参考状态的气体黏性输运系

数、温度、密度; R 为气体常数.  
一旦方程(1)中的气体分子速度分布函数能被数值求解, 揭示微流动特性的

各种宏观物理量, 诸如气体分子数密度、流动速度、温度、气体压力、黏性应力、

热流矢量等, 均可通过将速度分布函数乘以分子速度的相关量对速度空间进行

如下矩积分而得到[21]1), 其无量纲形式为 

 ( ), dn t f= ,∫r V  (6) 

 ( ), di inU t V f= ∫r V ,  (7) 

 23 ( , ) d ,
2

nT t c f= ∫r V  (8) 

  (9) ,P nT=

 ( , ) 2 d ,ij i j ijt c c f Pτ δ= −∫r V  (10) 

  (11) ( ) 2, di iq t c c f= ∫r V ,

此处, c 为分子热运动速度 c = V − U, 下标 i 和 j 取值范围为1到 , 分别表示 x−, 
y−, z−方向的分量.  

3

针对二维(x, y)气体流动特点, 通过对气体分子速度分布函数关于宏观流动

速度为零的Vz方向分别以权因子 1 和 进行2
zV −∞ 到 +∞ 积分, 引入经约化的速度

分布函数g, h, 并将气体运动论离散速度坐标法[20]1)应用于速度分量Vx, Vy, 单一

                       
1) 同 273 页脚注 1) 

1) 同 273 页脚注 1) 
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的气体分子速度分布函数方程被转换成在各个离散速度坐标点Vxσ , Vyδ 处基于时

空空间具有非线性源项的双曲型方程组[20]2), 贴体坐标系(ξ, η)下其守恒形式为 

 ,U F G S
t ξ η

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
 (12) 

其中  ,

,
,

g
U J

h
σ δ

σ δ
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H h
σ δ σ δ

σ δ σ δ
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ν
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, ,gσ δ  , ,hσ δ  

, ,NGσ δ  ,
NHσ δ 分别表示离散速度坐标点( , ,xV σ ,yV δ )处经约化的 g, h, GN, HN 函数 

值 , 这里的 GN, HN 是由 f 
N 分别以权因子 1 和 经2

zV −∞ 到 +∞ 积分得到 ; J = 

( , ) ( , );x y ξ η∂ ∂  分子逆变速度: ,x x yVσ δ yU V ξ ξ= +  .x x y yV V Vσ δη η= +  

鉴于气体分子碰撞松弛与对流运动的非定常特点, 吸收Monte Carlo方法关

于分子运动与碰撞解耦思想[6,25], 使用非定常时间分裂数值计算方法将经过离散

速度坐标法离散降维的速度分布函数方程(12)式分裂为代表碰撞松弛变化的源项

方程和位置空间的对流运动方程进行耦合迭代求解. 基于文献[19∼21]1)介绍的有

限差分思想, 使用二阶Runge-Kutta方法数值模拟源项松弛方程, 借助NND-4(a)
格式[26,27]差分离散位置空间对流运动项, 建立直接求解微观分子速度分布函数的

气体运动论有限差分数值格式.  
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+ = Δ Δ Δ Δ ΔL L L L L ,s U  (13) 
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2  微槽道流动边界条件数值处理方法 

由于微槽道流动速度相当低, 槽道特征尺寸的微米量级导致槽道流具有相

当大的表面/体积比, 边界条件对流动特性影响很大, 物面边界与出入口边界的

处理对微流动模拟至关重要. 本文发展的气体运动论数值算法需要求解的是物

理空间与速度空间各个离散网格点处的气体分子速度分布几率函数, 于是上述

 
2) 同 274 页脚注 1) 
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各类边界条件的数值实现, 始终需要通过求解宏观流动量所遵循的气体分子速

度分布函数来进行, 这样就避免了针对纯粹微观颗粒分子进行随机统计模拟对

微弱流动信息产生较大统计涨落的问题, 也避开了纯粹使用宏观流动量进行边

界表述而不同位置的微流动边界具有强弱不同的稀薄效应、难于用固定关系式数

值实现的不足. 

2.1  物面边界条件数值方法 

任何固体壁面边界均具有对气体分子的不可浸透性, 在任一计算时刻物面

附近的分子要么撞击物面, 要么未撞击物面, 而所有撞击物面的分子均会反射回

气体中[28]. 为了确定气体分子与固体表面相互作用数学模型, 本文假定撞击物面

的气体分子紧接着以完全调节于壁面温度和速度的Maxwell平衡态速度分布散射. 
对于二维微槽道流, 物面边界网格在 时刻的分布函数由如下方式确定.  t

若气体分子撞击物面, 经物面反射的气体分子速度分布函数数值离散形式

为[20]1):  

 
2 2

,
( ) ( )

exp ,x w y ww
w

w w

V U V Vn
g

T T
σ δ

σ δ π

⎡ ⎤− + −
= −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
 (14) 

  (15) , , / 2,w w wh T gσ δ σ δ= ⋅

式中 nw 为气体分子从物面散射的数密度, Tw 为壁面温度, Uw, Vw 为壁面速度.  
若气体分子未撞击物面, 此时速度分布函数由流场内邻近边界的几排网格

单边二阶差分给出[20]1). 

2.2  入口与出口边界条件数值处理 

在低速微槽道流动中, 存在槽道入口和出口边界条件相互影响的问题, 入口

和出口边界条件不能互不依赖地任意给定, 这是亚声速流动信息沿左右特征线

传播的性质决定的. 为了反映流场外面的流体对内流场的影响, 在入口和出口面, 
所引入的流动参数必须考虑流动特征量的信息传播问题[2,3,29]. 由于微流动出入

口边界尤其是入口附近气体流动速度相当低, 纯粹基于宏观流动量进行边界离

散处理, 难于准确表述流场出入口的流动信息及流场参数的光滑过渡. 本文方法

直接对分子一级的速度分布函数进行数值求解, 这使得气体分子运动与碰撞松

弛变化在物理空间和速度空间的整体信息均通过各个离散网格点处的速度分布

函数而被保存下来, 能较好地保护量值微小的宏观流动量信息, 于是在进行边界

数值处理时, 同样立足速度分布函数本身, 将微流动出入口边界对宏观物理参数

                       
1) 同 273 页脚注 1) 
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).

的控制条件及宏观流动量本身的变化规律通过气体分子速度分布函数再现出来.  
对于压力驱动的二维微槽道低速气体流动问题, 一般来说, 其出入口压力值

通常是适定的, 并且入口边界的气体温度、横向速度也是已知的, 通常取槽道入

口处气体流动的横向速度为零.  
在任一计算时刻, 为了通过内场信息计算调节出入口边界处的速度分布函

数, 本文基于四阶精度的台劳展开思想, 将出入口边界网格中的速度分布函数由

临近边界已经计算得到的几排网格中的离散速度分布函数进行渐近表示1). 
对于入口边界, 可依靠边界附近四排网格 i = 2, 3, 4, 5 上的离散速度分布函

数值 f2 ~ f5 进行四阶权重插值得到入口边界网格 i = 1 上的函数值为 

 4
1 2 3 4 54 6 4 (f f f f f O ξ= − + − + Δ  (16) 

对于出口边界, 由临近出口边界的四排网格 max 1,i i= −  max 2,i i= −   

 中速度分布函数值  

maxi i=

3,− max 4i i= −
max 1,if − max 2 ,if −  

max 3 ,if −  
max 4if − 确定出口边界网

格 中函数值maxi i=
maxif 的四阶权重表达式:  

 
max max max max max

4
1 2 3 44 6 4 (i i i i if f f f f O ).ξ− − − −= − + − + Δ  (17) 

在得到出入口边界网格的速度分布函数后, 再通过宏观流动取矩得到入口

和出口边界的计算流动参数, 然后根据亚声速流动信息沿左右特征线传播的特

征化理论确定满足入口和出口边界控制条件的宏观流动参数, 而后由此宏观流

动参数基于(2)式获得当地时刻的离散速度分布函数.  

利用本文介绍的气体运动论有限差分格式和本节设计的微槽道流动边界条

件数值处理方法, 就可得到物理空间各点的离散速度分布函数. 对所有离散速度

坐标点重复此差分求解过程, 在得到离散速度空间各离散速度坐标点处的气体

分子速度分布函数后, 使用文献[21]2)所发展的离散速度数值积分方法对速度空

间进行宏观取矩可得到物理空间各点处的宏观流动参数; 并使用 273 和 274 页脚

注 1)发展的气体运动论离散速度坐标法控制离散速度域以及计算过程中离散速

度分布函数的数值精度. 重复上述算法, 伴随计算时间的推进而流场中气体分子

速度分布函数将不断演化更新, 待表征流动特性的宏观物理量收敛于计算精度

而结束该算法过程.  

3  计算结果与检验 

3.1  不同 Knudsen 数 Couette 流动计算验证 

                       
1) 同 274 页脚注 1) 
2) 同 273 页脚注 1) 
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Couette流动是一种较为简单而经典的边界值问题, 是一个可以用来研究不

同Knudsen数下物面对气体流动产生壁面效应的一个很好的例子. 虽说目前还没

有人利用原始Boltzmann方程对其进行精确分析, 但已有许多学者对该问题进行

过理论与实验研究 [30], 并由此产生了不同的近似分析方法 , 如Gross, Ziering, 
Willis, Gorelov和Kogan等人分别在文献[31~33]中进行了阐述, 已有不少学者基

于该问题进行算法考验[9,17,34], 提供了大量可供算法比较的数据. 本节以此问题

为研究对象进行较为详细的计算研究, 拟对前面介绍的微槽道物面边界条件数

值处理方法及本文发展的气体运动论算法进行较为精确的定量化比较验证. 
这里首先考虑的是平面 Couette 剪

切流动, 它是由两个相对运动的无限大

平行平板表面剪切应力驱动的单方向定

常流动, 图  1 描述了该流动示意图, 两
个相距 H、置于相同温度 Tw 的平行无穷

长平板向相反方向沿各自平面分别以

Uw 速度运动. 取两平板距离中央为坐标

原点, x 轴为运动方向, y 轴与之垂直. 对
于该问题, 文献[17]利用所发展的适合

于硬球分子模型的线化 Boltzmann 方程数值方法进行了计算研究; 文献[9]为了考

验基于微观分子随机统计模拟的 DSMC 方法所发展起来的信息保存(IP)方法, 也
对该问题进行了模拟. 为了将本文计算结果与上述文献得到的计算数据进行定

量化比较, 拟定相同流动条件, 以具有温度 Tref = 273、压力 Pref = 1.01325×103 Pa
的氩气作为模拟气体, 硬球分子模型ω = 0.5, α = 1 被用来描述分子间相互作用, 
假设与气体保持相同温度的平板以 Uw = 0.2 m/s 的速度进行匀速运动. 本文分别

计算了从近连续流到高稀薄近自由分子流对应的 Kn = 0.001, 0.1128, 1.1284 和

11.2838 状态下该定常 Couette 流动问题. 图 2 展示了 4 种 Kn 数下该 Couette 流动

上半槽道内无量纲流动速度剖面分布 U/Uw~ y/H, 可以看出, 对用于比较的大、

中、小 3 个 Kn 数对应的速度剖面, 本文计算结果与 DSMC-IP 方法模拟结果、线

化 Boltzmann 方程数值解均相当一致, 而经滑移流理论修正的 N-S 方程数值解却

仅在小 Knudsen 数 Kn = 0.1128 下给出较好的结果, 即使在该 Kn 数流动中, 滑移

N-S 计算值在运动平板附近的速度分布与上述 3 种方法的研究结果仍存在一定的

偏离, 对于 Kn = 1.1284 的中等 Knudsen 数 Couette 流, 滑移 N-S 计算则是完全失

效的. 对于 Kn = 0.001 对应的近连续流, 由于 DSMC-IP 方法和线化 Boltzmann 方

法均未得到相关研究结果, 图中仅绘出了本文气体运动论数值算法研究结果. 从
本文开展的稀薄流到连续流 4 种 Knudsen 数下 Couette 流动速度剖面的计算研究

还可看出, 对属于近连续介质流的 Kn = 0.001 流动状态, 本文所计算的流动速度

 
 

图 1  Couette 流动示意图 
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由槽道中心逐渐增大 , 到平板表面 , 
流动速度的无量纲值变为 U/Uw = 
0.9986, 相当接近平板的运动速度, 气
体与平板物面之间的滑移速度 Uslip/Uw 
= 0.0014 近似等于零, 这正好与连续

介质绕流关于壁面滑移速度为零的假

设相吻合; 但随着流动 Knudsen 数增

大, 虽然气体流动速度值都是从槽道

中心网格的零逐渐增大, 到平板表面

网格流速达到最大, 但是平板表面网

格中的流动速度与平板运动速度之间

的差距越来越大; 显示出 Knudsen 数

越大, 气体的稀薄效应逐渐增强, 使
得气体与物面之间的滑移速度不断增

加 , 产生严重的气面速度滑移现象 , 
即使对于 Knudsen 数(Kn = 0.001)相当

低的近连续流, 壁面仍存在滑移速度, 本文计算很好地反映了随着 Knudsen 数增

大, 气体流动从连续流逐渐变化到稀薄流的绕流规律.  

 
图 2  不同 Kn 数 Couette 流动速度分布计算

比较 
实线表示 4 种流动状态对应的本文计算结果, ○ 示文

献[9]使用 DSMC 信息保存(IP)方法模拟稀薄过渡流

Kn(0.1128, 1.1284, 11.2838) 3 种状态的研究结果, △
示文献 [ 1 7 ]得到的相应于上述 3 种状态的线化

Boltzmann 方程数值解, 同时以虚线标出使用带滑移

边界条件修正的宏观流体力学 N-S 解算器计算 Kn 
(0.1128, 1.1284)两种流动状态得到的速度分布 

为了对上述 Couette 流作进一步的计算比较, 拟定与文献[17]相同的 9 种较 
高 Knudsen 数流动状态: Kn = 0.1128, 0.2257, 0.6770, 1.1284, 2.2568, 4.5135, 
9.0270, 16.9257, 22.5676 进行计算研究, 图 3 绘出单位时间内流经上半槽道内无

量纲质量流量 / wM U 随 Kn 数的变化关系, 可见本文算法结果与文献[17]线化

Boltzmann 方程数值解相当一致. 图 4 展示对应上述 9 种 Couette 流动状态所计算

的剪切应力无量纲值 /xy wUτ− 随 数的变化情况, 特别要注意的是, 图中物理

量取自第 1 节基于气体分子速度分布函数所定义的宏观流动量表示(10)式, 并已

分别按第 1 节所述无量纲参考量进行了无量纲化. 由于上述 Couette 流属于无限

平板间剪切应力驱动的定常稳定流, 理论预测其剪切应力应趋于一负常数, 随
K n 数增大 ,  气体流动稀薄效应急剧增加 ,  气体分子间黏性剪切应力值

增大, 这已在本文计算调试中得到证实. 只是靠近壁面, 剪

切应力

Kn

( , ) 2 dxy x yt c c fτ = ∫r V

xyτ 值随位置 y 增加仅呈现相当微弱的减少, 这里取基于槽道内各网格位 
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图 4  Couette 流剪切应力随 Kn 变化 
○  示本文计算结果, 实线绘出来自文献[17]中的表

IV 给出的线化 Boltzmann 方程数值解, △  示来自文 
献[33]的 Chapman-Enskog 四阶矩方法研究结果 

 
 

图 3  Couette 半槽道质量流量计算比较 

○  示本文计算结果, △  示来自文献[17]中表Ⅲ的线

化 Boltzmann 方程数值解 

 
 
置剪切应力的平均值, 为便于比较, 以来自文献[17]的定义式 /xy wUτ− ∼Kn的形

式在图 4中绘出. 由图 4看出, 本文算法对上述高稀薄流区各个Knudsen数流动状

态的计算结果均与文献[17]提供的线化Boltzmann方程数值解相当一致, 而文献

[33]得到的四阶Chapman-Enskog近似矩方法解与上述两种结果在中等 数以下

吻合较好 , 但在较高 数下Chapman-Enskog矩方法的解却有所偏离 , 说明

Chapman-Enskog宏观流动矩方法对高 数的稀薄流模拟较困难, 通过几种研究

方法计算比较看出 , 本文气体运动论

数值算法能较好地模拟高、低不同

Knudsen数Couette剪切槽道流. 图 5 绘

出Kn = 1.1284 的Couette流动上半槽道

内 指 向 流 动 方 向 的 无 量 纲 热 流

Kn

Kn

Kn

/x wq U− ∼ 分布情况 , 由图看出 , 

本文计算结果与文献[32]的BKW模型

方程近似分析解变化趋势相当一致 , 
图中已显示本文算法结果在离运动壁

面较近、稀薄效应进一步增强的地方要

比来自文献[32]完全基于Maxwell平衡

态分布的BKW模型渐近分析解高一些, 
这是由于高稀薄气体流动的速度分布

/y H

 
 

图 5  Couette 流热流−qx/Uw~y/H 分布 
实线示本文计算结果, ○ 示来自文献[32]中基于标准

的 Boltzmann-Krook-Welander (BKW)模型方程的小 
扰动渐近分析方法得到的研究结果 
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已经不再是Maxwell平衡分布1), 而存在严重的非平衡特性, 不能再利用文献[32]
基于Maxwell分布的小扰动渐近展开法求解高稀薄流问题, 由此将导致文献[32]
对较高Knudsen数的Couette流动问题热流的渐近分析结果与本文计算出现偏离. 

通过图 5 的计算研究表明, 虽说Couette流动的气体温度设置为均匀不变的, 但是

在气体流动的相反方向确实存在热流, 且该热流值沿槽道横向从槽道中央到运

动平板表面呈非线性增大, 这是一种典型的由运动壁面的剪切应力驱使气体流

动产生稀薄热蠕变效应[32], 本文气体运动论数值算法能很好地揭示这一稀薄过

渡流区微槽道流动传热变化规律, 然而这种现象迄今很少有文献报道.  
通过上面由运动平板引起的不同 Knudsen 数下 Couette 剪切流动的计算研究, 

表明将本文算法用于平板表面剪切应力驱动的槽道流动, 模拟气体的黏性输运

特性是完全可行的, 下面拟将本文算法用于由平板温度差导致板间气体热传导

形成非线性定常 Couette 热对流问题的计算研究, 以验证本文算法用于气体热传

递稀薄槽道流问题的计算能力. 该问题可描述为有两个冷热温度不同的平板分

别位于 y = 0 和 y = H, 其中位于 y = 0 处温度较低的冷平板温度恒定为 TC, 置于 y = 
H 的热平板温度恒定为 TH, 由于两平行平板温度差别较大, 会导致板间气体因热

传导输运影响, 使得密度分布出现严重的非均匀现象. 为了研究这个典型的热传

导非线性问题, 文献[30]已利用高能电子束荧光测试实验技术得到板间密度分布; 
文献[34]从标准的 BGK 模型方程出发借助离散坐标技术对该问题进行了数值分

析研究. 为了将计算结果与上述文献得到的数据进行比较验证, 拟定与上述文献

相同的流动条件, 设置冷热两平行平板温度分别为TC = 79 K, TH = 294 K, 以氦气

(He)作为平板间模拟气体, 以两平板温度的平均值作为气体流动参考温度 Tref = 
186.5 K, 定义气体流动的 Knudsen 数为平板间中央位置的分子平均自由程与板

间距离之比, 本文对 Kn = 0.033 流动状态下该 Couette 槽道传热问题进行计算研

究. 图 6 绘出槽道内气体密度无量纲分布  这里ρ 0 表示板间中央位

置的气体密度, 图 6 中表明, 本文计算结果与实验数据吻合很好; 同时看出本文

计算结果远比文献[34]基于标准 BGK 方程得到的研究结果更能吻合实验数据, 
本文计算曲线显示出, 槽道内气体密度随位置 y 呈现明显的非线性分布, 而将

BGK 模型方程用于求解该热传导输运问题却难于反映其严重的非线性热传导效

应 , 说明标准的 BGK 方程并不适合于描述传热流动问题 , 这是由于使用

Chapmann-Enskog 矩方法从标准 BGK 方程得不到正确的黏性输运系数μ 和热传

导系数 K 的封闭关系式, 而导致 BGK 模型得到的 Prandtl 数为 Pr = 1, 使得 BGK
模型只能用于模拟处于Maxwell平衡态或近Maxwell平衡态动量交换起主导作用

的气体流动而对能量交换起主要作用的热传导问题却具有相当大的局限性; 从

0/ ~ /y Hρ ρ ,

                       
1) 同 274 页脚注 1) 
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完全呈现线性变化的滑移 N-S 方程计

算曲线反映出基于滑移边界条件的

N-S 连续介质理论预测方法对于该

Knudsen数较低的近连续滑移流区低速

热传导对流问题, 已经难以可靠模拟

气体介质黏性加热及稀薄热蠕变效应.  

3.2  Poiseuille 微槽道流计算分析 

本节要考虑的Poiseuille流 [36]问题

和上节已经研究的Couette流动虽然都

是简单而经典的槽道流问题 , 但它们

却涵盖了MEMS微槽道流应用中需要

控制的许多流体的最为基本而重要的

流动属性 , 由于这些问题具有清楚的

流动机理, 对这类问题在低速条件下的求解是检验新算法的基准问题. 这里考虑

的平面Poiseuille流是限制在两个分别位于 / 2y H= ± , 长为L的静止无限大平  

行平板之间由平行于平板的压力梯度所驱动的一种定常槽道流, 其流动结构标

示于图 7. 为了与来自文献[37]的DSMC模拟结果和经滑移流理论修正的N-S解以

及来自文献 [18]基于气体分子动力论

BGK 模 型 方 程 所 建 立 起 来 的 BGK- 
Burnett宏观量差分格式得到的研究结果

进行分析比较 , 拟定相同的流动条件 , 
所计算的气体为具有分子质量m = 1, 分
子直径d = 1 的单原子硬球气体, 假设所

计算的气体参考密度为ρ ref = 1.21×10−3

由此可得到气体分子的参考平均自由程

为λref = 2/( 2 )refm ρ π

 
 

图 6  温差引起板间热对流  

密度分布 

033.0=Kn

实线示本文计算结果, ○ 示来自文献[30]的实验数据, 
长虚线表示文献[34]基于 BGK 方程的计算分析值,  

虚双点划线绘出来自文献[35]的连续流预测值 

 
 

图 7  压力驱动的二维 Poiseuille 
流示意图 

d  = 186, 两个等温平板间距离即槽道高H = 10λref, 槽道长

L = 30λref, 平板温度设定为流动参考温度Tref = 1, 流动特征速度设置为气体分子

最可几热运动速度 2mref refC RT 1,= =  于是气体常数被取作R = 1/2, 驱使气体流

动的压力梯度设定为入口压力 3in refP P= 2 , 出口压力 2,out refP P=  其中Pref为

流动的参考压力由气体状态方程根据参考密度和温度确定Pref = 6.05×10−4, 由此

流动设置, 导致所考虑的Poiseuille流成为Kn = λref /H =0.1 的低速近连续滑移流, 
所要研究的流场范围为−L/2 ≤ X ≤ L/2, −H/2 ≤ Y ≤ H/2, 坐标原点取为槽道
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中心. 特别要说明的是, 由于Poiseuille
槽道流是为考验流体力学理论与计算

模型所设定的一种具有普适性的气体

流动算例, 上述关于该流动问题的描述, 
不存在固定的量纲单位. 

图  8∼12 部分绘出了本文计算与

DSMC 模拟值及滑移 N-S 解、气体分子

动力论 BGK-Burnett 格式几种方法得到

的研究结果比较情况, 为了便于与文献

结果比较, 其中图 8, 10 将气体压力轮

廓以 P/Pref 的形式绘出, 图 9 和 11, 12
分别绘出的是上述 Poiseuille 槽道流  
气体密度ρ×10−3 和气体 y 向流动速度

V、剪切应力τxy 的实际值. 从图 8 与图 9
分别绘出的沿 Poiseuille 槽道流动方向

中心轴线上压力与密度分布的变化情况, 可以看出, 槽道内流动参数无论压力还

是密度其轴向分布都呈现较强的非线性效应, 而且 4 种研究方法得到的结果均相

互吻合较好, 只是密度分布的滑移 N-S 解在槽道后部特别是临近出口的区域与本

文计算值、DSMC 模拟结果及气体动理论 BGK-Burnett 数值解存在一定的偏离, 
并显示出滑移 N-S 解提供的密度轴向分布非线性较弱, 说明滑移 N-S 解算器可用

于计算近连续滑移流区微槽道轴向流动参数, 并能揭示其非线性效应, 但使用   
滑移 N-S 解算器模拟稀薄效应进一步增强的微槽道后部气体流动, 其有效性受到

 
 

图 8  Poiseuille 流轴线压力分布计算比较 
实线示本文计算结果, ○ 示文献[37]提供的 DSMC模

拟值, 虚点划线绘出来自文献[18]基于气体分子动力

论 BGK 模型方程经 Chapman-Enskog 二阶展开得到

的 BGK-Burnett 格式研究结果, 虚线绘出经滑移边 
界条件修正的宏观流体力学 N-S 方程计算结果 

 
 

图 9  Poiseuille 流轴线密度分布计算比较 
图注同图 8 

 
 

图 10  Poiseuille 流 x = L/2 压力横向分布 
图注同图 8 
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图 11  Poiseuille 流 x = L/2 处 y 向速度 
横向分布 
图注同图 8 

 

 
 

图 12  Poiseuille 槽道流 x = L/2 处剪切 
应力τxy 横向分布 

图注同图 8 

质疑.  
图 10 示 Poiseuille 槽道流中间位置 x = L/2 处压力横向分布 P/Pref ∼ y 计算比

较, 显示出本文计算值和 DSMC 模拟值、气体动力论 BGK-Burnett 数值解 3 种方

法研究结果在槽道内部变化趋势相一致, 证实槽道内气体压力分布随横向位置

发生变化, 且在槽道中心轴线处压力最小, 这与文献[37,38]的分析完全一致, 同
时看出本文计算值与 DSMC 结果相当吻合, 证实本文气体运动论数值算法的准

确可靠性, 也反映出 DSMC 模拟值存在较大统计涨落, 虚线绘出的滑移 N-S 解变

化趋势却与上述 3 种方法的研究结果变化趋势完全相反, 显示出将滑移 N-S 解算

器用于模拟 Kn = 0.1 微槽道横向流已经完全失效. 这种现象说明为了揭示滑移流

区气体流动特性, 仅仅依靠对边界条件进行基于 Knudsen 数的若干阶滑移流理论

或本构关系式修正的 N-S 解算器是不可靠的.  
图 11 标出 Poiseuille 槽道流中间位置 x = L/2 处 向速度横向分布 V ~ y 的变

化情况, 图中看出, 虽然 DSMC 方法用于模拟量值达 10−3 的横向流动速度时, 其
巨大的统计波动背景噪声差不多淹没了需要模拟的有用信息, 但从本文计算结

果与 DSMC 模拟值的变化趋势来看, 两者吻合很好, 显示出本文算法能相当光滑

地再现大小不同的气体流动变化细节; 而滑移 N-S 解却与本文计算结果、DSMC
模拟值竟有一个量级的偏差 ; 同时看出 , 气体动力论 BGK-Burnett 数值解与

DSMC 模拟值、本文计算结果存在很大偏离, 显示出本文气体运动论数值算法在

求解上述稀薄效应进一步增强的微弱横向流动明显优于模拟连续流或近连续滑

移流区均匀槽道流动的 BGK-Burnett 气体动力论结果, 而基于 Maxwell 分布的

Chapman-Enskog二阶展开而构造的BGK-Burnett数值解与滑移N-S解相比, 已经

y
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更加接近本文计算值与 DSMC 模拟值. 图 12 绘出 Poiseuille 槽道流剪切应力横向

分布τ xy∼ y 变化关系, 看出本文气体运动论数值算法、DSMC 方法和经滑移流理

论修正的 N-S 解 3 种方法得到的研究结果变化趋势比较一致, 反映出压力驱动的

Poiseuille微槽道流剪切应力关于槽道中心轴线成反对称线性分布. 从图 8 ∼ 12所
展示的关于 Poiseuille 微槽道流几种方法研究结果的定量化比较看出, 本文发展

的气体运动论数值计算方法不仅能准确捕捉槽道轴向流动参数的变化特性而且

能较为精细地刻画槽道横向流动参数的微弱变化细节, 能够相当光滑地再现大

小尺度不同的微流体现象及流动变化规律.  

3.3  不同流区的微槽道流计算 

算例 1  滑移流区微槽道流动模拟 
图 13 描述较低出口 Knudsen 数 Knout = 0.05 的近连续滑移流区二维微槽道氮

气流动算例(槽道长 L = 31.14 μm, 高 H = 1.04 μm, 入口与出口压力比 Pin/Pout = 
2.47、出口压力给定为 Pout = 1.01325×
105 Pa, 槽道入口温度与壁面温度相等

Ti = Tw = 300 K, 相应于该温度的氮气

黏性系数为μ = 1.775×10−5 N/m2, 气体

常数 R = 296.9 J/(kg·K), Pr = 0.72, 
Cp/Cv = 1.4), 沿槽道轴线压力分布计

算结果与来自文献[11]经滑移流理论

修正的 N-S 解比较情况, 图中符号表

示本文计算结果、实线代表滑移流 N-S
解, 可见两者吻合很好; 该图还直观显

示了低速微槽道内部流动的可压缩性

引起沿槽道轴向压力分布出现明显的

非线性变化. 为了考察通过该槽道横截面的质量流量, 按槽道宽度方向为单位长

度计算得到单位时间内上述微槽道流动的质量流量为 = 6.2834×10−5 kg/s, 而
来自文献[3]由滑移流理论修正(其中切向动量调节系数取为 0.87)的 N-S解换算得

到的质量流量为 = 6.0709×10−5 kg/s, 两者较为一致, 其偏差为 %. 

m

m 50.3

 
 

图 13  Knout = 0.05 微槽道轴向压力计算与

滑移 N-S 解比较 

算例 2  过渡流区微槽道流动计算 
图 14 绘出了较高出口 Knudsen 数 Knout = 0.44 的高稀薄过渡流区二维微槽道

氮气流动算例(槽道长 L = 6.61 μm, 高 H = 0.11 μm, 入口与出口压力比 Pin/Pout = 
4.2、出口压力给定为 Pout = 1.01325×105 Pa, 槽道入口温度与壁面温度相等 Ti = 
Tw = 300 K, Pr = 0.72, Cp /Cv = 1.4), 槽道内气体流向速度等值线计算结果与来自

文献[2]的 DSMC 模拟值定性比较情况, 由图看出, 利用本文算法得到的计算结  
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图 14  Knout = 0.44 微槽道流向速度等值线计算结果与 DSMC 模拟值定性比较 
(a) 本文计算值, (b) DSMC 模拟值. 实线示等值线, 其上数字代表该等值线对应的流向速度 

大小, 单位为 m/s 

 

果与 DSMC 模拟值变化趋势一致; 从图 14(b)反映出 DSMC 模拟值存在巨大的统

计波动 , 这是由于微槽道内气体流动速度很低 , 在出口轴线处达到最大仅为

23.34 m/s, 比氮气在 300K 时的分子热运动最可几速率 422.07 m/s 小很多. 在
DSMC 模拟中, 为了从这样的背景噪声中取出有用信息, 对微观分子运动与碰撞

进行统计平均所需要的样本容量会相当大, 而且不可避免地出现巨大的统计涨

落, 掩盖了有用信息的变化, 由此显示出利用传统 DSMC 方法模拟过渡区相当低

速的微尺度流动暴露出较大统计波动掩盖有用信息的不足; 而在本文计算中, 即
使在物理空间使用均匀网格划分流向×横向(37 × 25)较粗糙, 但本文方法所计算

得到的流场等值线无论在入口与出口附近还是物面附近都相当平稳光滑, 能很

好地再现微槽道内流场各个位置处的宏观流动变化细节. 图  15 分别绘出了该微

槽道壁面滑移速度分布与槽道轴线上流向速度分布的非线性变化情况, 图  16 展

示该微槽道中心轴线上气体流动当地 Knudsen 数从槽道入口处的 Kn = 0.11 沿流

向呈现明显的非线性急剧增加直到出口处变为Knout = 0.44. 从图 15可以看出, 对
此稀薄过渡流区的微流动, 其壁面滑移速度在槽道入口处就变得很大, 占轴线上

主流速度的四分之一左右, 流动到槽道出口处, 其壁面滑移速度差不多变成轴线

上主流速度的二分之一了 ,  足显对于本身流动速度很低的微流动 , 由于流动

Knudsen 数由槽道入口向槽道出口的非线性增加引起流动稀薄效应的急剧增强, 
导致壁面滑移效应大大增强, 对槽道内的气体流动产生相当严重的影响, 气体流

动从槽道入口附近的近连续滑移流变化为槽道出口附近的高稀薄流. 从图 14 和

15 反映出槽道内的流动速度变化范围大约在 1.93∼23.34 m/s, 这与氮气分子的最 
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图 15  Knout = 0.44 微槽道流向速度分布 
(a) 壁面滑移速度分布, (b) 中心线流动速度分布 

 

可几热运动速度相比仅是后者的 1/220∼ 
1/18 左右, 说明微流动的宏观有用信息

完全隐藏在分子随机热运动中, 本文从

直接求解分子一级的速度分布函数方程

出发, 将包含所有分子输运信息的几率

密度分布函数在速度空间、位置空间的

信息均保存起来进行数值求解, 而后将

速度分布函数对速度空间进行宏观矩积

分来捕捉物理空间尺度微小的流动参数, 
由此所发展起来的本文气体运动论数值

算法应该能较好地适应和有效模拟尺度

微小的气体流动变化规律. 

 
 

图 16  微槽道中心轴线上当地 Kn 数分布 

4  结论 

本文通过将气体运动论统一算法推广应用于MEMS 微槽道流动计算研究, 发展

可用于微流动问题的气体运动论边界条件数学模型及数值处理方法, 研究建立模

拟不同 Knudsen 数二维低速微槽道流动问题的气体运动论数值算法 , 以不同

Knudsen 数的 Couette 剪切流、热对流以及 Poiseuille 等短微槽道流为研究对象进

行计算验证. 通过将本文计算结果分别与基于微观分子随机统计模拟的类DSMC
模拟值、基于宏观流体力学的滑移 N-S 解、气体动力论 BGK-Burnett 数值解和相

关实验数据及有关 Boltzmann 近似分析解的比较分析, 表明基于微观颗粒输运的

DSMC 方法模拟速度很低、量值微小的气体流动存在较大统计涨落, 以致掩盖有
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用信息的困难; 而基于滑移边界条件修正的宏观流体力学 N-S解算器只能用于近

连续滑移流区微槽道流, 对于象本文研究的 Kn = 0.1 的 Poiseuille 槽道流问题, 仅
能计算给出部分流动参数, 对某些流动参数的滑移 N-S 计算却存在不可靠; 而本

文发展的连接宏观流体力学与微观分子动力学的介观 Boltzmann 简化速度分布函

数方程数值算法对高低不同 Knudsen 数的低速微槽道气体流动问题具有较好的

模拟能力. 研究发现, 由于微尺度流动问题通常具有很低的宏观流动速度和较高

的 Knudsen 数, 为此只需较少的离散速度坐标点就可保证气体运动论离散速度坐

标法的数值精度, 这使得本文发展的气体运动论数值算法应该对微尺度气体流

动问题的数值模拟具有很好的适应性, 从本文已经开展的初步计算尝试体会到, 
算法过程很稳定, 且在有限时间内就可给出满意的结果, 预期若在有关研究条件

保障下, 以本文气体运动论数值算法为研究基础, 进一步开展各类复杂微槽道流

动问题计算研究, 可望发展起新型的模拟 MEMS 微槽道流动和传热问题的气体

运动论数值计算方法.  
本文工作仅仅是 Boltzmann 简化速度分布函数方程数值算法对 Couette, 

Poiseuille 等槽道流的计算验证和对微尺度槽道流动问题计算研究的初步尝试. 
将本文发展的数值算法应用于各种微尺度气体流动问题, 特别是纵横比相当大

的长槽道微流动问题, 在尽可能多的流动条件下与实验、DSMC 等可靠结果进行

细致比较以及对方法本身的改进和发展, 均有待进一步研究和展开.  
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