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1 ��

����������, ������������. ���, ����������

���� Hopf ��. ���� Kac-Moody Lie ������������������.

������������������� Yang-Baxter ���	. 
���, ����	

�����������������.

����
�����, ������������������������ Hopf

�������. Green � Solberg 	 [1] ���
�����	�, ������ Hopf �

���; Cibils[2] ������� kZn �
� Hopf���� kZn(ω), �� ω � n ����

��, Zn �	�	�, ���
�� n �	��; Crawley-Boevey� Holland[3] �����

�	�����, ��������	���������������; 
��	���

	����	�, ��� [4] ������	�����������, ������
�

��� Uq(sl2)����;����,�� [5] �����	������������ uq(g)

����.

��
�����, ���������	��������������. ����

� Crawley-Boevey� Holland ����	�����
 (��� [3, 
� 4.3]), �����

����������������� uq(g) (	��� [5]) ���.



���	: ����	��	������

2 ����

������
�, ���������.

��
 k ��	����

, 
���
�� m �	� q, q2 �= 1, �

[m] =
qm − q−m

q − q−1
,

[m]! = [m][m − 1] · · · [2][1],

��

 [0]! = 1.

� Zd � Abel � Z/dZ, �� d �����
��.

	� Q = (Q0, Q1, s, t)�����	�,�

���� Q0�		� Q1,�����	

s, t : Q1 → Q0, 
��		 a ∈ Q1, ���� s(a), 
�� t(a), ��� a : s(a) → t(a). 	�

Q���� γ ������
	���		
� γ = an · · · a2a1,�		 t(ai) = s(ai+1) (i =

1, . . . , n− 1), � s(γ) = s(a1) � t(γ) = t(an). �������	
��		���; �
�,

�
�������	�����.

������ Q = (Q0, Q1, s, t) ���	�, �
		���� Qop. 
�� Qop ��

��� Q0, �� a∗ : t(a) → s(a) � Qop �		���� a : s(a) → t(a) � Q �		. Q �

��� Q = Q
⊔

Qop. � kQ �	 Q 
�����, Q ������� k-�, 
�� kQ �

��
	�

p1 · p2 =

⎧⎨
⎩

p1p2, 	
 s(p1) = t(p2),

0, ����.
.

� RQ �� Q ���		��� kQ���, I � Q�������
,	
����


�� m � 2, ��

RQ ⊆ (I) ⊆ Rm
Q ,

�� (I)��� I ����������,� (Q, I)������	�. ��,��� kQ/(I)

����	�����.

� Q ���	�, Q ����� M 
	�

(i) 
�� Q0 ���� i, ����
�� k-	��� Mi.

(ii) 
 Q1 ����		 a : i → j, ����
�� k-���	 ϕa: Mi → Mj.

	� Q ���	���
	����
��

Π(Q) =
kQ

(
∑

a∈Q1
[a, a∗])

,

�� [a, a∗] = aa∗ − a∗a; 
���, 
�
 λ �����	�� Πλ(Q) ��

Πλ(Q) =
kQ

(
∑

a∈Q1
[a, a∗] − ∑

i∈Q0
λii)

,

�� λ ∈ k|Q0|; � λ = 0, �
�� Q ���	��. ����	� (Q, I) �
�
 λ ��

���	�����
	�

Πλ(Q, I) =
Πλ(Q)
I, I∗

,

�� I∗ � kQop �����, ����
�� I ����, � (I, I∗) �� I � I∗ ���

Πλ(Q) ���.
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���� A �: �� � 38 � � 12 �

����
�����
�.

� α, β ∈ Z
n, Ringel �
	�

〈α, β〉 =
∑

i

αiβi −
∑
i→j

αiβj .

�
�, 
	 q(α) = 〈α, α〉, 
��
������
(α, β) = 〈α, β〉 + 〈β, α〉 .

	
 Q ��� i �	�	� (������
��� i �		), ���
	

si (α) = α − (α, εi) εi, α ∈ kn.

� εi ∈ Z
|Q0| ��
���� i���	�,	
 Q�����	�	�,� A = (aij),

�� aij = (εi, εj) ���	 Cartan ��, �����
�� Kac-Moody Lie ��; 	� Q

� Weyl � W 
	�� si �������Aut(Z|Q0 |) ���, ���
	�

F = {α ∈ N
|Q0| : α �= 0 
�	���, ��(α, εi) � 0, ∀ i ∈ I}.

��
	, Q ����
	���	� εi (�� i 		�) � Weyl � W ������

��, Q �
��
	� ±α (α ∈ F) � Weyl � W ��������.

�
 n �= 4 � q ∈ k � n ������, �

d =

⎧⎨
⎩

n, � n ���,
n

2
, � n ���.


�� q2 �= 1. ������ U q(sl2) �� E, F, K � K−1 ����
��, 		����:

KK−1 = K−1K = 1, EK = q−2KE, FK = q2KF,

EF − FE =
K − K−1

q − q−1
, Kd = 1, Ed = F d = 0,

Uq(sl2) 
� PBW-�
{
EiK lF j

}
(0 � i, j, l � d − 1), �
��� Hopf ����, ���

Δ(E) = E ⊗ 1 + K ⊗ E, Δ(F ) = F ⊗ K−1 + 1 ⊗ F,

Δ(K) = K ⊗ K;

��� ε : Uq(sl2) → k �

ε(E) = ε(F ) = 0, ε(K) = 1.


� S : Uq(sl2) → Uq(sl2) 
	�
S(E) = −K−1E, S(F ) = −FK, S(K) = K−1.

����
 Γ ���	�	�, 
���� S = {s0, s1, . . . , sd−1} �		� {aj−1 :

sj−1 → sj , j = 1, 2, . . . , d − 1}; �
�, ad−1 : sd−1 → s0; ����, 	� Γ 	� 1.

� j = j ( mod d), � I � Γ ���
 {γd
i }i∈Γ0 , �� γd

i �� Γ ���� si �
��

� d ��. ��, ������
�� (Γ, I) �����	�� Πλ(Γ, I), ��

λ = ε(0, [2], . . . , [2(d − 1)]), ε = ±1.
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���	: ����	��	������

� 1


��
��
�� t, [2t] = q2t−q−2t

q−q−1 ∈ k. ������
:

�� 2.1 (�� [4, 
� 5.1]) �� Hopf ����

f : Πλ(Γ, I) ∼= U q(sl2).

3 (Γ, I) �������

�
���, ���� (Γ, I) ������	��.

� A � k-��, A �� Nakayama�����������	�	
 A-�����	

		
 A-������. 
�	� (Γ, I), � A ���� kΓ/(I), �� rad(A) ���� A

��, ��� Γ ����� 1 �������. 
�, A � Nakayama ��.

�� 3.1 (�� [6, 
� V.3.5]) � A �	�� Nakayama ��, M ����	 A-�,

������	�	 A-� P ��� t (1 � t � l(P )), �� M ∼= P/radt(A)P , �� l(P ) �

� P ���. �
�, A �������.

� 3.1 ������������	 A- �

���.

� Pi (i = 0, . . . , d − 1) ������	�	

A- �, � Pi = Aei (i = 0, . . . , d − 1), �� ei �


���� si � A ���	
, �� A =
⊕d−1

i=0 Pi,

�� A- � Pi/radtPi (1 � t � l(A)) �����	

�������	 A- ������� Pi/radtPi

(i = 0, . . . , d − 1, 1 � t � l(A)), ���� (Γ, I) �

����	��, ��	� 2 ��.


�������	��
�
�	�
� 2

αk
i = εī + εi+1 + · · · + εi+k (i, k = 0, . . . , d − 1),

�� εi 
���� si(i ∈ Zd) �����
�	�; �
�, Pi 
�
�	� αd−1
i .

� 3.2 ���
�� (Γ, I)�
�	�� αu′
i′ ����	��,���������

��� i = i′, u = u′. � u = d − 1, �
�	�� αd−1
i (i = 0, . . . , d − 1) ����	���

��� (Γ, I) ����	�	��.
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���� A �: �� � 38 � � 12 �

����,� B � A����, � A-�������� B- �; 
�, B- ����
�

�	� A- �. ��, kΓ/(I) �������	�� Πλ(Γ, I) ���.

���	
 (Γ, I) ����	����	� Πλ(Γ, I)������. 	� (Γ, I) ���

����	�, ����	��� Πλ(Γ, I) ���.

4 Πλ(Γ, I) ����

�
���, �������
�
:

�� 4.1 (�� [3, 
� 4.3]) �
 Q �	�� X � kQ- �, � kQ � X �����

�	� Πλ(Q) �������
�� X ���� Y , λ · dimY = 0.

�

λ = ε(0, [2], . . . , [2(d − 1)]), �� ε = ±1,

�

�	�� αu
i (0 � u � d − 1) � (Γ, I) ������	�, ��

λ · αu
i = ε

∑
0�h�u

[2(i + h)]

= ε
q−2i(1 − q−2(u+1))
(1 − q−2)(q − q−1)

− q2i(1 − q2(u+1))
(1 − q2)(q − q−1)

= ε
q−2i+2(1 − q−2(u+1)) + q2i(1 − q2(u+1))

(1 − q2)(q − q−1)

= ε
q2i(1 − q2(u+1) + q−4i−2 − q−2(u+1)+2−4i)

(1 − q2)(q − q−1)

= ε
q2i(1 − q2(u+1))(1 − q−2u−4i)

(1 − q2)(q − q−1)
= 0, (1)

�� 2(u + 1) ≡ 0(mod n) �� 2u ≡ −4i(mod n). �

u = d − 1 � u ≡ −2i(mod d).

� u = d− 1,�� λ ·αd−1
i = 0. �
� 4.1,�� (Γ, I)����	��	�� V (αd−1

i )

����	�; � u ≡ −2i(mod d), � λ · αu
i = 0. �
� 4.1, 
�� (Γ, I) ����	��

V (αu
i ) ����	�. ��, ���
 (Γ, I) ����	�����	�:

(a) 
�
�	�
α−2i

i = εi + εi+1 + · · · + εd−i (i = 0, 1, . . . , d − 1)

����	��;
(b) 
�
�	� αd−1

i ����	�	��.

��
�
�	�

α−2i
i = εi + εi+1 + · · · + εd−i (i = 0, 1, . . . , d − 1)

����	��.
� Γi �	� Γ �	���, 
��� {si, si+1, . . . , sd−i}, 
�� s(Γi) = si � t(Γi) =

sd−i. 
 Γ �
�	�� α−2i
i ����	��� V (α−2i

i ) = (Vi, Va) (i ∈ Γ0, a ∈ Γ1), �

V (α−2i
i ) ���	��
��:
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���	: ����	��	������

Vi =

⎧⎨
⎩

k; i ∈ Γi

0; i /∈ Γi

, Va =

⎧⎨
⎩

1; a ∈ Γi

0; a /∈ Γi.

����, (Γ, I) ��� V (α−2i
i ) �� 3.

	
 Πλ(Γ, I)������ (Γ, I)�����

	�� V (α−2i
i ) ��, ��

VaiVa∗
i
− Va∗

i+1
Vai+1 = λi · si,

� 3

�� ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−Va∗
i
Vai

= ε
q2i − q−2i

q − q−1
,

Vai
Va∗

i
− Va∗

i+1
Vai+1

= ε
q2(i+1) − q−2(i+1)

q − q−1
,

· · ·

Vad−i−2
Va∗

d−i−2
− Va∗

d−i−1
Vad−i−1

= ε
q2(d−i−2) − q−2(d−i−2)

q − q−1
,

Vad−i−1
Va∗

d−i−1
= ε

q2(d−i−1) − q−2(d−i−1)

q − q−1
,

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Va∗
i

= ε
q2i − q−2i

q − q−1
,

Va∗
i
− Va∗

i+1
= ε

q2(i+1) − q−2(i+1)

q − q−1
,

· · ·

Va∗
d−i−1

= ε
q2(d−i−1) − q−2(d−i−1)

q − q−1
,

� 4

��

Va∗
j

= ε
q2i + · · · + q2j − (q−2i + · · · + q−2j)

q − q−1
,

�

Va∗
j

= ε
∑j

k=i
[2k], j = i, . . . , d − i.

�������	�	�� V (αd−1
i ), ��


��

αd−1
i = εi + εi+1 + · · · + εi−1 (i = 0, 1, . . . , d − 1),

��,�� (Γ, I) (i = 0, . . . , d− 1)����	�	

�� V (αd−1
i ) �	� 4 ��.

� 0 � u � d − 2, 	�
����
�, ���

Va∗
i+u

= ε
∑

0�h�u

[2(i + h)], (0 � u � d − 2).

����, 
� (Γ, I) �
		�� Πλ(Γ, I) ��			�� γ∗d
i = 0, ��

Va∗
i
· · ·Va∗

d−1
Va∗

0
· · ·Va∗

i−2
Vα∗

i−1
= 0, (2)
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���� A �: �� � 38 � � 12 �

��

Va∗
i+u

= ε
∑

0�h�u

[2(i + h)].

�	
 (1) � (2), 
� Va∗
i+u

= Vα∗
d−i

= 0 (0 � u � d − 2) �� u ≡ −2i (mod d); 
���


� d − i ≡ i − 1 (mod d) ���� d ���� i = d+1
2 .



�
�	� α−2i
i ����	�� V (α−2i

i ), 

��

Va∗
i
· · ·Va∗

d−1
Va∗

0
· · ·Va∗

i−2
Vα∗

i−1
= 0.

���, Va∗
i+u

(i = 0, . . . , d − 1; 0 � u � |d − 2i|) �������
��.


�
�	�� αd−1
i ����	�	��, 	
 d ���� i = d+1

2 , � Va∗
i−1

= 0. 	

�������,�� Va∗
d−i

= 0 � Va∗
i
· · ·Va∗

i−2
= 0,�� Va∗

i−1

�� 0, 
��	� 0. �

Va∗
i−1

�= 0, ������� Va∗
i−1

= 1.

��, ���	��
:

�� 4.2 	� (Γ, I) ���	���	��
:

(i) 
�
�	� α−2i
i (i ∈ Zd) ����	��, ������	�
�
��;

(ii) 
�
�	� αd−1
i (i ∈ Zd) ����	�	�� V (αd−1

i ), 	�� d ����

i = d+1
2 ���� V (αd−1

i ) �, ���������	�
.

�
�

��� ε = ±1. 
��� (Γ, I)��	����	������� Πλ(Γ, I)

����	��
��, ������
�
�.

(i) 
�
�	� α−2i
i (i = 0, . . . , d − 1) ����	�� V (α−2i

i ):

Vi(α−2i
i ) =

⎧⎨
⎩

k, i ∈ Γi,

0, ����;

Vai+u
(α−2i

i ) =

⎧⎨
⎩

1, ai+u ∈ Γi,

0, ����;

Va∗
i+u

(α−2i
i ) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ε
∑

0�h�u

−[2(i + h)], a∗
i+u

∈ Γi,

0, ����;

�� Γi � Γ ��	�, 	��
�
�� α−2i
i .

(ii) 
�
�	� αd−1
i (i = 0, . . . , d − 1) ����	�	�� V (αd−1

i ):

	
 d ���� i = d+1
2 , �
�� Πλ(Γ, I) ��� V (αd−1

i ) �

Vi(αd−1
i ) = k (i = 0, . . . , d − 1),

Vaj (α
d−1
i ) =

⎧⎨
⎩

1, j = i, i + 1, . . . , i − 2,

0, j = i − 1;

Va∗
j
(αd−1

i ) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ε
∑

0�h�j−i

[2(i + h)], j = i, i + 1, . . . , i − 2,

0, j = i − 1.
.
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���	: ����	��	������

����, Πλ(Γ, I) ��� V (αd−1
i ) 	�:

Vi(αd−1
i ) = k (i = 0, . . . , d − 1),

Vaj (α
d−1
i ) =

⎧⎨
⎩

1, j = i, i + 1, . . . , i − 2,

0, j = i − 1;

Va∗
j
(αd−1

i ) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ε
∑

0�h�j−i

[2(i + h)], j = i, i + 1, . . . , i − 2,

1, j = i − 1;

��

Vi(αd−1
i ) = k (i = 0, . . . , d − 1),

Vaj (α
d−1
i ) =

⎧⎨
⎩

1, j = i, i + 1, . . . , i − 2,

0, j = i − 1;

Va∗
j
(αd−1

i ) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ε
∑

0�h�j−i

[2(i + h)], j = i, i + 1, . . . , i − 2,

0, j = i − 1.

.

���,� (Γ, I)��	����	��������� Πλ(Γ, I)������ Πλ(Γ, I)

�����
��, 
�	����, �
�����:

�� 4.3 (�� [7, 
� 1.2]) α � Πλ(Γ) �����
�	�����������

��:

(i) α �
��, � λ · α = 0;

(ii) � α = β + γ + · · · ���
�� β, γ, · · · ���		
λ · β = λ · γ = · · · = 0,

�

1 − q (α) > (1 − q (β)) + (1 − q (γ)) + · · · .


������	�� Πλ(Γ, I) ������	������ (Γ, I) ��� (���

��	��), 
��������� (Γ, I) ������	������	����	�

�, �� (Γ, I) ����	�����	������
�
�	� αd−1
i �� α−2i

i (i =

0, . . . , d − 1). ��� 4.3 �

�� 4.4 V (α−2i
i ) � V (αd−1

i ) ��� Πλ(Γ, I) ����.

�� � V �
�	�� αd−1
i �� α−2i

i � Πλ(Γ, I) ���.

��, �
 V 
�
�	�

α−2i
i = εī + · · · + εd−i.



�� α−2i
i ����	��
:

α−2i1
i1

+ α−2i2
i2

+ · · · + α−2is

is
. (∗)

�
 V 
�
�	�

αd−1
i = εi + · · · + εd−1 + ε0 + · · · + εi−1,
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���� A �: �� � 38 � � 12 �

� αd−1
i ���

αd−1
i = α−2i1

i1
+ α−2i2

i2
+ · · · + α−2is

is
,

��

α−2iu

iu
= εiu

+ · · · + εd−iu
, (u = 0, . . . , s),

�

αd−1
i − α−2i1

i1
= εd−i1+1 + · · · + εi1−1. (3)

	
 (3) �
�� α
−2(d−i1−1)

d−i1+1
, ������ (∗), �

αd−1
i = α−2i1

i1
+ α

−2(d−i1−1)

d−i1+1
(i1 = 0, . . . , d − 1).


��

1 − q(αd−1
i ) = 1,

��

(1 − q(α−2i
i )) + (1 − q(α−2(d−i−+1)

d−i+1
)) = 0,

�

1 − q(αd−1
i ) > (1 − q(α−2i

i )) + (1 − q(α−2(d−i−+1)

d−i+1
)).

��� 4.3, Πλ(Γ, I) ���
�
�	� αd−1
i � α−2i

i ������.


�, Πλ(Γ, I) �������� (Γ, I) ���	���	��, �
�
�	� αd−1
i

�� α−2i
i .

���� (Γ, I) ��� V ��	������
��.

�� 4.5 � V � (Γ, I)�����,� V ��	���� V � (Γ, I)�����	

����	�����.

���
� 4.2 
�.

� 4.6 (Γ, I) �����	��������
��� Πλ(Γ, I) ���, ��	��

��, ��������.
� 4.7 � q � 3 ������,

λ = (0,−[2],−[4]). � V ′� V ′′� (Γ, I)

����

�
�	� α′ = (0, 1, 1)

� α′′ = (1, 0, 0) ����	��, 



�� V ′ � V ′′ ���	�, � V ′ ⊕
V ′′���	��� Πλ(Γ, I)��� (	

� 5). � 5

��������
� 2.1, ����� U q(sl2) �����.

�� 4.8 (�� [8, 
� VI.5.7]) U q(sl2) ��������
��� (Γ, I) ��	�

���	�����������	�� Πλ(Γ, I) ���.

�� ������������������.
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