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摘要  用 DEM 数值计算了一个颗粒介质的双轴压缩试验, 分析了颗粒介质在等向压缩与剪切过
程中颗粒细观结构的变化规律, 推导出一个基于颗粒细观结构变化的颗粒介质屈服函数, 其形式
与修正剑桥模型的屈服面相似. 利用该屈服面方程, 可以通过颗粒接点数按接触角整理的分布变
化说明在压缩和剪切过程中颗粒介质的屈服特性, 为从颗粒细观结构的变化规律进一步研究颗粒
介质的应力-应变特性提供了一个可行的方法. 
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砂土等颗粒介质由大量的颗粒组成 , 它的宏观

力学性质与其构成的颗粒及其内部细观结构有密切

关系. 因此, 许多学者都试图从颗粒的细观角度来阐
明颗粒介质的宏观力学现象. 例如, Oda[1]将砂土的

三轴压缩试验试样经固化处理后从不同的方向切成

薄片, 然后观察颗粒接点数按接触角的分布, 发现颗
粒接点数在剪切过程中向大主应力方向集中 ; Ma-
tsuoka[2]基于光弹材料及圆铝棒的直剪试验结果, 从
颗粒接点数分布变化规律出发推导出一个滑动面上

的应力剪胀关系方程; 王裕宜等人[3]研究了坡面泥石

流暴发的应力自组织过程和沟道黏性泥石流陈性流

输移系统的自组织临界特性 , 揭示了泥石流形成和
运动的内在机制 , 为泥石流的预测与预报开拓了新
的思路; 赵成刚和张雪东[4]基于多相孔隙介质理论的

质量、线动量、能量平衡方程和非饱和土力学的假定, 
推导出总变形功的一种表达式 , 在此基础上提出了
非饱和土有效应力的表达式; 郑茂盛和金志浩[5]考虑

了颗粒增强材料的热应力分布和增强体间的相互作

用 , 建立了一个弹性模量和热膨胀系数在空间呈周
期分布的材料模型.  

早期的颗粒介质细观结构研究主要采用实验与

理论推导的方法. 自从Cundall和Strack[6]提出离散单

元法(distinct element method, DEM)后, DEM数值解
析成为颗粒介质细观结构研究的一种有效的工具 , 
因为它能提供各个颗粒的详细信息(位移、接触角、 接
触力、发挥的摩擦角等), 且直接建立在最基本的牛顿
第二运动定律上 , 避免了通常用连续介质理论研究
土体应力变形特性时要用到的由试验或经验得到的

本构关系. DEM特别适合于进行颗粒介质力学的机
理研究, 例如, Liu等人曾用DEM研究了土体的应力
剪胀方程[7,8]、湿化机理[9,10]和斜坡破坏机理[11,12], 周
健和刘洋等人[13,14]曾用离散单元商业软件(PFC2D)进
行了砂土剪切带形成及发展规律、渗流细观力学模拟

等方面的研究.  
本文用 DEM模拟一个颗粒介质的双轴压缩试验, 

根据数值模拟结果, 分析颗粒介质在压缩-剪切过程
中内部细观结构(主要是颗粒接点数按接触角整理的
分布)的变化规律及其原因, 探讨滑动面上宏观应力
应变量与颗粒细观结构量之间的关系 , 并基于颗粒
接点数分布的变化推导出一个颗粒介质的屈服函数.  
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1  双轴压缩试验 DEM数值模拟 
DEM解析中假定颗粒为刚性圆, 但允许颗粒与

颗粒接触点处有一定量的重叠变形. 图 1为刚性圆之
间的接触模型, 该模型由弹簧及阻尼器组成, 且切线
方向颗粒间的滑动符合库仑摩擦定律[6]. 弹簧模型表
示颗粒接触力与颗粒间重叠变形成线性比例关系 ; 
阻尼器用以促使运动中的颗粒尽快趋于静止稳定 , 
因为DEM计算是一个动态过程 , 在加荷瞬间, 颗粒
产生一个运动加速度 , 颗粒间的摩擦不足以消散颗
粒运动产生的能量 , 需要用阻尼器来补充消散运动
能量. 根据图 1所示的颗粒接触模型, DEM解析中用
到的颗粒材料参数有颗粒法向、切向弹簧刚度系数(kn, 
ks), 阻尼器黏滞系数(ηn, ηs), 以及颗粒间摩擦角φμ. 
参照Matsuoka等人的铝棒堆积体(直径 5 mm与 9 mm, 
混合重量比 3:2)双轴压缩试验, 本文解析用的试样
为直径 5 mm和 9 mm的两种圆颗粒、按面积比 3:2
的条件随机生成, 颗粒总数为 5651 个, 试样大小为
53 cm×36 cm, 初始孔隙比e0(颗粒间孔隙与颗粒面积
之比)为 0.2685. 铝棒堆积体是一种很理想的二维颗
粒模型材料, 其比重为 2.69, 非常接近实际土颗粒的
比重(约为 2.65), 用其进行双轴压缩试验, 前后壁面
可以不用物体支撑就能直立 , 没有前后壁面摩擦力
的影响. 用铝棒进行试验时, 为了能堆积成形, 铝棒
要有一定的长度(通常为5 cm以上), 与铝棒的直径相
比要大得多. 因此, 类似于条形基础, 铝棒堆积体的
双轴压缩试验接近于平面应变状态. 表 1为按铝棒材
料确定的计算参数 , 表中法向接触刚度系数及切向
接触刚度系数根据2个弹性圆柱的接触理论公式[15]计

算而得. 黏滞系数η则取单自由度振动体系的临界衰  
 

 
图 1  DEM颗粒接触模型 

减系数(= 2 km ). 粒子间的摩擦角φμ根据铝棒的摩擦

试验结果而得. 以往用表 1 的参数进行了直剪、单剪 
试验与双轴压缩试验的DEM数值计算 , 其结果与相
应的铝棒试验结果基本相吻合[7~10,16,17]. 

本文双轴压缩试验的 DEM 计算分为等向压缩

(σ1=σ3)与等 p条件(即增加 σ1的同时, 减小 σ3, 从而逐
渐增大应力比 σ1/σ3)下的剪切两个过程. 图 2 为试样
从平均正应力 p=5 kPa开始逐渐等向压缩至 p=1 MPa
的 e-lgp曲线, 图 3为 p=50 kPa条件下剪切试样主应
力比(σ1/σ3)~主应变(ε1, ε3)~体积应变(εv)的关系. 对于
双轴压缩试验 , 1 3( ) / 2σ σ= +p , 1 3ε ε ε= +v . 可见 , 
对于本文计算的试样, 等向压缩过程中, 虽然试样孔
隙比变化不大, 但也存在一个类似屈服的应力, 其值
约为 200 kPa, e-lgp 曲线与砂土等颗粒介质的相似. 
剪切时, 试样先剪缩, 后剪胀, 最大主应力比 R=σ1/σ3

约为 2.2, 对应的内摩擦角φ = 22°. 
 

 

图 2  等向压缩 e-lgp曲线 
 

 
图 3  p=50 kPa条件下剪切应力应变关系 

  
表 1  DEM计算参数 

颗粒法向接触刚度(kn) 颗粒切向接触刚度(ks) 法向黏滞系数(ηn) 切向黏滞系数(ηs) 颗粒间摩擦系数(φμ) 颗粒密度(ρ)

9.0×109 N/m2 3.0×108 N/m2 7.9×104 N·s/m2 1.4×104 N·s/m2 16° 2700 kg/m3 
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2  等向压缩与剪切过程中颗粒细观结构的
变化 

目前有多种形式表征颗粒的细观结构 , 常用的
有组构张量(fabric tensor)[18]、配位数、综合结构势[19]

及颗粒接触角 . 本文采用的是颗粒接点数按颗粒接
触角整理的分布, 简称颗粒接点数分布. 颗粒接触角
定义为相互接触的两个颗粒(接触点处有颗粒接触力
产生)的圆心连线与某一基准面的夹角. 图4表示了本
文采用的两种颗粒接触角: (1) 与大主应力σ1 的作用

面(水平面)的夹角α, 以逆时针方向为正; (2) 与潜在
滑动面法线的夹角θ. 潜在滑动面(mobilized plane)指
的是与大主应力σ1作用面成 45°+φmo/2 的面(φmo为剪

切过程发挥的内摩擦角)[20,21].  

 
图 4  颗粒接触角的定义 

 
图5为试样等向压缩及剪切时的颗粒接触力的传

递分布图, 线条的粗细代表颗粒接触力的大小. 可见, 
颗粒接触力组成了大小不同的力链 , 通过相互接触
的颗粒, 即颗粒接触点处传递, 因此, 力链能反映出
颗粒的构造. 等向压缩时, 力链结构基本为圆形; 从
等向压缩到剪切, 颗粒接触力向大主应力方向集中, 
力链结构逐渐从圆形趋于椭圆形 . 由于颗粒接触力
通过颗粒接触点传递 , 颗粒接触力向大主应力方向
集中意味着颗粒接点数在大主应力方向上增加 . 用
N(α)表示对应于颗粒接触角 α (参见图 4)的颗粒接点
数. 图 6为与图 5对应的颗粒接点数按接触角 α的统
计分布图, 实线锯齿状的半径为 N(α). 从图中可见, 
等向压缩时, N(α)锯齿状分布可用虚线圆来拟合, 颗 

 
图 5  颗粒接触力分布 

(a) 等向压缩(σ1 = σ3); (b) 剪切状态(σ1 > σ3) 

 

 
图 6  颗粒接点数按颗粒接触角的统计分布图 

 
粒结构为各向同性; 剪切时, N(α)锯齿状分布变成花
生状或椭圆形, 颗粒结构的各向异性增大. 颗粒结构
的这种变化是颗粒介质最为典型的特征之一 , 与颗
粒介质的力学特性有密切的关联.  

颗粒接点在剪切过程中可能发生三种变化[2,20,21]: 
(1) 始终保持接触 , 称为定常接点 , 其分布函数用
Ns(α)表示; (2) 原来不接触的颗粒开始接触, 产生新
的接点, 其分布函数用Ng(α)表示; (3) 原来相互接触
的颗粒相互脱离, 颗粒接点消失, 其分布函数用Nd(α)
表示. 图 7为对应于图 6从剪切开始到峰值强度时的
三种颗粒接点数变化的分布. 可见, 在剪切过程中, 
大部分接触颗粒为定常接点Ns(α), 新产生的接点Ng(α)
集中于大主应力σ1 方向, 而消失接点Nd(α)集中于小
主应力σ3 方向 , 这与Oda等人 [22]试验观测的结果相

同.  
从等向压缩应力状态到峰值强度剪切过程中的

颗粒构造变化, 除了沿 σ1 方向产生新的颗粒接点及

沿 σ3 方向颗粒接点消失外, 定常接点的颗粒间也会 
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图 7  p = 50 kPa条件下剪切开始至峰值强度过程中颗粒接点数分布的变化 

(a) 定常接点; (b) 新产生接点; (c) 消失接点 
 

产生滑动与转动, 从而颗粒接触角发生变化. 图 8 为
对应于图 7(a)定常接点颗粒接触角变化量∆α 的分布, 
∆α 与颗粒接触角 α 一样以逆时针方向为正, 即如果
颗粒接触角 α以逆时针方向增大, 则∆α为正. 对于双
轴压缩试验, 通常有对称的 2 个滑动面, 与大主应力
σ1作用面的夹角为 (π / 4 / 2)ϕ± + mo . 图 8显示, ∆α的分
布呈蝴蝶状, 集中在 2 个滑动面附近. 图 8 中的虚线
为用接触角 α 的接触颗粒切平面上应力比 /τ σ N 拟合

得到的曲线. 接触角 α的接触颗粒切平面与大主应力
σ1 作用面交角为 π / 2α + 摩尔应力圆, 其上作
用的应力比 /

, 根据
τ σ N 为 

 ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }

1 3

1 3 1 3

sin 2 π / 2
.

cos 2 π / 2
σ σ ατ

σ σ σ σ σ α

− +
=

+ + − +N

  (1) 

可见, ∆α 分布与接触颗粒切平面上应力比 Nστ / 拟

合得很好. 因此, 可以认为定常接触颗粒的滑动满足 
 

 

图 8  定常接触颗粒接触角变化量∆α分布 

摩擦定律, 滑动方向(正、负)与接触颗粒切平面上应
力比 /τ σ N 方向(正、负)相对应, 如图 8插图中的箭头
所示. 由于∆α分布集中在 2个滑动面附近, 其最大值
发生在滑动面上 , 因此从颗粒接触角变化的角度可
以说明, 滑动面是颗粒介质剪切的控制面[2]. 图 7(b)
和(c)所示的新产生与消失接点数分布沿滑动面的整
理如图 9所示. 滑动面上定义的颗粒接触角θ(参见图
4)从−90°到+90°变化, θ>0 表示颗粒滑动沿剪切方向, 
θ<0 表示与剪切方向相反. 图 9 表示新生成颗粒接点
主要沿剪切方向 , 而消失的颗粒接点主要发生在与
剪切相反的方向上. 

 
图 9  滑动面上整理的新产生接点与消失接点数分布 

 

3  滑动面上宏观应力应变与细观结构量间
的关系 

Liu等人 [7,8]根据铝棒的单剪与直剪试验及其相

应的DEM数值模拟结果, 得出滑动面上宏观应力应
变量与颗粒细观结构量之间的关系为 
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 6
tan 3 tan 1.08 ,

π cos 3
ϕτ ϕ ϕ

σ ϕ
= − ≅c

c
N c

c  (2) 

 
d 6tan3 tan1.08 ,
d πcos3
ε θθ θ
γ θ

− = − ≅N  (3) 

式中 φc 为滑动面上颗粒接触力倾角对颗粒接触力的

加权平均值, θ为滑动面上颗粒接触角的平均值, 参
见图 4.  

对于双轴压缩试验, 滑动面上的应力比为 

 
( ) ( ){ }

( ) ( ) ({ )}
1 3

1 3 1 3

sin 2 π / 4 / 2
.

cos 2 π / 4 / 2
σ σ ϕτ

σ σ σ σ σ ϕ

− +
=

+ + − +
mo

N mo

 (4) 

假定主应力方向与主应变增量方向一致 , 则滑动面
上主应变增量计算公式为 

 

1 3 1 3

1 3

d d d d πd cos 2 ,
2 2 4 2

d dd πsin 2 ,
2 2 4 2

ε ε ε ε ϕ
ε

ε ε ϕγ

⎫+ − ⎧ ⎫⎛ ⎞= + +⎨ ⎬ ⎪⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎪

⎬
− ⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎪= +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎭

mo
N

mo

 (5) 

式中发挥的内摩擦角 1
1 3 3 1tan (( / / ) / 2).φ σ σ σ σ−= −mo  

根据 p=50 kPa条件下剪切试验的 DEM计算结果, 整
理得到的滑动面上宏观应力应变量与颗粒细观结构 
 

 

图 10  滑动面上宏观应力应变量与细观结构量间的关系 

量之间的关系如图10所示. 可见, 根据单剪与直剪试
验结果得到的关系式(2)和(3)对双轴压缩试验也成立, 
进一步验证了滑动面上宏观应力应变量 ( N/ ,τ σ  

d / dε γ− N )与细观结构量( φc , θ )间有良好的直线对
应关系.  

(2)式中φc 可表示为
[7,8] 

 
22

0

π1.5 ,
24

ϕ θ θ θ
⎛ ⎞

δ≅ + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

c
k
f

+  (6) 

式中 θ 为颗粒平均接触角, 表示颗粒的几何排列(组
构), f0为滑动面上的平均接触力, k为平均接触力在滑
动面上直线分布的斜率 , 代表平均接触力沿剪切方
向倾斜的程度. (6)式表明, 颗粒介质发挥的内摩擦角

1tan ( / )φ τ σ−= Nmo 与颗粒的组构、平均接触力大小

及其沿剪切方向倾斜的程度有关 , 与通常认为的颗
粒间摩擦无直接关系. 进一步研究表明

, 

[8], 对于颗粒
介质, (6)式中的右边第 2项δ在剪切过程中变化很小, 
可以视为定值. 因此, 颗粒接触角θ与抗剪强度的关
系最为密切. 

4  基于颗粒结构变化的颗粒介质屈服函数 
现有土体弹塑性本构模型的屈服函数基本上都 

是基于室内三轴试验结果 , 从宏观的角度推导或拟
合而得. 例如, Cam-clay模型从正常固结黏土的剪胀
方程(试验曲线)出发, 以塑性体积应变作为硬化参数
建立屈服面和塑性势面函数 [23,24], 清华模型则是直
接基于三轴试验的结果建立塑性势面方程 , 并假定
屈服面和塑性势面相同再求得硬化参数 [25]. 由于颗
粒介质的屈服必然引起颗粒结构的变化 [26], 而颗粒
接点数按颗粒接触角的分布N(α)是表征颗粒结构变
化的一个重要参量 , 其大小与分布直接受应力状态
的影响, 因此, 可以尝试用N(α)分布的变化作为一个
硬化参量来定量描述颗粒介质的屈服规律.  

前已叙述, 颗粒介质在压缩与剪切过程中, N(α)
的大小和分布都在变化, 也就是说, 颗粒介质 N(α)的
大小及分布直接受应力状态的影响 , 它是应力作用
结果的一个内参量 , 反映了颗粒介质受到外荷后细
观结构的变化程度. 因此, 可以把 N(α)分布作为一个
硬化参量来定量描述颗粒介质的屈服规律.  

下面考察两种应力路径的 N(α)变化规律: 一种
是从某一初始平均正应力 p开始等向压缩, 即逐渐增
大 p, 另一种是在 p 一定的条件下剪切, 即增加 σ1的

同时减小 σ3, 从而逐渐增大应力比 σ1/σ3, 如图 11所示.  
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图 11  等向压缩与等 p条件下剪切 N(α)分布变化示意图 

 
前已叙述, 等向压缩条件下, 颗粒接点数按接触

角整理为均匀分布, 可用一个圆来拟合, 圆的半径为
与颗粒接触角 α对应的颗粒接点数, 用 N(α)表示, 简
写为 N. 当平均正应力从 p增大到 px时, 圆的半径从
N 增大到 Nx, 其增量为∆Np=Nx−N. 图 12 为等向压缩
过程中, 由 DEM 计算得到的颗粒接点数分布的变化
∆Np 与平均正应力增量∆p=px−p 的关系曲线. 可见, 
初始 p从不同的值开始增加, ∆Np与∆p的关系可以用
指数形式拟合. 对于本文研究的试样, 其关系式为 

 
0.6

0.009755 .
Δ −⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

p xN p p
N p

  (7) 

 

 
图 12  等向压缩过程中颗粒接点数分布的变化 
 
图 13 为等 p 条件下剪切过程中颗粒接点数分布

的变化, 图中∆Nq 为沿 σ1 方向颗粒接点增加与沿 σ3

方向颗粒接点减小的总和 , 相当于宏观偏应力
q=σ1−σ3. 可见, 对于不同的 p, 剪切过程中颗粒接点

数分布的变化∆Nq与宏观偏应力 q可以很好地用直线
关系拟合. 对于本文研究的试样, 其关系式为 

 / 0.012( / ).Δ =qN N q p   (8) 

对于颗粒介质的屈服, 从细观的角度, 可以认为从某
一 p 开始等向压缩过程中的颗粒接点数分布的变化
量∆Np与等 p条件下剪切过程中颗粒接点数分布变化
∆Nq相等(参见图 11), 即 

 .Δ = ΔpN Nq  (9) 

因此, 由(7), (8)和(9)式可得基于颗粒结构变化的颗
粒介质的屈服方程为 

 1 0κ
⎛ ⎞

,= − − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

n
xpqf

p p
 (10) 

式中κ 和 n为反映颗粒结构变化的参数, 对于本文试
样, 其值分别为 0.813与 0.6. px为屈服面与 p轴交点
处的平均正应力. 当 0.813κ = , n=0.6 时, 根据(10)式
绘制出的屈服曲线见图 14. 为了进行比较, 该图中也
绘出了剑桥模型的屈服曲线, 其屈服方程为 

 原始剑桥模型 ln 0,= − =xpqf M
p p

  (11) 

 修正剑桥模型 2 2 2( ) 0.= + − =xf q M p p p  (12) 
 

 
图 13  等 p条件下剪切过程中颗粒接点数分布的变化 

 
图 14 中剑桥模型所用参数 M 按与图 3 对应的

22φ = °计算为 0.856. 可见, 基于颗粒结构变化的屈
服面形状与剑桥模型的屈服面非常相似 , 且更接近
于修正剑桥模型. 图 14 中的 px与硬化参数有关, 屈
服面的大小随 px的变化而变化. 剑桥模型中, px与塑

性体积应变建立关系 , 即以塑性体积应变为硬化参
数. 事实上, 塑性体积应变与孔隙比 e有直接的关系, 
而孔隙比 e的大小代表的就是颗粒的几何排列, 反映 

  1501 



 

 
 
 

    2009 年 6 月  第 54 卷  第 11 期 

 

缩试验 , 分析了颗粒介质在等向压缩与剪切过程中
颗粒细观结构的变化规律 , 推导出一个基于颗粒细
观结构变化的颗粒介质屈服函数, 其主要结论如下: 

(ⅰ) 颗粒介质等向压缩时, 反映颗粒结构的颗
粒接点数按接触角整理的分布为圆形 , 其圆的半径
随平均正应力 p的增大而增大; 

(ⅱ) 剪切过程中, 颗粒接点数的分布逐渐从圆
形变化为椭圆形(或花生形), 其理由为剪切过程中颗
粒接点数沿 σ1方向增加, 而沿 σ3方向减小, 定常接触
的颗粒接触角也发生变化 , 其变化量与颗粒间摩擦
运动规律相对应; 

图 14  基于颗粒接点数分布变化的颗粒介质屈服面 

 
了颗粒的结构. 因此, 剑桥模型以塑性体积应变为硬
化参数间接地反映了颗粒结构的变化. (10)式中的 px

与颗粒接点数按颗粒接触角整理的分布直接建立关

系, px越大, 颗粒接点数分布的圆半径 N 越大, 是反
映颗粒结构变化的内参量, (10)式表示的屈服函数的
硬化参数可视为颗粒接点数的分布 , 与剑桥模型以
塑性体积应变为硬化参数是相对应的. 因此, 本文从
颗粒结构变化的角度研究颗粒介质的屈服规律 , 有
助于更为深入地理解事物的本质. 

(ⅲ) 剪切过程中, 滑动面上宏观应力比 /τ σ N 及

应变增量比 d / dε γ− N 分别与颗粒细观结构量 φc 及θ
间有良好的直线对应关系; 

(ⅳ) 颗粒接点数按接触角整理的分布是反映颗
粒结构的一个重要指标 , 基于颗粒结构变化的屈服
面形状与修正剑桥模型的屈服面非常接近 , 使用该
屈服面方程可以通过颗粒接点数分布的变化说明在

压缩和剪切过程中颗粒介质的屈服特性 , 为从细观
结构的变化规律进一步研究颗粒介质的应力-应变特
性提供了一个可行的方法.  

5  结论 
本文用 DEM数值解析了一个颗粒介质的双轴压 
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Microscopic study on stress-strain relation of  
granular materials 
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3 State Key Laboratory of Hydroscience and Engineering, Tsinghua University, Beijing 100084, China 

A biaxial compression test on granular materials is numerically simulated by discrete element 
method (DEM). The evolution of the microstructures of granular materials during isotropic 
compression and shearing is investigated, on which a yield function is derived. The new yield 
function is similar to the modified Cam-clay model and explains the yield behaviors of granular 
materials under isotropic compression and shearing by the distribution of the contact angles of 
particles. 

DEM, granular material, yield surface, microstructure 
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