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自由面重力流的边界积分方程— 反演法
*

温 贤 云 吴 持 恭
*

( 成都科技大学水电学院)

摘 要

本文对求解 自由面重 力流提 出了一种新的数值方法
.

在利用 Mc ye x 加
l 阳。 。 ,

H
,

H
.

学派数学理论的基础上
,

再通过变换
,

我们得到了物理平面 上的非奇异边界

积分方程
,

从而克服了用解析函数理论研究该类问题时
,

固壁边界未知待求的困难
,

为利用解析函数理论研究自由面重力流开辟了新的广阔途径
.

理论研究和 计算表

明
,

本文方法收敛性好
、

收敛速度快
、

运算量小
,

与现有方法相比有明显的优越性
.

文

中计算了挑射水流和闸孔 出流
,

计算结果与实验 吻合
.

一
、

引 言

自从 aL uc kll
, 的开创性研究以来

,

用解析函数理论研究 自由面重力流已有六十年的历史
.

这是一个困难的非线性边界条件问题
,

正如 v on K a r

lan
n 闭 指出

,

这一困难不仅在于边界条件

的非线性性质
,

而且还由于自由面边界在事先是未知的
.

六十年来
,

先后用解析函数法
、

松弛法
、

有限元法
、

边界元法进行过研究
.

解析函数理论

是最早用于研究该问题的方法
,

也是最先使用计算机进行数值计算的方法
.

对于曲线边界
.

w
o o d s 〔

, ,
提出了求解壁面曲线的迭代方法

,

但无法计入重力作用 ; W
a t t e r s 〔̀ , 和 L a r o e k 〔

, , 假设

壁面角度为辅助变量的已知函数
,

不能求解给定固壁的情况 ; M o a y e irt 6] 把固壁几何形状表示

为势函数的未知函数
,

然后形成代数方程组
,

同时迭代固壁和自由面形状
.

文献 L7
,

81 指出
,

在计人重力的情况下这些方法所能处理的固壁几何形状受到了很大的限制
.

六十年来
,

用解析函数理论研究该问题的方法有一个共同的特点
,

就是表示固壁几何形状

的函数是未知待求函数
.

在求解之前
,

本来在物理平面上是已知的固壁边界
,

在其它平面上却

成了未知的
.

既使是直线边界
,

对应的长度仍需迭代求解
.

自由边界的非线性和待定性已经

使问题难于求解
,

而现在固壁边界也是待定的
,

曲线边界条件还是非线性的
,

这就形成了解析

函数法难以克服的困难
,

致使该方法一直未能取得根本性进展
.

七十年代有限元法用于该间

题的研究后
,

解析函数法被迅速推向次要地位
,

濒于销声匿迹的境处
.

本文作者近年来在利用求解 iR e

lan nn
一

H ilb
e rt 边值问题方法的基础上

,

直接将辅助平面上

带柯西积分核的积分方程转化为流场边界的非奇异积分方程
,

克服了固壁边界未知待求的困
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难
,

并采用以边界流线长度为自变量
,

边界势函数为未知待求函数的统一迭代方法
,

从而为利

用解析函数理论研究 自由面重力流开辟了新的途径
.

二
、

基 本 公 式

如图 l , 记实轴上的区间 (一 co
, a : ) U ( b

, ,

co ) 为 D
, ,

( a
: , b : ) 为 D

` ’ , D ~ D
,

U D
, ’ .

设

口 ( )t ~ u( )t 十 it, ( )t 是在上半平面解析
,

在无穷远点及
a : , b : 点有界的函数

.

在实轴 D上
,

当
a

肠 )
,

b肠 )
, c ( , )

, u + ( ” )
, , +

(刀) 为已 知 实 函 数
,

且 a 二

肠 ) + bZ肠 ) 铸 。
,

则 上 半 平面 的

iR
e

arn nn
一

H 且b e rt 边值问题为根据边界条件
a

(刀 ) u
+

(刀) 一 b (刀 )
, + ( , ) ~ c (刀 ) ( l )

在 D
_

七求函数 口 (t )
.

c
( , )

口 ( t )

若 , 〔 D
’ ,

令
a ( , ) ~ O, b (刃 ) ~ 一 l

, c ( 。 ) = g ( , ) ; 刀 ` D ” ,

令 a (刀 ) ~ l
,

b ( , ) 一 o
,

~ f( 刃 )
,

其中 抓动
,

f肠 ) 为已知函数则得混合边值问题
u + (勺 ) ~ f (刀 )

,

在 D ” 上
,

, +

(刃) 一 g ( , )
,

在 n
’

上
.

( 2 )

根据文献 〔9
,

101 关于 iR
e
m
o

nn
一

H il b e rt 边值问题的一般解法可得混合边值问题解为

“ 正零亘
西!仁

-
g (刀)

了(
, 一 。

;3(
, 一

’

, : ) ( , 一 , )

、

,
月凡ù

矛亨̀
ù

,

1 .....J

刀d
f (刀 )

了(
, 二 。 : ) (占

:

一 , ) ( , 一
, )

g (刀 )

丫 (
, 一 。 :

) (: 一 云, ) ( , 一
, )

bl气
产

l
`

+

图 2

并且规定当 , 。 (一 co
, 召 : ) 时

, 。 r g 了(
, 一 。 ;

) ( , 一 占: ) 一 0
.

当 b , 为无穷远点时 (图 2 )
,

由分式变换可将 b L

变成实轴上一有限点
,

在利用 ( 3) 式后再回

到图 2 的平面可得
:

“ ( `卜立华 }{
g (刀)

一了
a ,

一 ,
一

( , 一 , )
d刀 +

f (刀 )
一

丫
, 一 召 ,

( , 一 ,
)

“ ,

1 ( 4 )

以下以挑射水流和孔 口 出流的计算为例
,

来阐明如何在 ( 3 ) 或 ( 8) 式的基础上得到物理

平面上的边界积分方程的一般步骤
.

三
、

挑射水流的数值解

水体流经曲线边界后
,

在重力作用下 自由挑射
.

跌落的问题
,

其求解是非常困难的
.

该问

题的特征是
,

流场具有两个在求解之前是未知的自由表面
,

而且固壁边界是曲线的
.

迄今为



第 2期 温贤云等 : 自由面重力流的边界积分方程— 反演法

止
,

用解析函数理论只能在略去重力的情况下求解
,

其结果是水流向无限高处射去山 ,11z
.

1
.

边界积分方程的推导

如图 3所示
, A BcI D E 为固壁边界

,

A JQF
,

E P F 为 自由表面
.

在 丫D 犷坐标系中
,

复势与

复速度有如下关系
:

鲤 一 v 。 一 ,e

d忍
( 5 )

其中
公
一 x’ + 州

,

附 ~ 甲 十 , 必
,

中为势函数
,

沙为流函数
,

v 为某点的流速
,

口为该点的速

度方向
.

引人对数流速
。 .

了1 dw \
.

V
.

。

“ ~ 一n 飞一 —
, ~

I n 一 一 多U ,

、 U d 君 / U
( 6 )

u 为流场特征流速
.

设单宽流量为 q
,

由变换
、 .产八“J竹了m火

了.、甲 ~ 生 (
,·

令
+ `·

)
,

将复势平面的带形区域变到辅助平面的上半平面 (图 4 )
, `
平面的实轴对应于流场的边界

,

一价二 q

-一 - ~ ` ~ - 、 ~ -

B C D E P
`P

图 3 物理平面 图 4 复势平面与辅助平面的转换

( 6 ) 式中各量为
,
的函数

、
,J
J

O己仁̀
J夕`、

口 ( , ) 一 In 些迹一 刃 ( , )
.

U

设 E 点的总能头为 H
,

在坐标系
x E y 中自由面 A F 的坐标为

二 , ,

y
“ ,

E F 的坐标为 句
,

y .d

压力为零的条件得
u 。

一 了 z。 (月一 ,
“

)
一 ,

u ` 一斌 2 : (月 一 , J )
. }

式中
“ 。

为自由面 A F 的速度
, “ 碑为 E F 的速度

.

记

心
“

( t ) ~ I n

( 9 )

( 10 )

G ` ( t ) ~ In

“ 。

( t )

U

“ J

( t )

U

一 、 n

鱼旱些
,

一 , n

鱼争些
,{
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由此得 , 平面实轴上的如下边界条件 (图 4 ) :

, < , c Im 口
+

( , ) 一 一夕
^ e ( , )

,

t c < 刀 < : 。 Im 口
’

+

(刀 ) 一 。 ,

t 。 < 刀 < r : l m g +

( , ) = 一口(刀 )
,

r E < 刀 < o R口 十

(刃 ) ~ G `
( 。 )

,

D < , < oo 尺口 十

(刀 ) ~ G
u

( , )
.

其中 夕cA (的 为 AB C 段的切线方向
,

月(动 为 D E 段的切线方向
.

( 1 1 )

、

l
ee2̀.

!!

由 ( 4 ) 式得

。 ( ,。

巡 i弃 !
一

!瓦
口

^ e

(刀 ) _

了万二万 ( , 一 , )

f ` E

` , 一 )
一: 一一卫纽上一一 八

了石丁干(
。 一 , )

(刀 ) 一 、 , +
{

G
。

(刀 )
,

丫
, 一 , E ( , 一 , )

` ,

1 ( 12 )

了
, 一 ,。 ( , 一 , )

`

I
J

+

我们只需计算 JQ 和 IP 范围内的流场
,

故 ( 12) 式中第一个积分可略去
,

第三
、

四项的积

分范围也相应缩小
,

则 ( 12 ) 式可写成

ù

l
é

+刀d
。 、 ,。

巡事卜{二
夕(刃 )

了万二不(
, 一 , )

一
一丛鱼土一一

~

J ,

了石丁万 ( , 一 , )

G
。

(” )
` Q

了
, 一 , E ( , 一 , )

` ,

1
( 13 )

尸̀̀.1,矿

十

由 C o xo 双阴你 p l
e m e lj〔

, ,
公式取边界值后得

G , ( t。 ) 一崛弃…{
一

以护黔
B ( ,

。
、 1 1

, ,

f
一 弓三士= }二二二丁丁 卿 宁 ,
V

t E一 t。 “ 刃 一
` o

, p G J
(刀 ) _

_ 分 _

·

下产= = = 丁一 万
、 。 ,I

一五
V 刀一 t E L刀一

1 0 /

+

{
` ,
一一一鱼丛乙一

一

` o

了不不歌
, 一 `。 )

d勺
_ 卫业业

-

一n 些二二生 (一 1 < ,。 < , E )
,

才。
+

。 ,

( ,
。

)

到牙玉 {
一

{二
了

,。 一 , ( , 一 0r )

` , +
{竺下粤黔下

d ,

扩 ’
E
V 刃 一 I E L刃 一 10 )

十
{!
,

二 Q

G
“

(刀 )

了
: 一 ` E

G
。

(
, 。 ) 1 1

。

1
一 万云二之士二 ! 丁一二下厂 。 刀「
丫 to 十 毖E “ 砚 一

` o

+ 旦迫业
.

In 生二鱼 ( ,。 < ,。 < ` J
)
,

( 14 )

( 15 )

叮 10 一 t o

`

/万二二
.

r ( t E

口J (
。̀
) 一

一
弓一 }

,` 、 J ee L

夕( , )

了
, E 一 ,

”
, 一 ,。

)

J , + {
` ’

}粤鑫
一华丛些 1一兰

一 、 :

J r E L斌 刀一 1: 丫 t。 一 t : “ 刃 一
` 0

In 全生二
月

鱼 ( z: < t。
<

z P )
,

( 1 6 )
` o

了
: 一 , 。 ( , 一 ,。 )

+

{:{
,

1
.

G ` ( t
。

)
叨 I 甲 一

~

百一 t o 一 t E

G : D ( t
。
) ~ 必互三互卜 { 月(刀 )

一 `

了
, ; 一 刀 ( , 一

, 。 )

、 , +

{
` P ` 己

(刀 ) _

` 。

了
, 一 : 。 (。 一 , 。 )

十

}
G

“

(刀 )
` o

斌
, 一 , E

’

( , 一
,。 )

` ,

」( r: 镬 r。
< 一 l )

. ( 17 )
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其中

。 , ` 、 _
. _ u 。 ( z

。
) 。 ,

J
、
_

u 即
、 ` 0 1 一

人“

—
,

甘 ID 气 1 0 1 一
U

I n 竺处全2
U

式中
u , ( ,

。
)
, u , D ( ,

。
) 分别为

段上任一点的速度方向
.

E D 段及 I D 段上任一点的流速
,
8

。

( r
。
)
,

口d ( t
。
) 分别为 JQ 段及 E p

如图 , 所示
,

把 D 和 J 点分别作为流线弧坐标
,

的原点
,

那么沿流线所有的量为
,

的函数
,

即 G , (
,

)
,

u 。 (
,

)
,

甲。 ( , )
,

夕( ; )
, u 。

(
, )

, G 。

( 了)
, x 。

( , )
,

夕
。

( , )
,

8
。

( , )
,

甲
。

( s )
, “ ` ( , )

,

G d

( ; )
, 二 J (

,

)
, 夕` ( , )

,

8 ` ( , )
,

甲 ` ( ; )
,

G l o
(
, )

,

u , 。 (` )
,

甲; 。 ( s )
.

记 I D
,

D E
,

EP
,

JQ 分别为 I’l
, r :

,

I’s
s

r . 。

把 ( 1 4 )一 ( 17) 式变换到物理平面
,

得边界积分方

程如下 (线积分方向与流速方向相同 )
:

图 5 弧坐标示意图

孟r

j

l
é

心 , ( : )
一

气
一`

必 { 口( l )

了
,。 一 , , ( z )

_ 声( , )
-

了石
~

二石万
-

业因些丝匕 J z

_ 〔 ` d ( l )刃
` ( l ) u ` ( l )

, ,
二 (

l - 一下= = 二二= 共= 二一一一产一一 叭 下 l _
“ ” 丫 r E 一 刀` ( l ) [刀` ( l ) 一 t 。 (

s

) ]

刀州 ( l ) 一 , , ( , )

G
,`

( l )刀
。

( l ) u
“

( l )

丫厅二蔽万〔,
。

( l ) 一 `即 (
`
) ]

` ,

}
_ 理且立 In 竺型丛立

, 。 r
, ,

“ t , ( : ) + l
( 18 )

吞` (了 ) ~ 了
,` (

,
) 一

` E

q {!
夕( l )刀 , ( l ) 。 留 ( l )

r :

了几二石次z ) [
, , (` ) 一 “ (了) ]

一 { 卜一里少里一 一 一里理(立一飞一皿迫处丛旦一
J ,

J r
,

L了
, ` ( z ) 一 , 。

了
, d
(
,
) 一

, : ] [。 ` ( l ) 一
` J ( s ) ]

十

!
G

。

( l )刀
“

( l )
“ 。

( l )
r’
丫

,
。

( l ) 一
: E [ ,

。

( l ) 一 , J (、 ) 1

l 土 G ` ( s )
1 _ , 。 一 t` ( , )

r l se

一
l u

—
; 二 z d

(
: ) 一 t :

了 ` r 3 , ( 19 )

。 ` , 、
_ 斌兀丈万不豆

’

J「
。 u 、 。 / 一

—
1 侣

叮 七J r :

口( l )刃。 ( l ) u 。 ( l )

了花二孔面 [ , 。 (` )一 ` “

(` ) ]

J , 一 {
_

J T,

G J ( l )刃` ( l ) “ J ( l )

了礼石砰孤 r , ` ( z )一 , .

(
, ) 1

二 { 1 G
u

( l ) _ G
,

(
s ) 1 刀

u

( l ) u
。

( l )
才 ,

飞
「 . 1 一丁二二二二二二二二二二二二二二

—
- 一气二二二二二二二: 二二二二二二二 .

— —
甘 ` 「

J r
4
L了。 u

( z ) 一
, :

斌
, 。 ( t ) 一

, E j ,
,

( l ) 一 `·
(
, ) ’

+ 鱼过 In 立二二丛过
, 。 r 二

、 t 。

(
s ) 一 t Q

( 20 )

。 , D (
,

) 一

亚
十

!
: .

式中

二卫凶
一

}}
q LJ

_ 月( l )勺。 ( l )
u 。 ( l )

r Z

了获石厌巧
r , , ( z )一 , , ( , ) ]

d l 一
` J ( l ) 刀̀ ( , )。 d ( l )

r ,

了
, ` ( z)一

, E
t ,

` ( z )一 , : ( , ) ]

`
。

( l )刀
。

( l ) u
“

( l )

了石万了二
, E r ,

“

( , ) 一 , : ( , ) ]

、 ,

}
· 〔 几

·

( 2 1 )

, 。 ( l )一
。 一

号
’ , “ ’ , , , (了 )

一
。 一

矛
, , `· , I。 一 一 。 一

导
, , ( , 》
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, J

( l ) -

一
号
’ 子̀ ’ , , ` ( , )

一
。 一

矛
, `

· , , , ,

一
。 一

号
’ “ · , ,

,
“

( z ) 一
。 一

号
甲 · “ ’ , , 。

(
了 ) 一

。

.--普
, · “ , , , J一 。 一

晋
, · `” ,

,。 一 。 一

子
’ · `口’ , , ; ( ; )

一
。 一

备一
`· , .

甲。 ( E )
,

甲 J ( p )
,

甲
。

( J )
, 甲

二

( Q ) 分别为 E , p ,

J
,

Q 点的势函数值
.

在边界积分方程 ( 1 8) 一 ( 2 1) 式 中
,

右 边含有的未知函数是边界势函数和边界流速
,

左边

含有的未知函数是边界流速和自由面流速方向
.

由于是沿流线积分
,

当固壁边界的几何形状

给定后 口( l) 是已知函数
,

因此本文的边界积分方程对边界的适应能力与有限元法
、

边界元法

相同
.

在 x E y 坐标系中
,

自由表面的角度为 8 一 。 ,

故 自由面的位置 由

二 ( ` ,

一
+

!;一
〔“

。

(
· )一 〕 J!

,

,
。

“ ) 一 , 」 +

{;
S`n “̀

。

( ! )
一

〕`了
, } l 〔 r

一 ,

( 2 2 )

一 ( , ) 一
{:

”

一 〔a ` (了 )
一

〕J!
,

}
子

“̀

}
` 〔 r 3

y ` ( ` ) 一 }
, , s ǹ [“

` (` ) 一 “ ]“ J

( 2 3 )

确定
.

边界势函数 由

, 留 (` ) 一

{:
一 (

` )`
! ` 。 r Z,

( 2 4 )

甲 `
( l ) = 甲 ` ( E ) +

才

“ ` (
,

) d
, l 〔 r 3 ,

l E

“ 。

( , ) d , l 〔 r . ,

( 2 5 )

甲
。

( l ) ~ 甲
“

( J ) + ( 2 6 )

!
“..为

, !

一 };一
(· )`

·

“ r !

( 2 7 )

确定
.

2
.

求解边界积分方程的迭代方法

第一步
,

初始势函数的计算

给定来流断面 U 的位置
,

设该断面的流速均匀分布
,

势函数相等
.

根据需要取定上下两

自由面的流线长度
,

初 设自由面的位置
,

并在边界上布置节点 (在以后的计算中节点问的弧长

山
, 不变 )

.

假设固壁上的流速 “ {D ( : )
, “ 急( , )

,

并计算势函数 甲 }o( 习
,

甲公(
t
)

.

由伯努 利方 程

计算自由面上各节点的速度
,

并计算相应的势函数 衅 ( : )
,

甲吕( , ) (上标 。 表示迭代次数 )
.

第二步
,

曲线固壁流速及势函数的计算

把初始值代人 ( 1 5) 式得曲线段 D E 上各节点的速度 ` (
,

)
,

由 ( 2 4) 式计算势函数 呱 (
, )

.

第三步
,

自由面 E P 位置及势函数的计算

把 u汤( , )
,

甲几。 )
, “ 吕( s )

,

甲吕。 )
, “
: ( , )

,

甲艺( , ) 代人 ( 1 9 )式得 Ep 各节点的速度方向 e
`

(了 )
,

由 ( 2 3 ) 式计算 E P 新的位置
,

由 eB m ou ill 方程计算相应速度 ` ( , )
.

由 ( 25 ) 式计算势函数
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甲汤 (s )
.

第四步
。 I D段流速及势函数的计算

由 (2 1)式计算 I D各节点的流速
u;

o

(
;

)
,

由 ( 2 7 ) 式计算势函数 甲;
D

( 了)
.

第五步
,

自由面 JQ 位置及势函数的计算

与第三步相同
,

用 ( 2 0 )
,

( 22 ) 式和 B er on ull i 方程以及 ( 26 ) 式计算 JQ 新的位置
、

速度

` ( , ) 和势函数 怀 (
,

)
.

重复第二到第五步的计算
,

直至满足所需精度

!袱
尸

卜 叫
一 ’

卿
⑦竺( p 、

< ￡ x
甲: ( Q ) 一 甲:

一 ,

( Q )
甲: ( Q )

<
s : s

式中 甲双 )P
,

甲双Q ) 为第 ” 次迭代后 P 点和 Q 点的势函数值
.

3
.

算例

我们计算 了文献 【13] 中圆弧边界的挑射水流
.

附近流速变化较大
,

节点局部加密 (图 6 )
.

图 7 是

把 自由面流线长度取得使 P
,

Q 点大致位 于 挑 射 水

舌最高点
,

迭代 斗次即可使精度达到 0
.

1多 以下
.

为了说明本文方法的收敛性
,

图 8 中我们给出

了另一组计算结果和各次迭代的自由面位置
,

迭代

7 次就得到了收敛解
.

从图中可以看出
,

由于初设自

由面有一定偏离
,

最初几次迭代结果有很大的变化
.

甚至出现同一次迭代上
、

下自由面相交和 自由面自

身相交的情况
,

但由于收敛性得到了保证
,

并且也获

自由面沿流线等距布置节点
,

圆弧段 E点

图 6 节点布置示意图

得了很快的收速度
.

该例说明本文方法所能求解的流场范围不受限制
,

迭代方法也很简便
。

一 1.0

入入入入入入入入入
气气气

`

认认认认认认认
、、、

一

派
、、

\\\\\\\
州户户

一

户护护

〕〕〕〕\\\
’

、、 娜钾钾矛矛矛洲洲 户公公
\\\\\\\\\\\\\\\

/////
{{{{{{{鼓鼓

、 \\\
、 . 、 一 一一 .

产 /
产产

飞飞飞
lll 止火火交今女女女 ` 少少夕夕夕

CCC`二埃
,,,,,,,,,,,,

,, 丫月月月
一

年一洲二二二二二
}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}

实验值 计计算值值 彗彗
RRRRRRR

33333
。

0 0 000

99999
。

0 0 000

一 0石

图 7 数值计算结果

( 。 二 5 6
0
10

’
, 月

,

二 95
“

)

实际工程中
,

水舌将受掺气和扩散的影响
,

可以在本文基础上对空中掺气作进一步的研
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,1121
口口J少了

(一

.

犷一人飞侧旦)丫不荻介
叹 、 _ 、 (胜

、 ` 沪

“ ” ` 、

( 3 ) \仁b ,

( 5 )

一

\ 、、
.

1
-),
户/

图 8 自由面收敛情况

(
。 z* 一 ,

.

1 , 3 , , 里一 二 0
.

3 3 3 , 。 二 5 6
0 1。

,
, 月

:

二 9 5
0

丫 2 9月 R

四
、

收敛性及误差特性

由于边界条件的待定和非线性性质
,

求解 自由面重力流不可避免地需要作迭代运算
.

在

上一节中我们采用了以流线弧长
, 为自变量

,

边界势函数为未知待求函数的迭代方法
,

在流量

已知的条件下
,

我们来证明上节迭代过程的收敛性
.

1
.

收数性的证明

不失一般性
,

把势函数的坐标原点选在 IJ 断面
,

即令 甲 ,

一 甲 J 一 0
.

弧长的原点也分别选

在 x点和 J 点
.

记 I P 流线的速度和势函数为
“ ;
(
s
)

,

甲 :

( ; )
,

JQ 流线的为
u Z

(
: )

, 甲 ,

(
, )

.

由上节公式可以看出
,

边界流速可表示为
u ,

(
,

) 一 “ : (甲
:

(
,

)
,

甲2

( , ) )
,

( 2 5 )

u Z

( , ) ~ u : (甲
i

( 了 )
,

甲 :

(
,

) )
.

( 2 9 )

边界势函数可写成

甲:

( l ) ~
u :

(甲
:

(
: )

,

甲:

(
s ) ) d , ( o 《 l 《 L P

)
,

( 30 )

甲:

( l ) ~ u Z (甲
1

( , )
,

甲,

(
s ) ) d ; ( o 成 l 簇 L Q )

.

( 3 1 )

矛.0
ó
刃̀n口

I
J尸..... ,é

这里的 乙 P

是 r :
,

r : , r , 流线长度之和
,

并设 L Q 一

把 ( 24 )一 ( 2 7 ) 式写成向量形式可得

, (` ) 一

{;
· ( , ( , ) ) ` !

式中

L P

~ L

( O蕊 l 提 乙 )
.

( 3 2 )

甲 ( l ) 一 {甲
:

( l )
,

甲: ( l ) }
, u (甲 (

,

) ) 一 {
u i (甲 ( , ) )

, “ : (甲 ( , ) ) }

定义向量的长度

!甲 ( l ) } ~ l甲
,

( l ) l + l甲
2

( l ) }
.

( 3 3 )
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设
“
满足 L ip c sh itz

条件

l “ (甲) 一 “ (斌) I< M 冲 一 斌 I

M> 0,

为一正常数
.

当 甲 ( l)
,

u( l) 为联合连续函数时
,

通过范数

anI
x 。 一材 J l田 ( l、 I

11甲 11 — o ` l ` 乙

定义了一个赋范空间 C :
.

积分算子 A

( 3 4 )

( 3 5 )

, , (` ) 一

见
· ( , (· ) ) ` ,

,

( 3 6 )

把 C : 映射到 C 。
上

.

设 甲 ( O 是积分方程的解
,

上节的迭代过程可写成

甲 .

( l ) ~ A 甲那一 `
( l ) ( n ~ l

,

2
.

… )
,

所以

( 3 7 )

}}扩 一 钊1一 }! A材
一 ,

一 A钊}一
。

禁
:

一 {止
{
· ( , 一卜

· ( , ) ) } d,

!
成 M

·

宝n己 X

Ò Ì L芡
·· ( ,

一
, ,

一
, ,̀

· 成 (` -
一

, ,,,

一
, ,,

·

记 p ~ l 一 。 一 M L ,

则有

}!护 一 叫!镬 浏甲一
`

一 甲 }} ( 3 8 )

由 ( 3 8 ) 式可推得

!!护 一 甲 !} ( p , !1砂 一 甲!1
.

由于 O < p < 1 ,

所以有

il m }!甲
,

一 甲 I} ~ 0 , ( 3 9 )

由范数意义下的收敛还可推得

il m }中
,

一 甲 } ~ 0 ,

( 4 0 )

收敛性得以证明
。

2
.

误差估计

设第
,
次迭代的误差为 h

。

( l )
,

该误差包含了计算机的舍入误差和数值积分公 式 余项 所

产生的误差
.

虽然 人
.

( O 是具有随机性的未知元素
,

但我们仍有一个估计

}lh
。

( l ) 11< 占 (
,
~ l

,

2
,

… )
,

( 4 1 )

由此可写出

甲
,

( l ) ~ A 甲
, 一 ,

( l ) + h
,

( l )
,

( 4 2 )

所以

1}甲
`

一 甲 }1成 p }}甲
” 一 ,

一 甲 }} + 口
.

(斗3 )

由 ( 4 3) 式可推得误差估计式

il m }}甲
,

一 甲 }1
成 一

~

立一 ~
。

峋 ( 4 4 )
1 一 P



中 国 科 学 ( A辑 ) 1957 年

五
、

闸 孔 出 流

平底明渠闸孔 出流
,

是上下游水面线及流量均未知的问题
,

需水面线和流量同时迭代求

1
.

边界积分方程

如图 9 所示
,

设总能头为 H
。 ,

闸门几何形状
,

开度
。 已知

.

若流量为 q
,

由 (夕) 式将复势
、

平面的带形区域变换到
t 平面的上半平面 (图 10)

.

设上游水面角度为 6 :
,

闸门角度为 氏
,

A 土一一』
}
巾

C } 必= q
旦三一 D

一乍几 ( a) w 一 平面

_

!
专`

一
”

一一一司武沈一犷贡气

J乙
工

G
r了月止G

川 !aH 乏
2

,/
。

F [ l

F
`

( b ) 一 平面

图 9 }间孔出流 图 1 0

由此得 t平面实轴上的如下边界条件
:

刃 < 0 Im口
+

(刃 ) ~ O,

o < 刀 <
t 。 尺口 +

(刃 ) ~ ` 3

(刀 ) ~ In
u 3 (刀 )

U

l < 刀 < t。 I m 口
+

(勺 ) ~ 一 8 : (刃 )
,

` B < , Inr 口
+

( , ) ~ 一 o : ( , )
.

式中 “ 3

( , ) 一斌 2抓 0H 一 , ( , )1 为自由表面 c D 的流速
.

我们只计算闸门上下游有限距离内的流场
.

设 A’ F
,

( 4 5 )

D
’

G
,

为流速均匀分布的断面
,

并且

用 r :
,

r Z
,

r , 分别表示 A’ B
,

B C
,

C D
` .

把边界条件代人 ( 3) 式
,

并且将沿 t 平面整个正实轴

的积分用 , D’ 到 , ; ,

的积分代替得

。 ( :卜交呼互 l{:
D ,

斌
, ( l 一 , ) ( , 一

, )

r , B
d , + }

:

斌
, ( , 一 1) ( , 一

,
)
向

8
、
(刃 )

, B

了
, ( , 一 l ) ( , 一

,
)

` ,

) ( 4 6 )

与挑射水流的推导相同
,

在取边界上的主值后
,

再利用变数变换回到物理平面上
,

可得物

理平面上的边界积分方程 如下
:

G :

( ; ) ~ In
u , (

s

)

U

_ 丫
, ( , ) r , (

; ) 一 l ]

q
}一 {

_

竿井一里些缪
兰单一一-

J f ,

斌 , ( l ) [ l 一 刀 ( l ) ] [刀 ( l ) 一 t ( , ) ]

一 {
_

一三擎过少必

—
dl 一 { { , -垄里一一

J̀ ,

V 刀( l ) [刀 ( l ) 一 l ] [刀 ( l ) 一 t (
,

) ] “ r , L丫刀 ( l ) [刀 ( l ) 一 l ]
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, ( l ) u
:

( l )

丫几
,

) [ , (了 ) 一 l zJ , ( ` ) 一 , ( , )

刁,
}一 鱼互竺

I n 恤:

二
兰业工

, 。 r ,
,

J , r (了 ) 一 t ,

G: (
; ) ~

In 卫迹 一立互I 巫正二 }一 } 一一一里必些竺且二生一一
J ,

v 孕
’

L ’ r ,

了 , ( z) [ l 一 , ( l ) 1 [ , ( l ) 一
,
(
s
) ]

一 { }下是望些- 一
J r

一
L /

_ _

I 矛 \ l
_ _
I ) 、 , 1

,V 刃 、 ` 夕 L ,I 气` 少 —
I J

_ 8 : (
`
)

了
,
(
,
) [

, ( s ) 一 1 ]

」立迪呈些工 ` z

勺 ( l ) 一 t (
,

)

日,

( l )刀 ( l ) u
l

( l )
r ·

丫
, ( z ) [ , ( z) 一 z ] [ , ( z ) 一

, ( : ) ]

J ,不一鱼交2
一 In 鱼二卫坦

, 。 几
,

J “ t ( , ) 一 l

(斗7 )

( 4 8 )

召 3

( , ) = 业迎上二丝创 }曰~ 要丝
二

一
-

q ` , r , L
斌刃( l ) [ l 一 刀 ( l ) ]

G 3

( , )

了
, ( s )〔 l 一 , ( , ) ]

-

卫迎鱼互业 J z

刃 ( l ) 一 t ( , )

、 .̀.r.
,.

`
d

+

}
乡2 ( l )刃 ( l ) “

:

( l ) d l +
乡; ( l ) 刃( l ) u

:

( l )
r :

斌
, ( z ) [ , ( z) 一 l ] [ , ( z ) 一 , ( , ) ] r ·

了
, ( z ) [ , ( z )一 1 ] [ , ( z )一

,
(
,
) -

二 G 3

(
`
)
, -

~

. -

一
1月J

1 一 t
(
s )

t ( , ) 一 t n
,

了 〔 I’ , - ( 4 9 )

式中

, ( z ) 一 。 一

号
甲“ ’ , , ( , ) 一

。 一
导“ · , , , ^ , 一 。 一

普
, ` ^’ ,

,

一
。 一

号
’ “̀ ’ , , D , 一

。 一

普“ D”
.

心
,

(习
, ` :

( , ) 是 几
,

几 上的对数流速
,

夕,

( , ) 是
`

r , 上的速度方向
.

在能头 H
。
及开度

,

给定的情况
,

我们在前面的迭代方法上再补充一个流量的迭代公式
,

然后采用水面线和流量的同步迭代法求解该问题
.

2
.

给定流量的迭代方法

当流量给定后
,

由 ( 4 7) 式计算上游水面的速度
“ :

( , )
,

由压力为零的条件

v: ( , ) ~ oH 一
“ } ( : )

2g
( 5 0 )

计算相应的水深
,

然后用样条插值法计算上游水面各节点的切线方向 口: ( , )
.

其它步骤与求解

挑射水流相同
.

3
.

流量的迭代公式

在任给一流量的情况下
,

经计算表明
,

用前面的迭代方法总能求得一个收敛解
.

但这个解

不满足相容性条件
,

即算出的下游水面线 D’ 点处的水深 乃
。

与该点流速的乘积并不等于所 给

流量
,

且 召 与 h
。

之间呈图 11 曲线 l 的关系
.

要使相容性得到满足
,

还需补充一个方程
.

由 Be r o o ul li 方程

0H 一 。
`

+ 其
Zg h芸

有

宁一 人
`

斌2 : (从一石
,

( 。 1 )

刀 与 h
。

的关 系式 (5 l) 在图 11 中呈曲线 11 的形状
.

显然
,

这两条曲线的交点就是满足相容性
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lll一一

0石 0

0
一

5 6

0
.

5 4

0
.

5 2

0
.

5 0

0 . 49

0 h t ^,z 3 。 人

万刀 。

图 1 1

图 1 2 铅直平板闸门流量系数

( O

—
F a n g m

e i e r , ▲
—

D i e r s e h
,

+

—
e h e n g

,

.

— 本文方法
,

—
H e
nr y 实验 )

条件的解
.

由图 11 的性质可知流量的迭代公式为

q

一粤( q
。 一 `
+
尸 )

,

艺

( 5 2 )

式中 q一
,

为第
n 一 1次迭代的流量

,

扩月 为第 , 一 1次迭代求 出的下游水深 h少
一 , ,

后再由

( 5 1) 式计算的流量
.

4
.

同步迭代方法

综合给定流量的迭代方法和流量迭代公式
,

在实际计算时采用如下水面线与流量的同步

迭代方法
.

( l) 假设 丫
,

由给定流量的迭代步骤计算一次水面线
,

求出 :.h

( 2 ) 由 ( 5 2 ) 式计算 了
,

由 ( 5 2 ) 式求 宁,
.

用求出的近似水面线与流量作为新的初始值
,

并重复 ( 1 )
,

( 2) 步可求得 (对
,

护)
,

(况
,

扩)
,

下
llot|院阵刁川l

关
"

一勺
月 } H o

班身
|
上

图 ” 弧形闸门计算结果

( H
。
二 I , H 二 0

.

9 6 0 0 5 , ,
= 0

.

3 , 为
。 一

= 0
.

2 1 3 9 , , R 二 2
.

1 , 。 二 4 5 “ , 乙一 1
.

0 0 2 1 )
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…
,

(公
,

扩 )
,

直至满足精度

互
诀辉}

<

州￡

买 {
< 、

计算表明
,

自由面收敛速度比流量的收敛速度快
,

故用流量作为精度标准
.

5
.

算例

本文对铅直平板和不同开度
,

不 同 a ,

不同半径的弧形闸门进行了大量计算
.

平板闸门流

量系数绘于图 12 中
,

图 ” 是弧形闸门的典型计算结果
.

初设上
、

下游 自由面分别为过 B
,

C 点

平行于渠底的直线
.

在 r : , r : , r ,

上布置了 122 个节点
,

流量的控制精度为 l八 0 0 0 0
,

一般只

需迭代 4一 7 次
,

在内存 斗 兆
, 100 x l 0` 次 /

: 的计算机上计算占用 c P U 不超过 9 05
.

由此 可

见
,

本文方法有很快的收敛速度
,

计算工作量也很小
.

六
、

与有限元法
、

边界元法的比较

本文是求解边界积分方程
,

未知量在流场边界上
,

求解未知量比有限元法少得多
.

本文的

边界积分方程与边界元法的边界积分的区别在于
,

本文边界积分方程具有半解析的性质
,

当部

分 边界是直线段时
,

速度方向是常数
,

可先在
t 平面上积成解析形式

,

然后再化为流场边界的

边界积分程
.

当适当选取坐标系时
,

有些边界段的积分在积分方程中不出现 (例如图 5 的 I D

段
,

图 9 的 F G 段 )
.

对于平底闸孔出流
,

只需迭代 r :
,

几
, r 3 上的未知量

,

其它段的未知量可

在迭代完毕后用边界积分一次求出
,

因此迭代未知量明显减少
.

由于本文方法利用了柯西反演的方法
,

将固壁速度和自由面速度方向直接表示 出来
,

在节

点间数值积分后
,

只需直接将其相加即可
,

因而省去了一个解代数方程的步骤
,

这就大大减少

了运算量
.

本文边界积分方程中含有柯西型积分
,

在取边界上的主值后
,

方程中有形如

。 ` 』 、
_ h ( t ) 一 h (

t。 )
,

J

一 一
、

H ( 一
, r。 ) ~ 竺竺乙一一一竺乏竺 z ( ,

:

( t , t。 ( r : ) ( 5 3 )
t 一 t o

的被积函数
.

事实上我们有如下命题成立 (证明从略 )
:

假设 h ( t ) 是实变元 : 的函数
, , : < , < 勺 ,

它具有连续的一阶 导数 汤
’

(t )
,

于是二元函数

“ ( t
, ,。

) 是连续的
.

因
d h

浮t

d几 d了 d甲
留二二

一一一
d甲

巴二二吕

一一一
“ ( s ) d : d s

由 ( 7) 式可知
`

二华二
J t

d甲
是连续函数

,

所以当

苗户 d t

李 连续时
,

己了

被积函数即为连续的
.

当 方~ 二

毕卑时
入 丁 L̀ )

( X
十

( , ) 是诸公式中含根号的分母 )
,

d口( s )

d I

粤 显然是连续的
.

当 石一奥宾 时
,

只需 塑旦 连续

a 了 入
`

L了 ) 山

即可
.

是流线 曲率
,

实际固壁边界的曲率往往是分段连续的
,

因此只需把线积分分成若

干段
,

在各段内被积函数就是连续的
.

这样
,

本文得到的边界积分方程是非奇异的
.

七
、

结 论

1
.

本文在求解 iR e lan
n n 一

iH lb ert 边值问题的理论基础上通过变数变换直接得到了物 理 平



中 国 科 学 (A辑 )1 9 87年

面上的边界积分方程
,

克服了固壁边界未知待求的困难
.

本文的边界积分方程和数值方法解

决了复杂固壁边界条件下用解析函数理论难以求解的困难
.

2
.

本文的边界积分方程具有半解析的性质
,

数值积分只需在曲线边界和 自由面上进行
.

3
.

由于利用反演的方法
,

将待求未知量用积分直接表示
,

省去了解代数方程的步骤
.

4
.

本文的边界积分方程是非奇异的
.

5
.

以流线长度为 自变量
,

边界势函数为未知函数迭代求解
,

迭代过程的收敛性好
,

对初始

值要求不高
.

6
.

理论研究和计算表明本文方法与现有方法相比有明显的优越性
.
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