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论 批 数 不 限 定 情 况 下 一 维

优 选 问 题 的 最 优 策 略

( 北京 J卜计算中动

洪 加

摘 要

1 95 3 年以来
,

iK
e fe r
等人提 出了优选法

,

研究了试验批数预先知道时的最优试验

方法 (即分数法
t l一
勺

.

但一般说来
,

在实践上往往不能精确地预言需要试验的批数
,

因此
,

有必要从理论上探讨批数不限定情况下的最优试验方法
.

本文研究了在第
”

批可做 左
,

个试验 的情况
,

指出了
:
如果 毛

,

毛
,

友
,

… 中有无穷多个奇数或仅 反
:

是

奇数
,

我们就能给 出一个最优的方法 ( 当 友
,

三 1 时就是
`

,.0 61 8” 法
,

即如果每批只

做一个试验
, “ .0 6 18

”
法就是最优的方法 ) ; 在相反的情形

,

最优的方法不存在
,

但是

能设计出
“

充分接近于最优
”

的方法
.

引 言

K ie fe :

证明了单峰函数优选问题的如下结果
: 如果每批可作一个试验

,

共限定做
n

批试

验
。

那末斐波那契分数法 了
。

是最优的
〔` ,

.

w il de 等人把这个结果推广到第一批作友
;

个试验
,

… … 第 , 批作 友
。

个试验
,

一共限定做
n 批的情形 〔2一 4 ,

.

总之
,

他们都假定了试验的批数是预

定的
.

事实上
,

在大多数情形
,

开始试验前并不能确切预言试验的次数
,

总要等得到了满意的

结果后
。

才终止试验
.

如果用斐波那契级数法
,

原定做
n
次试验

,

但第 n
次后结果还不满意而

想再作一次
,

就不是最优的方法了
.

因此在实用上
,

往往用黄金分割法而不用分数法
.

本文企图从理论上探讨批数不限定情况下的最优策略
.

首先
,

因为批数不限定
,

我们必须

假定每个策略少 是可以连续做下去
,

不致于到某一批试验以后就不能进行了
.

其次
,

我们应

该假定少 的确定性
,

即对固定的 少
,

某固定的单峰函数 f 和自然数
n ,

少 作用在 f 上
n
步之

后的剩余区间是一个确定的区间
。

其长度 战少
,

f
。

n) 是一个确定的数
.

第三
,

和限定批数的

情形一样
·

采用
“

极小极大
”
的原则

·

把 “ (少
· ”

) 一 赞 “ (少
·

.j ”
) 当作 少 在第

” 批试验后精

确度的标准
.

最后
,

如果 少 对于一切 乡
,

当 ”
充分大后

,

就有 战少
,

n) 提 战乡
,

n)
,

则少 就

是一个最优策略
.

它定义了一个偏序关系
,

在批数不限定的情况下具有一定的合理性
.

试验批数不限定情况下最优策略的研究
,

最早华罗庚同志曾利用连分数的性质巧妙地证

明了
,

在上述意义下
,

如果每次作一个试验
。

则
“ 0

.

6 18 ”
法是一切对折法中的最优策略

.

作者

本文 19夕3 年 4 月 14 日收到
.
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对侮次取 2交一 1个试验点的情况作 丁探讨
L,了

.

本文进一步考虑第
n
批可作 友

。

个试验的情形
。

这里 尺 一 {受
二

} 是正整数的一个无限叙列
.

如果 K 是正规的
,

即 K 中有无穷多个奇数
,

或 反
1

为奇数而其余均为偶数
,

我们可设计 出上述意

义下的一个最优策略
.

而在相反的情形
,

最优策略不存在
,

但是可以设计出
“

充分近似 尹最优
”

的策略
.

也即对任一 日 < 1
,

可设计策略 笋
,

0 ,

使对一 切策略 少
,

当
,

充分大后都有

o占 (恻
” 。 , ,

) 簇 占(岁
, 。

)
.

证明的大致轮廓如下
: 对任一个策略 少

,

用 武少
,

的 代表 少 在 ,
批试验后剩余区间长

度的上确界
,

用 △ (少
,

动 代表 尹 在 ” 批试验后剩余区间中已试点到端点距离的上确界
,

令
。
) \ _

,

_
_

_
`

、 ,
、

_
_ _

、

、

)
,

则
’

阻有递于生小寺式
刀
) /

、

l
/

月移“岁
了

!
、

。 :

(::)
( ` (交

” + 1

)

(
探 n 十 1

: 。

) 、 。

) o
, , ,。

一 矛一 口 (
刀
一 。

,

l
,

2
,

… )
,

到 月一 i)
、 、

1
22

,
十

这里 C ( 2 1) = C ( 2 1一 l ) 一 ( )
,

右

一 是试验区 l间的长度
·

然后
,

证明方程式

。 :

(
’ ·

、一
c ( 、

, + :

)
(

“
y

。 / \

X ” 千 工

夕
。 十 1)

,

,
。

) · ,

李 o
,

一
”
一 (一

o
,

`
,

2
,

… )

的解存在
,

而且 当 K 正规 (见定义 约时
,

确可构造一个策略 笋
八 ,

使 武妙
产 ,

的 ~ y
,

(在 入不正

规时
,

这样的 恻
产

不存在
,

但对任一 o < 1 ,

存在策略
`

岁
月

。 ,

使得 口叔笋
厂 。 , 。

) 毛 y
。

)
.

最后
,

我们将证明
: 如果 (

“

自满足
。 而 (

`

九满足
*

,

则或者有 ,
”

一
。 。

(
。 、 1 ) ; 或者存

\ 岁 n / \
y
。 /

在 8 < 1
,

使当
,
充分大后就有 y

。

< 6九
.

于是按照定义
,

笋
厂

就是一个最优的策略
,

而当 口充分接近于 1 时
, (

岁
,

。
就是

“

充分接近于

最优
”
的策略

.

一
、

定 义 和 记 号

定义 1
.

一个函数 f 在某区间 f
。 ,

b] 上是单峰的
。

如果存在一个点
` , 任「

4 ,

b〕
,

使得 f (
x )

在 〔
。 , : f] 严格递增而在 ( cj

,

b] 严格递降
,

或者在 〔
: ,

cl ) 严格递增而在 〔
` , ,

月 严格递降
.

容易见到
。

对于一个单峰函数 f。 ) 而言
, ` ,
是唯一确定的

, ` , 称为 f 的峰值点
.

今后
,

我

们用 牙 来标记 「
。 ,

b] 上所有单峰函数的集合
.

仅仅在区间的有限个点上有定义的函数
、
(劝

,

如果在它的定义域上和某个单峰函数有相

同的值
。

就称
, (幻 为 「

口 ,

b] 上的一个可允许函数
.

一份试验结果的清单就是一个可允许函

数
.

在 「召
,

司 上全体可允许函数的集合记为 6
.

用
s 。

代表处处无定义的函数
,

约定 , 。 ` 6
.

所谓一个试验策略
,

就是根据已经做过的前几批试验的结果
,

来确定下一批试验应该在那

些点上进行的一种方法
.

从现在起
,

我们假定第
。
批可作 左

,

个试验
,

这里 K 一 {友
,

} 是正整数

的一个无限序列
.

我们把 [ ;
,

b] 中 左
。

个数组成的集合称为一个 左
, 一
组

,

用 兄
。

标记全体 友
,一
组

的集合
.

于是可以给出下列的

定义 2
.

一个试验策略少
,

就是一组从 6 到 兄
,

的映射 甲
。 : 6 、 凡 ( , 一 1

,

2
,

3
,

… .)
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令 7
`

是 [
。 ,

l,] 中有限个
l

氛的集合
,

子` 子
.

我们用记 号
*

( f
。
了 ) 代表

它定义在 T
一

仁
,

而且在 T 上与 f 有相同的值
.

对于一个试验策略 少
:
{切

。 ,

6 中这样一个函数
,

, 2
一 l

,

2

丁 1

(少
,

乃 ~ 卿1

(升 )
,

丁2

(少
,

j ) 一 了
`
1

(少
,

班) 口
《尸2

(
*

( j
,

T ,

(少
,

j ) ) )
,

( 1
.

1)

、丁 + 1

( 少
,

j)

在这里
,

T
”

(少
,

t) 代表在头

一 T
,

(岁
,

j ) U 甲
。 十 :

(心
,

T
。

(少
,

f ) ) )
.

n

批试验之后全体作过试验的点的集合
, , ( f

,

T
,

(少
,

表在头 , 批试验之后所得到的全部试验结果
.

甲
。 + 1

(
,

( f
,

T
。

(少
,

j ) ) ) 代表根据以往
,

f ) ) 代

批试验

的结果
,

按照策略少
,

在第
刀

+ 1 批试验应该取的 受、
,

个试验点的集合
.

T
,

、 ,

(尹
,

f) 代表在
。 一

卜 1 批试验之后作过试验点的集合
,

因而是 T
。

(少
,

f) 和 甲
。

( , ( f
,

T
。

(少
,

f ) ) ) 的并集
.

上

面这一 串等式描述了优选的过程
.

只要少 和 f 确定了
,

这个过程就是唯一确定的
.

设 丈̀ 子
,

了 = {
a ,

<
`: 2

< … < a ,

}
.

( 1
.

2 )

定义 叮的子集 子 f(
,

T ) 如下
:

牙( f
,

T ) 一 {g ` , 19 (
a ,

) = f (
a , )

,

i 一 1
,

2
,

…
, ,

}
.

( 1
.

3 )

再定义 「
a ,

占] 的子集 [j
,

T ] 如下 :

[ f
,

T ] 一 气
c :

}g 〔 孑 ( f
,

T ) }
.

( 1
.

4 )

、 :

即单峰函数 g 的峰值点
.

容易证明下列的引理
.

引理 1
.

j[
,

了」的构造如下 :

( 1 ) 如果有某个 , ( 1 毛 ] < ,
)

,

使得 f ( a ,

) 一 f ( a , + :

)
,

那末就有

j ( a
,

) < … < f ( a ,

) 一 f ( a , + :

) > … > f (
a ,

)
,

( l
,

5 )

并且 [ f
,

了 ] 一 [ a j , 。 , 、 1

]
.

( 2 ) 如果 ( l) 不 出现
,

那就一定有某个 j( 1 毛 1 钱 ,
)

,

使得

f (
a l

) < 一 < f ( a j ) > … > j ( 。
,

)
,

( 1
.

6 )

并且 f[
,

T 」一 [ a
,一工 , a 、 ,

〕
.

这里 a 。
一

4 , 。 +I :
一 b

。

代表试验区间的端点
.

( 3 ) 因此
,

如果 y 是 【f
,

T 〕的内点
,

则存在 g 〔 牙 ( f
,

T )
。

使得 g 在 y 点达到极大值
.

引理 1 的证明从略
.

引理 2
.

如果 g 〔 牙 ( f
,

T
。

(少
,

f ) )
,

则有

丁
; + ,

(少
,

g ) 一 T
, + ,

(少
,

f )
.

( 1
.

7 )

证
.

因为 g 〔 牙 ( f
, T

,

(少
,

f ) )
,

所以 g 和 f 在 丁
,

(少
。

j) 上有相同的值
,

故在 兀 (少
,

f)

( i 钱 的 上有相同的值
.

也就是说 式f
,

T *
(少

,

f ) ) 和
,
( g

,

T 、
(少

,

f ) ) 是同一个可允许函数
.

一开始
,

我们有

T l

(少
,

g ) = 甲 ,

(
了。
) 一 了 ,

(少
,

f )
,

现在假定 T ,

(少
,

g ) 一 T
;

(少
,

f)
,

短成
n ,

那么
,

T * + ,

(少
, g ) 一 了 ,

(少
, g ) 日 甲 , + :

(
s
( g

,

T 、
(少

,
g ) ) )

一 T
,

(少
,

f ) U 甲 , 、 工
(

;

( g
,

T 、
(少

,

f ) ) )

一 T 、
(少

,

f ) U 甲 、+ :

(
s

( f
,

T *

(少
,

f ) ) )

= T , + :

(少
,

f )
.
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这样就证明了引理 2
.

现在
,

我们令

【少
,

f
, ,

] 一 [f
,

T
。

(少
,

f ) ]
,

( 1
.

5 )

它代表在
n 批试验之后的剩余区 j司

.

根据引理 l
,

[少
,

j
。 , :

] 自 T
n

(少
,

f ) 一 [ f
,

T
。

(少
,

f ) ]

自乙 (少
,

j) 不超过三个点
,

包括 「,
,

f
, 。

] 的两个端点
a ,

和 b :

在内
.

如果还有一个点
,

就

记为
` : ,

我们令

}[一
右1

]
·

如果
` 1

不存在
·

「少
·

f
· ” ]

’

一 } [
“ 工· ` !

]
·

如果
` 1

存在且

t L
c : ,

b :

]
,

如果
c ,

存在且

于是
,

〔少
,

f
, 。 ]

`

自 T
。

(
.

尹
,

f ) 恰包含两个点
,

即 「尹
,

f
,

△ (少
,

f
,

O) 一 占 (少
,

f
,

o ) 一 b 一
口 ,

△ (少
,

f
, n

) ~ } [少
,

f
, n

]
`

} (
n
一 l

占(少
,

f
, 。

) 一 } [少
,

f
, , ] ! (

。
= l

△ (少
· ”

) 一撰
△ (少

·

j,n ) (
刀
一 o

占 (少
) n

)一 }坦尽占 (卯
,

f
, n

) (
, ,
一 o

c :
一

a :

) b :

一 c , ,

c z
一

a :

< b i
一

c i ,

司
`

的端点
.

再定义

( 1
.

9 )

2
,

… )
,

2
,

… )
,

l
,

2
,

… )
,

二 )

( 2
.

1 0 )

( 1
.

1 1 )

( l 一 2 )

( 1
.

1 3 )

定义 3
.

武少
, 。

) 称为策略 少 在 ,
批试验之后的精度

.

定义 4
.

如果策略
亡

岁
,

对任何策略少当
。
充分大后都有 武笋

声 ,

动 镇 武尹
,

的
,

就称 芳
产

为一个最优策略
.

定义 5
.

序列 K 一 {反
。

} 称为正规的
。

如果其中有无穷多个奇数
。

或者 反
:

是奇数而其余全

是偶数
.

二
、

递推的矩阵不等式

引理 3
.

[少
,

f
, 。

] 门 T
。 + 1

(少
,

f ) 不超过 友
。 + :

+ 3 个点
,

[少
,

f
, n

]
`

自 T
。 + 1

(少
,

f ) 不

超过 七
十 ,
十 2 个点

.

证
.

因为

「岁
,

f
, , ] 自 T

” 、 1

(少
,

f ) = I少
,

f
, ,

〕 门 {了
。

(尹
,

f ) U 甲
。 、 :

(
,

( f
,

T
n

(少
,

f ) ) ) }

二 { [岁
,

f
, n ] 门 T

,

(少
,

f ) } U 甲
。 + :

(
,

( f
,

T
n

(少
。

f ) ) )
.

根据引理 l
,

[少
,

f
, , ] 门 T

,2

(少
,

f ) 一 [ f
。

T
n

(少
,

f ) ] 门 了
, ,

(少
。

f ) 最多只有三个点
,

而

甲
, + :

(
,
( f

,

T
,

(少
,

j ) ) ) 最多只有 友
。 + ,

个不同点
,

故 [岁
,

j
, n ] 自 T

。 + :

(少
,

j ) 最多只有 左
。
十

十 3 个点
.

引理 3 的另一半可以同样证明
.

引理 4
.

设

I少
,

f
, n

l 自 T
n + 1

(少
,

f ) = {
a :

< a Z

< … < a ,

}
,

则存在 g
,

h 〔 子
。

使

△ (少
,

h , ” + l ) )
a , + 、

一 a ; ,

`
一

,

2
,

…
,

一
1

,

( 2
.

1 )

a (少
,

g , , + 1 ) 李 a 、+ 2

一 a 、 ,

i 一 l
,

2
,

…
, 才一 2

.

( 2
.

2 )

证
.

因为
a ,十 :

( i = l , 2
,

…
, ￡一 2 ) 是 [

,

尹
,

f
, ,

] 的内点
,

故也是 [ f
,

T
n

(少
,

f ) ] 的内

点
,

根据引理 1 ,

存在单峰函数 g 、 〔 牙 ( f
, T

。

(少
,

f ) )
,

使 g 、

在 ia + :

处达到极大值
.

根据引理 2
,
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丁
。 +,

(少
,

g 、 ) 一 了
’ 、 + 、

(少
,

f )
.

因为 g 、

(
a 、
) < g ,

(
a 、+ 1

) > g , ( a ,+ 2

)
,

根据引理 z 有

[ 9 1, T
, + :

(少
,

f ) ] ~ [ a
i , a i、 2

]
.

故得

所以

!少
,

g
; , 。 + 1 ] 一 [

’

g 、 ,

T
, + ,

(少
,

g
,

) 1 = [ g
; 。

T
。 + :

(岁
,

f ) ] 一 [ a , , a : + 2

]
.

占(少
。

g * , , + 1 ) 一
a 、+ :

一 a 、 ,

△ (岁
,

g
、 , ” + 1 ) 一 m

a x

{ a 、+ 2
一 a 、 + , , a 、、 ,

一 口 *

}
.

于是可在 g
;

中取 g 及 人,

使

占(少
,

g
, n + l ) ) a , + 2

一 。 , , i = 1
,

2
,

…
, t 一 2 ,

△ (少
,

人
, n
十 l) 李 a +i ;

一 价
,

i 一 1
,

2
, ·

尸
, , 一 1

.

引理 5
.

如果 友、
1
一 i2 (

。
一 o

,

1
,

2
,

… )
,

则对任何 g
,

乃 ` 孑
,

存在 g
’ ,

厂 〔 牙
,

使得

△ (少
,

人
, n

) 成 △ (少
,

人
` , 刀

十 l ) + i占(尹
,

g
` , 刀 + 1 )

,

( 2
·

3 )

占(少
,

g
, n ) 毛 (策+ l )占(少

,

g
` , n

+ 1 )
.

( 2
`

4 )

证
.

设

「少
,

g
, n ] 门 T

n+ :

(少
,

g ) 一 {
a ,

< a Z

< … < a `

}
.

根据引理 3
, 才簇 2￡十 3

.

不妨设
不一 i2 十 3

,

于是根据引理 4
,

可取到 多 〔 牙
,

使

占(少
,

g ;
。 n + 1 ) ) m a x

{
a 、+ :

一 a ,

卜= l
,

2
。

…
, 子一 2 }

.

所以
占(岁

,

g
, 。

) 一 a ,

一 a :
~ (

a Z ,+ ,

一 a Z, + :

) + ( a Z*+ ,
一 a Z、一 ,

) + … + (
:̀ 3

一 a ,

)

毛 ( i 十 1 )占(少
,

g ;
。 刀

+ l )
.

若
, < i2 十 3

,

不等式更应成立
.

再设

【少
,

h
, n ]

’

门 T
, +
l( 少

,

人) ~ {
a ,

< 。 2

< … < 。 ,

}
.

根据引理 3
, 不毛 i2 + 2

.

不妨设
才一 i2 十 2

,

根据引理 4
。

可取到 形
,

g ;使

△ (少
。
人

` , 刀 + 1 ) ) m
a x

{。
、、 ,

一 a ,

卜一 1
,

2
,

…
, , 一 1 }

,

占(少
, g ;

, 刀 + l ) ) m a x

{
。 、+ ,

一 。 、

卜一 l
,

2
,

…
, 不一 2 }

.

于是 △ (岁
,

乃
, 。

) 一 。 :

一 。 、
一 ( 。

2`+ 2

一 。 2 、+ ,

) + (
。 : `+ :

一 。 2、一、
) + … + (

· 3

一
:

)

毛 △ (少
。
五

’ , , + 1 ) + i占 (少
,

g ;
, 。

+ l )
.

取 g
’

为 g ;和 g ;中 占(少
,

g:
, 刀 + l )

,

j 一 l , 2 值较大者
,

就有

△ (少
,

入
, 。

) 钱 △ (少
,

h
` , 。

+ 1 ) + 诬占(少
,

g
’ , n + 1 )

,

占(岁
, g

, n

) 毛 ( i + l )占(少
,

g
’ , 。 + l )

.

用同样的方法可以证明

引理 6
.

如果 左
n+ ,
一 2 1 一 1 (

, ~ o
,

1
,

2
,

… )
,

则对任何 g , h 〔 牙
,

都存在 g
` ,

h
`

〔 ,
,

使

得

△ (少
, h , n ) 成 ￡占 (岁

,

g
` , 。 + 1 )

,

( 2
·

5 )

占(少
,

g
, n

) 提 △ (少
,

人
’ , 刀

+ 1 ) + i占(尹
,

g
’ , 刀

+ 1 )
.

( 2
.

6 )

定义矩阵

e ( , `
卜 (;

*

享
l

)
,

c ( 2 * 一 1

卜 ( ( 2
.

7 )

从引理 5 及引理 6 立刻得到
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引理7
.

对任何策略 少
,

存在 g
。 ,

人
,

` 牙 (
。
一 。

·

)
,

使得

f△ (叭
\ 丹 (

_

切

人
, 。 ,

)
占(少

。 , 。

)
)
镇 · ( “一

《 置
月 + 1 ,

n + 1 ,

1
,

2
,

n
十 1 )

。 书
一

l)
( 2

.

8 )ǎ日
ì一、

产

l
/

、
尹、 .
尹

n作少动△泞2

1
、

令 Z
,
_ 户 (少

, 。

)\ _
_ _

一 \
一 ,

一
、

) 一
s t , P

\ o 又
.

岁
砂 , n

j
/ f ` 于

由引理 , 及引理 6 得到 :

引理 8
.

2
。

满足不等式组

马 : Z
。

( e (左
。 + :

) z
。 、 , ,

( o
,

l ) Z
、

) ( 1
,

o ) Z
。

) o
,

(一
,

o ) Z
。
= b 一

口

(
n
一 。

,

1
,

2
,

… )
.

、
_ / 丸 \

设 附
。

一 ( )
\
y

n ’

吸 :
W

,

(
n
= o

,

l
,

2
,

一 c (左
n + 1

)砰
。 + , ,

、

最优策略的构造

… ) 满足下列方程

( 0
,

1 ) w
。

) ( 1
。

o ) W
。

) o
,

( 1
,

o ) IV
。
一 b 一

`

(
,
= o

,

l
,

2
,

… )
.

我们将在第六节证明

最优策略的构造
.

引理 .9

若 心 是一个奇数
,

则

证
.

从方程 吸得到

吸的解的存在唯一性
,

本节不妨假定解的存在性已获证明
,

进而讨论

Z x 。

) 夕
。

)
x ,

> 0
.

( 3
.

1 〕
y

,

> x 。

( , < 。 )
.

着如 是 K 中最后一个奇数
,

则 y
。

一介 (
。 ) , )

.

2劣
。

一 ,
,

一 ( 2 ,

一 1) c ( 、
,

一 )
(

T 刀 + i

y
。 + 1

Z
x 。 、 :

李 o
,

儿 + :
一 xn 牛 ,

) O ,

从方程 吸 推知 从

当 七+ ,

是偶数
,

当 左
, + 工

是奇数
, ( 3

`

2 )

故有 x2
。

) y
。

) x ,

) 0
.

若
x 。

一 o
,

则 y
。

~

故
x ,

> 0
.

这就证明了 ( 3
.

1) 式
.

我们观察

y

一
x

一 ( 一 ,
,

1 ) c ( *
。 + 工

) (
`

一
\
y

。 + 1

一 b 一
“
一 0

,

这不可能
,

夕
。 + ,
一 x , + : ,

当 左
。 + 工

是偶数
,

: , + ;

> o
,

当 友
, + 1

是奇数
, ( 3

.

3 )

故若

而且

y
。

一 x ,

一 o
,

则 左
。 + ,

是偶数
,

且 夕
, + ,

一 x n + ,

儿 + ,

一 礼 + ,
一 0

.

所以当 心 是奇数时
,

对
刀

~ 0
.

因此对一切整数 i ) 0
,

友+n
,

全是偶数
,

< m
,

有 y
。

> 介
.

若 毛
,

是最后一个奇数
,

左。 、 、 ,

( i ) 0) 全是偶数
,

则有

, 阴 + ,
一
(丛也

日 + 1

、
, 。 + , + l

( , 、 。 )
.

\ Z /
( 3

.

4 )

故有 li m 夕
。

=

所以 肠 一 二 ,

0 ,

对任一
泞 > o

,

有 j ) 0
,

使 y 。 + ,

< 。 ,

从 ( 3
.

3 ) 式得到

o 蕊 夕。 一 , 。 = 夕形、 s 一 x 用+ ,

簇 y。 + i < 。 .

一 。
,

从而 y 、
,
一 甄

十 ,
( j ) 0)

.

引理 9 证毕
.

现在
,

如果 K 中有无穷多个奇数
,

则 y
,

> x 。 ,

就可以在 民为 b 一
况

的区间上按照下列规则

叭 定义一个策略 笋
声 .

叽 :
在第

n 批试验时

大段长为
x 。 ,

小段长为 y
。

把试验点分配得使上批试验后的剩余区间恰被分成大小相间的段
,
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为了说明 叽 的合理
,

需要证明下列的命题
.

命题 1
.

如果 K 中有无穷多个奇数
,

且 『
。 一

(
`

勺是
。 的眠 则 , 确实能在长为 乡 -

、
y

, , /

的初始区间上定义一个优选策略 笋
` ,

;羡足

△ (笋
产 ,

动 一 介
。

战劳
” ,

的 一 y
,

(
。
) 1 )

,

△ (笋
产 ,

0) 一 x 。
一 b 一 .a

( 3
.

5 )

( 3
.

6 )

证
.

在第一批试验时
,

如果 交
:
一 2`

,

则

牛。
一 b 一

`
一 x ,

+ i夕工 = ( i + l )
x :

+ i (夕
,
一

x 、
)

.

( 3
,

7 )

于是我们可以选择 2 1个分点
,

使得长为
x 。
的区间被分成 i2 +

.

1 段
,

其中有 i 十 1 段 (大段 ) 长

为
、 : ,

有 i 段 (小段 ) 长为 , ,
一 xl

。

并且可以一大一小相间排列 (见图 1 )
.

y l一 x l y l一 x l y l一 x -

图 1 左
:

一 21 时
,

按规则叭 第一批应取的 21 个试验点

如果 左
,
= 2 1 一 l

,

则

x 。
一 b 一

口
一 i夕:

= i工 :
+ i (夕

:

一 x l

)
.

于是我们可以选择 i2 一 1个分点
,

把初始区间分成大小相间的 i2 段
,

大段长为 从
,

y ,
一 芍

.

(见图 2 )
.

( 3
.

8 )

小段长为

x o= b一 a

】~ 一 X I

y l一 x l
ly 一

x l ly一 x f

图 2 人 一 2
:

一 l 时
,

按规则 叽 第一批应取的 2 ,

一 1 个试验点

这样一来
,

在第一批试验之后
,

根据引理 1
,

剩余区间的长度为
x ,
十 ( y

,

一 x ,

) 一 y
工

(容易

看出
,

如果剩余区间的长度是
x ,

或 y 、 一 朴
,

可以把它适当放宽到 y ,

这么长 )
,

而且中间有一已

试点
,

把剩余区间分成 长为 x :

和 y
,
一 x ,

的两部分
.

设在第
,

一 1 步后剩余区间的长为 y一
, ,

中间有一已试点
,

把剩余区间分成长为
x 一

,

和

夕一 ,

一 戈 一 :

的两段
.

当 友
。

一 i2 时
,

x ,

卜 1
一 x 。

+ i ,
,

一 ( i + l )
、 ,

+ i ( ,
。

一
x 。

)
,

y一
,

一 介一 :
一 ( i + 1妙

。

一 (
x 。

十 iy
。

) 一 ( y
。

一 汽

( 3
.

9 )

( 3
.

1 0 )

当 毛
;

一 i2 一 1 时
,

汽一 :
一 妙

,

一 汁
。

+ 找y
。

一
二 。

)
,

夕一
,
一

x n 一 ,
= ( x

,

+ i夕
, ,

) 一 i夕
。

一
x n .

无论在那种情况
,

我们总可以选择 反
) ,

个分点
,

使它们连同原来的已试点
,

友
。

+ 2 个大小相间的段
,

大段 长为 x , ,

小段 长为 y
。

一 x 。

(见图 3 和图 4 )
.

( 3
.

1 1)

( 3
.

1 2 )

恰把剩余区间分成

于是第
”
批试验后

,

剩余区间的长度就是
x 。

+ ( y

的两部分
.

。

一 x ,

) 一 儿
.

中间有一已试点
,

把区间分成长为
x 。

和 y
。

一 八
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y n
一 ’

暇
工 n一 l

夕
n

一 x。

凡一 x。
y

,

一 x n

图 3 当 人
,

~ 2
,

时
,

按规则 巩 第
。
批应取的 2

;

个试验点

(其中O处是已试点 )

yn
-

一
x n _ l

y
, 一 1

y
,

一 x ,

yn 一 x 。

凡一 x ,

图 斗 当 冷
,

一 2t 一 l 时
,

按规则 沉 第
n
批应取的 2 :

一 l 个试验点
(其中O处是已试点 )

这样
,

就归纳地证明了命题 1
.

不难按照定义 2
,

用一组映射 甲
。

的形式把 {岁
内

写出来
.

当 K 中只有 友
:

是奇数时
,

我们可以在长为 b 一
召

的区间上按照下列规则 叮 定义一个策

略 笋
尸 :

叮 :
每次都把剩余区间等分

.

命题 2
.

设 友
:
一 i2

,
十 1

,

左
。

~ i2
。

(
,

) 2 )
,

则可根据规则 卿 设计一个策略 笋
产 ,

使得

占(笋
广 , 。 ) = 夕

, .

证
.

第一批试验点应取为
:

。
+

-

兰二理一 a 十
b 一

a

2 ( 矛
:
+ l )

剩 余区间 [ a : , b l

]长为
b 一
12 十

2 ( 1
1
+ 1 )

x 。

/ ( i
:
+ 一)

b 一
a / ,

.

艺 , ` ’ . , a

十

—
又自 l

十 1少
。

2又
; ,
十 l )

一 为 ,

在中点处已作过一次试验
.

在第二 批试

验时 (包括中间 已试点 )
,

取分点为 :

a i
十

2 ( 1
2
—

口 1

+ 1 )

十 一红二
一

全匕
2 ( 1

2
+ l )

·

2
,

…
,

al 十 一共, 之气
一

( 2 1
2
+ 1 )

Z又 z:
十 l )

故剩余区间 a[
2, b Z

I 长为
b l

一 a :

12 + l

一 yl (/ ￡: 十 l) 一 为
.

`

利用归纳法就证明了命题 2

命题 3
.

若 K 不正规
,

则对任一 乡 < 1
,

存在一个策略妙怡
,

使 当
。
充分大后有

0占(
(

岁
六。 , ,

) 砚 ,
。 .

证
.

令
e一 `

一 o
,

于是
`
> 0

.

设 K 中最后一个奇数是 礼
.

令 札 一 2矛。 一 1
。

友、
,
一 2补

( j > 0)
.

我们这样设计策略 笋
” 。 :

从第一步到第 。 一 1 步
,

按照规则 叽 进行
.

根据命题 1
,

这个规则在头 。 一 1 步是可行的
,

而且第 、 一 1批试验之后
,

剩余区间的长度是 夕一
: ,

中间还

有一已试点
,

把它分成长为 xnJ
一 1

和 y 。 一 :

一 踢
一 1

的两段
.

但是据引理 9
,

y m 一 ,
= 尤。 + so y m = (

; 。
+ l ) x , = ( i

。
+ 1 )夕

阴 ,

y m一 1
一 劣优一 i

一 x 阴

设在第 m 一 1步后
,

剩余区间为 L
口一 , ,

m 步的 2 1。 一 1个分点为
:

:

y ,
。

b一:

]
,

b 一 ,
=

a一 :
+ ( i

。
+ l )

x o
.

( 3
.

13 )

( 3
.

1 4 )

我们这样设计
:
第

a 一 i
+ x , 十 ` o , a

一 + Z x 二 , a 一 1
十 Z x ,。

十 e o ,

…
a 一i
十 1 0劣 、 十 ` 0

.
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这里 。 。
一 y

,、 `

/ 2
.

于是第 阴 步后的剩余区间长度不超过
x 阴 + 。 。

= y
。 ,

+ 。 。
一 夕

, ,

( l +
。

/ 2 )
.

( 3 一 5 )

在第
, 。 + , 步

,

设上批试验后的剩余区间为 [
探 ]一 1 ,

匀一
,

]
,

取 。 , b s一 l

一
a ,一 i

6

2汁
,

心
+ ,
一 i2 ,

个分点这样取
:

a 了一 1
十 色
一

一

五二
a 了一 i

十 互吐
红二 夕。 ,

十
之,

+
2 ,

十 l

a 了一 z
十 2 丛丝二坦三,

十 1

· , a 了一 1
十

之了
b z一 1

一
a 笋一:

了z 十 l
十 e s ,

于是
,

在 。 十 ,批试验之后
,

剩余区间的长度不超过

b ,一 i
一

a

曰
12 + 1

十 马 一
b ,一 i

一
a ,一 1

2 ,
十 l

/
_

e 、
1 1 十 —

l
\ 2

]十 1
/

一十

`
一2]

十

了z
十

1 十 二 ;
·

—
兰 (

之 ,一 1
十 l

b ,一 2

一 a ,一:

)

2 7
十

一 O一
生

、
/

一
召一一

,

乡
z哎l

尹

、

(息
1 十

6

2
” + 1

i
,

+ 1

/
_

6 、

l 声 l
-
f
一 二二下口

.

\

_ 1 T T 艺
一

’

l
一 、 1 1

——
I y

力了一 1 -

、 疚梦乙 之,

十 l /
( 3

.

1 6 )

沮是从 吸得到

_ 了六 1 、
y 叨 + i 一 、 1 1

—
l y

护刀一i
-

\ 流彗乙 z ,

十 l /
( 3

.

17 )

里里鱼
, 一

竺土旦 、 官 (
, +

一

导、 <
六

。

六 < 介
。

六 一
。 ·

y脚 + , ,

忿乙 \ 2
“ “ / J』己 J几

( 3
.

1 8 )

于是
日。 (恻

产。 , ,

) ( y
。 .

上面的证明对于 K 中不存在任何奇数的特殊情况也是适用的
.

不难按照定义 2
,

用一组映射

甲
。

的形式把丫
。 写出来

.

四
、

限定做 m 批试验的情况

本文主要讨论批数不限的情况
,

但是从引理 8 和命题

本定理
。

顺便叙述如下 :
设 △和 占是满足

心 异 占 一 △ > 0

的两个实数
,

对
n

蕊 。
,

令

很容易推出批数限定情况下的基

( 4
.

1 )

一 W
。

,n, ( 4
,

2 )

`、、,了/
月nXV

J产

!
、

F (△
,

占
。 n 。 , ;

) 一 C (友
。 + 工

) C (左
n + 2

) 二
.

。 ( 、
、
)
(含)

-

显然
。

砰
。 , , :

(
, 一 。 , 。 ) 满足

吸
` : 不犷

,

~ C (友
。 + 工

) W
。 、 : ,

( o
,

1 ) W
。

) ( 1
,

o )W
,

> o (
, = o , 1

,

…
, m 一 1 )

.
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采用引理 9同样的证明方法及条件 (4
.

1)
,

容易知道
x 。

) 夕
。

一 x 。

> O ( 刀 一 O
,

l
,

2
,

…
,

。 )
.

( 4
.

3 )

根据命题 1 的论断
,

我们从 砰
。 :

(
。
一 。

,

1
,

2
,

…
,

切 )
,

遵照规则 叽
,

可构造出一个策略

了 (△
。
占 )

, `

己满足 △ (了
,

( △
, 。 )

,

阴 ) 一 △
,
占(犷 (△

,

占 )
, , , 2

) 一 占
,

且有 △ (子
, :

(△
,
占)

,

o )

一 ( 1
,

o ) F (△
,

占
,

o
,

, )
.

另一方面
,

设
,

岁 满足 △ (甲
, ,, 2

) 睡 △
,

战少
, ,。

) 成 。 ,

则根据引理 8
,

应该有

△ (少
·

0 ) 钱 ( `
,

0 ) C ( 、
1

) C ( 、
2

)… C (友
,。

)
( !

一 ( 1
,

〔) ) : (△
, 。 ,

。
,

阴 )
.

( “
·

` )

于是我们得到
:

定理 1
.

设 △
,
占满足 ( 4

,

l) 式
,

则策略厌试△
,

的 满足 :

△ (乡犷
,

(△
,
占 )

,

。 ) 一 △
,

占(犷
,

(△
,
占)

,

。 ) 一 占
,

△ (厌
, ,

( △
,
占 )

,

o ) 一 ( l
,

o ) F (△
, 。 ,

O
,

。 )
.

而且对任何满足

△又少
,

。 ) 钱 △
,

占(少
, , , ;

) 簇 舀

的策略 少
,

都有

△ (少
,

o ) 镇 △ ( ,
,。

( △
,
占 )

,

o )
.

定理 1 有各种推论和变形
.

例如 :

推论 1
.

设初始区间的长度为 L
,

并规定两试验点的距离不得小于 d

一次方程

( l
,

o ) F ( , 一 J
, z ,

o
, ,了2

) 一 L

的解
,

岁 为任意策略
,

则有

( 1 ) 如果
; ) Z J

,

则

占(少
。 , n

) ) 才 一 占 (乡之
,。

(
, 一 d

, , )
,

。 )
,

( 2 ) 如果 才 < Zd
,

则

占(少
,

m ) 妻 Z d
,

( 4
.

5 )

( 4
.

6 )

( 4
.

7 )

( 4
.

5 )

(分辨距离 )
,

设
才 为

( 4
.

9 )

( 4
.

10 )

而且确有 少 使等号成立
.

推论 2
.

设初始区间的长度为 L
, ; 为一次方程

( l
,

o ) F (
, ,

2
, 、 o

,

脚 ) 一 L

的解
,

少 为任意试验策略
,

则

△ (少
,

m ) )
/
一 △ ( j 犷

。 (
r ,

Z r

)
, 。 2

)
.

推论 1 和推论 2 按不同的标准 (占或 △ ) 给 出了批数限定情况下的最优策略
,
) 或 乡z

。 ,

(
,

·

,

2
,
·

) )
.

( 4
.

1 1 )

( 4
.

1 2 )

(了
。 ( ,一 J

,

五
、

进一步的一组不等式

引理 1.0 设
a 。

口
, x ,

y
, 之 , “ , 。 ,

。 都是正实数
,

满足

+ 口夕提
z ,

+ 口
。
) 留

.

( 5
.

1 )

( 5
.

2 )

X“甲匡以况f
才、

盆

L

则 砂 xu > 夕
Z
y。 或 扩“ 。

) 。 Z

xy 或
。 。

>
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:

i 仑批数不限定情况下一维优选间 题的级 优策略

一
~

一
~

一

一

一一
证

.

设 了二 毛 尸夕
。 ,

眺
, 。 夕 》

。二 ,

则有

口
。 :

李 月
。
( a 二 + 口夕 ) 一

。夕
x 。

+ 尽
,夕。 )

`:

夕x 。 弓
一 。 , x 。

一 -ar (二 十 尽
。
) )

。 : 川

把 ( 多
.

2 ) 私 ( 弓
.

1 ) 式分别乘以
“ 和 留 ,

然后相减得 :

“ “ 二
一 口 x 留 ) 夕夕t夕 一 夕

。 。 ,

a : ` 二
) 邝 x 留 + 尽夕留 一 夕

。之 ,

“ 二
\

, .

夕

竺 李 1 十
-

一 ( y 。 一 二 )
.

(多
.

3 )

( 5
.

4 )

因为假定 y 川 一
。 。

) O及 ( ,
.

3 ) 式成立
,

故有
“ 之 \

, .

月
/ 、 , `夕

— `
1
卞 石一一 又y拟 一

夕 2 2 一 —x i刀 p 夕 之 刀 名

所以 扩u)t ) 阳 Z

xy
.

引理 10 证毕
.

设 沙一 (;:)
是 “ 的“

·
Z

一 (::)
“ 足不等式组 ”

·

令

。
) ( 5 5 )

, ,

) =

夕 ,了T 尸刀

,

之了。
y
。

夕 ,

y
, , ,

,

岁 脚 y
n

( 5
.

6 )

脚用r
、
/̀

群
ó

儿

户 (
,。 , 。

) -
况 n x

“ 用 x 移

( 5
.

7 )

显然有下列的引理
.

引理 I L

双 ,
,

p ( 。
,

产 ( 。
,

p ( ,
,

弓!理 1 2
.

如果 友
n + :
一 2 1 ,

则

又(
n ,

产 ( 。 ,

l )又( l
, 。

) 一 又( ,
, 。

)
,

l ) p ( l , n

) 一 p (
。 2 , , ,

)
,

l )又( l
, n

) 一 ,` (
, , 2 , ,

)
,

l ) l
`
( l

, n

) 一 l ; (
,。 , n

)
.

( 5
.

3 )

( 弓
.

9 )

( 5
,

1 0 )

( 5
.

1 一)

+ 1 ) ) l
,

十 l) 妻 i(/
i 十 l) 李 工

.

( 5
,

1 2 )

( 5
.

1 3 )

如果 左
。 、 ,
一 2王一 1

,

则

又(
。 , n

十 1 ) 李 i / ( i
, 、 、 1

十 1夕笋 — ( 5
.

14 )

l ` (
n , ,

+ l ) ) 1
.

证
.

当 反
。 + :
一 2班时

,

夕
。

= ( i + 1为
n + , , 。 。

钱 ( i + 1 )
L, n + : ,

故 又(
。 , 。

+ 1 ) 一

同时
,

从 吸 及 马 又可得到

( 5
.

1 5 )
。 。 + : 夕

。

/
。 , ,

夕
。 。 ,

) 2
.

x 。 + 1

/
x 。

t ` 。 + ,

/。
。

i夕
。 、 :

/
、 ,

; 。 : + 工/
: ` 。

一 l
,

妻 l
,

(弓
.

1 6 )

( 5
.

1 7 )

+十

两式相减得
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(恤
一 恤

工

)
X月 孙 口 /

毛 竺吐犯 一 毛吐鱼 <恤
上 (

工 份 l`月

到 月 上 1

之名刀

所以 i卫二丛 镇 (凄十 ) l三丛丝 或
工 n之不”

拜 (。 , 。

引理 12 的另一半可同样证明
.

引理 13
.

如果 又(
, , n + l) < 1

,

则 尸(
, , , ,

+ 1 ) ) ;` 一 ,

(
n , 。 + 一)

.

十 1 ) ) i/ ( i 十 l) ) 工
.

则厂
`

(
,
+ 1

, ,

) ) 又一`

(
, 2 , ,:

+ 1 )
.

如果 l
`
(

, 2 , n
+ 1 ) < 1

,

证
.

如果 又(
n , n

十 l) < 1
,

根据 引理 12
,

咬、
工

是奇数
,

设 友、
,

一 i2 一 1
.

这时

{
x

一士
`夕一二

夕二

、 “ 刀干 1 甲 T- z夕 , + 1 ` ` 二 夕 ” 。

根据引理 1 0
。

应当有 1’
·

x , + 1“ , + 1

> 云, y
, 、 、 。 。 + , ,

或者 y乙u
, + : 。 , + 1

)
。
乙:

。 + l
y

, + : ,

或者
。 , , + ,夕

,

> y
, + 1 。 。 .

但因 ` + ,

钱 y+n
: , “ 。 + ,

城
。 、 1 ,

1 提 i
,

故第一式不能成立
.

又因 又(
n , n

+ l) < 1
.

第三式也不

能成立
.

故只能第二式成立
,

也就是

拼一 ,

( , + l
, n ) 异 又一 ,

(
, , , 粗 + z )

.

引理 13 的另一半可以同样证明
.

引理 14
.

设
` > 。

, a 、
) 1 ( i 一 1

,

2
,

3
,

… )
.

左 、
) m o x 丈

a : a Z

…
a , a

粼
1 , a , a Z

…
a , c

}

则或者存在一个 a < 1
,

使当
,

充分大后有 才
。

) 口一` ,

或者
。 ,
三 1

.

证
.

设有 j
,

使
口 ,

> 1

B 一 co
,

则因 A 、
) 几 C

,

令 B 、
=

a : a Z

…
a ` .

因为
a ,

) l
,

所以 xi m 刀

故 il m A
,

~ co
,

引理为真
.

故可设 B < co
,

i 冲 司

一 B ) l

这时 lim

如果

~ l
,

ll m 叮
`
一 1

.

可以找到 N > 0
,

当
”
多 N 后便有 `

,

) 叮收
.

于是 当
刀

李 m ax {N
,

对后就有
f 咔 ,

A
,

李
a l a Z

…
a 厂 二 a 。 a

共
:

)
a ,

·
a

厂
, / ,
一

` ,

{左 > 1
.

取 o 一
。
厂12/ < 1

,

便得到我们的结论
.

引理 15
.

如果存在 m
,

使对一切 j ) 0均有 .u( 。 十 J
,

, 十 j 十 l) < 1
,

则存在 o < 1
,

当 , 充分大后有
一: ( 。

, 。
) > 日一 ,

.

证
.

根据引理 13
,

我们有

夕( m + ;
,

脚 + j + 1 ) ) 那一 ,

( 。 + l
, 。 ,

+ z 于
一

z ) ( j ) o )
.

( ,
.

15 )

所以从弓!理 11

产 ( ,
, , ) 一 户 ( m

,

一 p ( ,
,

n 一 l ) ,
`

(
, 2
一 一

, n

)

m + 1 )户( 。 + l
,

。 + 2 ) … p (
, ,
一 2

, n
一 1 ) 声̀ (

n
一 l

, n

)

李 拼一 ,

( 。
,

m 十 1 ) ,
L一 l

( m + 1
,

m

令
a *

一
`一 ,

( 。 + i 一 l
,

产 ( ,
,

。 + i )
,

根据引理 1 2
,

十 2 )… 产一`

(
n
一 2

, 。
一 l) 拜 (

n
一 l

, ,

)
.

l <
。 ,

( 2
,

于是

。 + l + 萝) ) m a x

{
。 l a 2

…
夕 i a

刀
工 ,

a 工a Z二

·
口、

/ 2 }
.

故引理 14 可以应用
,

所以存在 日 < 1
,

当 n 充分大后就有

拼 ( ”
, n ) > e一 `

.



第 2期 洪加威
:

论批数不限定情况下一维优选问题 的最优策略
~

一一
~

一

一
—

一一一
引理 1 6

.

如果引理巧的条件不成立 (即那样的 。 不存在 )
,

并且设 双脚
, , 。

+ 1 ) < 1
.

这

时必有唯一的一个 冠 > , + l
,

使对一切 1 : 。 < j < 冠 一 1
,

有 群 ( j
, , 十 l) < 1

,

但是

# ( ,
`

一 1 , 。
’

) ) 1
.

我们有
、

( 一) 又( 。
, , , ; ` ) ) 又一 ,

( 。
,

。 + 1 ) > 1 ,

( 5
.

1 9 )

( 2 ) 又( 。
,

i ) ) 又(
。 , , 。 + 1 ) ( m < j 《

、

切
`

)
.

( ,
.

2 0 )

证
.

根据引理 13
,

;
z一
义。 + 1

,

m ) ) 又一 1

( m
,

m 十 1)
.

同时
,

对满足 。 < j < 耐 一 1 的

j 有 户( j
,

, + l ) ) ,`一 ,

(了
,

z + l ) > 1
.

根据引理 1 2
,

反,+ ,

都是偶数
,

因此 几( j
,

j + l ) 李 1
.

于是

又(倪
,

j + 1 ) = 又( 。
,

m + 1 )又( 。 + 1
,

。 + 2 ) … 又( j
,

z
·

+ 1 ) ) 又( ,
,

。 + l )
.

其中 j 适合 。 < , < 屏 一 1
.

又 i ~ m 时
,

上式显然也成立
.

把 了十 1 改写为 ,
,

就得到 ( 2 )
.

根据引理 11 可以写为

又( m
,

。
`

) = I L一 `

( 。
`

一 l
, 。 2

)群 ( m
’

一 l
,

。
’

) ) 那一`

( ,
`

一 1
,

。 )

一 ,̀ 一 `

(。 + 1
,

。 ) p (二 + 一
,

。
`

一 )

) 又一 `

( 柳
,

, + 1 ) p ( m + 1
,

。 + 2 ) p (
, , + 2

,

。 十 3 )… p ( 。
`

一 2
,

。
’

一 l )

) 又一 ,

(
。 ; ,

, + l )声̀
一 ,

( 用 + 1
,

m + 2 )子
`一`

( 。 + 2
,

m + 3 )… ; L一 `

( 。
’

一 2
,

阴
’

一 1 )

李 又一 ,

( 。
,

m 十 1 )
.

这就证明了 ( 1 )
.

引理 16 得证
.

引理 17
.

对任一自然数 , ,

) 0
,

或者存在 o < 1
,

当
”
充分大后有 双俩

, ,

) > 口一` ,

或

者对一切
,

) , :

有 又(构
, ,

) 三 1
.

证
.

设 m 是一个自然数
,

如果 双 。
,

。 十 l) ) 1
,

我们就称 。 十 1 为 m 的直接后继者
.

如果 双 m
,

。 十 l) < 1
,

则 m 的直接后继者不存在
,

但若这时满足引理 16 条件的 冠 存在
,

就

说 冠 是 m 的间接后继者
.

令 。 ,

的后继者为伙
,

。 2

的后继者为 码
,

·

… 这时一般地有 从 m * ,

。 ,+ ,

) ) 1
。

并且等号仅在 。 、 ,
一 。 、

十 1 也即 。 、+ ,

是 m `
的直接后继者时才有可能成立

.

首先
,

设到某一个 。 、 之后
, 。 、 的后继者不存在了

.

这时
,

对一切 挤) o 均有 风。 , 十 几

用 * 十 j + l) < 1
,

根据引理 1 5
,

用 。 * + 1 代替 ,
,

就可知当
” 充分大后有风 m * + l

,

的 > o一 ,

对某个 0 < 1 成立
.

因 切 * 的直接后继者不存在
,

故 双。 * ,

。 * + l) < 1
.

根据引理 1 3,

,`一`

( m 、 + 1
,

, * ) ) 又一 ,

( 。 * ,

。 * + l ) > l
,

于是从引理 1 1有

又( 。
1 , 。

) = 又( 阴
工 ,

。 2

)又( 。
2 ,

。 3

) … 又( 。 * 一 1 ,

。 ,
)凡( m

, , ,
)

~ 又(。
, ,

, 2

)又( 。
2。 , 3

)… 凡( , 、 一 : ,

脚* )拼
一 `

( , * + l
,

。 * )那 ( 。
、 + 1

, ,

)
.

( 5
.

2 1 )

从 ( ,
.

1 9 ) 式知 又(。
, ,

。 2

) 妻 1
,

又( 。
2 ,

。 3

) ) l
,

…
,

又( m 、 一 : ,

。 * ) ) 1( 当 。 , + :

是 。 *

的直接后

继者时等号可能成立 )
.

就得

又( 、
1 , n

) ) 拼一`

(二* + l , 。 , )那 (。
* + l

, n

) > ,` (。
* + l

, n ) > 日一 `
.

( 5
.

22 )

引理 17 为真
.

故我们可以假设引理 巧 中的条件不成立
,

也即寻找后继者的过程可以无限继

续
.

设 。 、 < i 十 阴* ( 。 、 :
.

则有

又( , 1 , , n 、 + j ) = 又( , , ,

, 2

)凡( m
Z, m 3

) … 又( m 、 一 , ,

。 、 )又( 。 、 , 二 、 + j )

) 又( 。
1 ,

。 2

)又(二
2 ,

二 3

)… 又( m
、 一工 ,

。 , )又(用 、 ,

二* + l )

) 又( 。
: ,

m Z

)又( 。
2 ,

。 3

)… 又(
, n ,一 , ,

二 * )又一
`

( 。
* ,

m 、+ :

)
.

( 5
.

2 3 )

以上不等式的推导用到 ( 5
.

20 )和 ( 5
.

1 9 )式
.

令
。 ,
一 从。 , ,

, 、 :

)
.

因为 从 m 、 ,

。 、 十 l) ) 1 / 2
,
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故有

令 A *一

。
;、 ,

) 一 l

又( 。
: , 。 , 、 + j ) ) m a x

{
a : a Z

…
a ,一 , a

万
, , a : a Z

`

二 a * 一 ,
·

l / 2 }
.

m a x
{
a l a Z

…
口 、一 : 。

万
’ , `了, 。 2

…
`、 、 一 :

·

1 / 2 } 根据引理 14
,

或者对一切 有
` 、

( 弓
.

2 4 )

一 元( m
、 ,

于是 阴 、 + 工

是 切 , 的直接后继者
, , , , ,+ 1

一
, ; 2 ,
十 l

, , ,; ,
一 。 ,

+ 艺一 1
.

又(
,? 2 , , n ) = 又(

。 , : , , ,2 ,
+ l )又(

, , 2;
+ 1

, 。 2 ,
,

+ 2 ) … 又(
,
一 l

, , ,

) 二 一
’

( 5
.

2 5 )

或者存在 白 < l
,

使当 左充分大后有 刀 、 李 犷
`

.

也即当
n

充分大后有
·

又(
。 , 1, 。

) 妻 。一`
.

引理 17 证毕
.

引理 18
.

或者对
, ) l 有 试 o

, 二

) 三 1
,

或者存在 扫 < 1
,

当 , 充分大后有 ,u( 。
,

川 > 口一
` .

证
.

设对一切 i 李 。 均有 斌 J
,

I 十 功 < 1
,

则根据引理 1 5
,

存在 夕 < 1
,

当
,

充分大后就

有 风 。
, 。 ) > 6一

1
.

引理 18 为真
.

故可设 l 是这样一个数
:
风 l

。
l 千 l) ) l

,

但对一切 .1

o 簇 z < z 都有 拌 ( j
,

j + l ) < 1
.

根据引理 1 3
,
户 ( z

,
z + l ) 妻 厂

`

( z
,

z + l ) > 1
.

根据引

理 1 1

群 ( o
,

l + 1 ) 一 p ( o
,

l ) 户( l
,

2 )…
户( l 一 1

,

l ) ,
`

( l
,

l + l ) ) ,̀ ( z
,

z + 一) ) 一
,

( 5
.

2 6 )

等号仅当 l 一 0 及 群 ( 0
,

l) 一 1 时成立
.

进一步有

l
`

( o
, 。

) = 一̀ ( o
,

l + l ) 又( l + l
, n

) ) 又( l + 1
, 。

)
.

( 5
.

2 7 )

如果对一切
, 李 l + 1

,

有 几( l + 1
, 。

) 三 1
,

并且 了= o
,
那 ( o

,

l ) 一 1
,

这时 那 ( o
, 。 ) =

试 。 ,

1 )双 1
,

n) 三 1
.

`。 ) 1 ) 如果上述三条件中有一条不成立
,

易见存在 。 < l
,

当 。
充分

大时就有 .u( 0
,

动 > O一
, .

引理 18 证毕
.

六
、

匹的解存在唯一

设初始区间为 [
a ,

b ]
,

△
。 ,

的一串数对
.

令 牙
。 , 一 F (△

。 , ,

从引理 9 可得
:

占
) ,

是满足

△
,。

) 民
。

一 △
日

> O
,

( l
,

O ) F (△班 ,
占

,

0
, , ,

) 一 b 一
口

占
, n , 。 , 。 2

)
,

从 ( 4
.

2 ) 式知 环
’ 。 ,。

(
。 一 o

,

1
,

2
,

( 6
.

2 )

( 6
.

2 )

m ) 满足 叮
.

2 ( 1
,

o ) 「V
O、

2 ( 右一 。
) )

因此
,

存在自然数的子序列 。 , 。

使 ( 。
,

) ( o
,

l ) f犷
。 。

> o
,

( o
,

1 ) 正犷
。 。

> 0
.

( 6
.

3 )

)砰叭 有极限
.

令 V[
。
一 悠

’
气

刀 , ,

但是 ` f
’

、

` ( . 川
工用 , · ` (动 又是非退化的

·

故 川枷 , 的极限存在
·

记为 详
工
一 悠 阿

: 阴 ,
·

同样
·

下列极限

存在
,

一 l im 不f
。二

.

了峥的
( 6

,

斗)

显然
, 「“ z 。

(
。
一 0

,

l
,

2
,

一 ) 满足方程组 ? 1
.

于是我们得到
:

命题 4
.

吸 的解存在
.

引理 1.9
/

设 ( ’
, 。 ) ` ( `;

) c ( `
2

)… c ( “
·

)弋 一 o
,

则 左
,

为奇数
,

毛
,

毛
,

左
。

为偶数
.

、

、
廿
/

证
.

如果 D 是一个傅个元素均大于 0 的 2 X Z 矩阵
,

则易见 D
·

C (毛) 和 c (毛 ) D 的每
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一

下一维优选问题的最优策略

一个元素均大于 0
.

设 左
:

是偶数
,

屯、 :

是奇数
,

乞
,

毛
,

…
,

左
。

中偶数不能在奇数的前面出现
.

素均大干 0
,

故最多有一个奇数
.

/ 1 \

( 1
,

0 ) C (左
:

) C (友
2

)… C (友
,

) (
_

) ~
\ U /

于是 友
2 ,

…
,

易见 C (毛) C (毛、 ) 的各元素均大于 0
.

故

设 友
, ,

左
2

是奇数
,

则 c (友
1

) e (左
2

) 的各元

友
。

全是偶数
.

若 凡
,

也是偶数
,

易见这时有

.

故友
:

不能是偶数
.

引理 19 证毕
.

命题 5
.

叭 的解唯一
月n

了山
.r

J乙沼J份
了

!
\

、
。

_

/ x 。

伐 伴
,

~ 气
、
y

,

同为 叭 的解
.

并且设 斌几
, 2

) 三 1 (
n

) l) 不成立
.

根

据引理 18
,

当
n

充分大后就有 试 O
,

n) > 1
.

因为 .i( o
。

n) ~
刀 月尤 0

“ o
y

n

有
: , 。

> y
, .

但是 VI
r:

和 Z
。

的地位是对等的
,

我们同样可以证明当
”

到矛盾
.

于是只能

l) 。

/ y
, ,

故当
n

充分大后

充分大后有 y
,

>
。 , J ,

得

l ` ( o
, ,

) 三 l (
。
) 1 )

,

夕
,

=
。 。

(
n

) 1 )
.

如果对某一 阴 李 1 有 汽
`

一 %
,

则根据矩阵 c (友
,

) 的非退化性
,

立刻可推得
x ,

一
“ 。

对一

切 ,
成立

.

我们设对任一
。 ) 1

, x 。

粉 ltn
.

从

(:乡
一 ` ( “

上

) ` (交
2

)
`

(::)
一 C ( “

2

) ` (左
2

)
`

” ` (左
·

)

(::)
,

” ` ( “ )

(::)
,

( 6
.

5 )

( 6 6 )

两式相减得
:

( `
·

0 ) C ( “
!

) C (左
2

) … C (左
·

)
(
` ”

百
“ ”

)
一 。

,

( 6
.

7 )

根据引理 1 9
,

友
,

_

是奇数
,

而 左
。

(
n ) 2 ) 全是偶数

.

根据引理 9
,

当 n 充分大后
, x 。

~

得到矛盾
.

故只能
x ,

一 u 。

对一切
n

成立
,

由此得到 叭的解的唯一性
.

n

=
沙 丹

=
z姿” ,

因为 F 又△
二 ,

民
。 ,

厂 (△
。 ,

占
,。 ,

f)
,

m ) ( ;n

命题 6
.

设 △。

0
,

m ) 的任何 一个极限点都给出 吸 的一组解
,

这个解又是唯一的
,

于是
,

1
,

2
,

… ) 只能有一个极限点
.

我们得到

a
八|尸一户、口

b一一

占。 是满足

△
,、

) 占阴 一 △ 。 > 0
,

( 1
,

0 ) F (△
。 ,

a
” 。

o
, , , , ) =

的一串数对
.

则极限

不F
。

= li m F (△
, , ,

占用
, n ,

m )

存在
,

它的值 与△房
和 民

2

的选择无关
,

而且是 吸 的唯一解
.

七
、

基 本 定 理

引理 20
.

若 K 不正规
。

则不存在策略少
,

使

占(少
, , ;

) = 夕
。

(
n = 1

,

2
,

3
, 4

二 )
,

其中 y
。

是 ? I 的解 中的第二个分量
.

证
.

设 少 是任一策略
,

满足 ( 7
.

1) 式
,

根据引理 7
,

存在单峰函数 乃
二 ,

g
,

` 子
,

使得

( 6
.

8 )

( 6
.

9 )

( 6
.

1 0 )

( 7
.

1 )



19 7 4年

人
, , n )

,
g

” ,

r
△ (见

\ 丹 (
`

劝
)
、 · ( *

。

一 )

暇纂
乃

, + i ,

,
g

。 + i , 刀

+ l )

十 l )

令 Z
,

一 r
△ (少
\以少

.

,

人
。 , n

)

g
。 , n

)
、一 (

“

勺
,

Z
。

/ 、 万件 ,

大的 n 成立
,

或 ii)
t, 。

一 y
。

(。 ) 1)
.

“ ,

一 。 ,

(
,

) z )
.

设对充分大的
n

有
“ ,

< x ” ,

则从

满足 侣
.

但因为

于是
,

根据引理 18
,

有 0 鱿
,

> 九

: 。

( 占( ,
, n

) = y
, ,

i ) 不 成 立
,

对充分

故 只能

) 又 ( 7
.

2夕

( 7
.

3 ),、
月

刀刀
况夕/

!
\

、
廿

(:乡
一 ` ( “ 1

) C ( “
2

) ”
’

C (凡
,

( ::)
蕊 C ( “ 1

) “ ( “
2

)
“

” ` (左
·

两式相减
,

考虑到
u 。
一 b 一

“
=

x o ,

得到 o 毛 ( 1
,

o ) e (交
1

) c (友
2

)
· 。 (友

, :

)
(

“ ·

百
` ”

)
·

故

( `
·

0 ) C ( “
1

) C ( “ 2

,… C ( ,
。

)

( ( 7
.

4 )

由引理 19
,

知 左
,

是奇数
,

其余全是偶数
,

于是 K 是正规的
,

和题设不合
.

故存在充分大的 。
,

使

` ) 踢
.

从引理 9 得到 “ n2 ) ` 一 y1n 一 叭
。

) 心
.

故
“ 。 一 戈

。

一 九 一 气、

△ (少
,

h 。
,

、 ) =
x 份 = 夕、 一 。 脚

.

( 7
.

5 )

设 [少
,

礼
,

。 ]
`

一 〔
况工 ,

b :

]
,

再设根据策略 少
,

作用在 乃
,

上 二
一
卜 1 步选取的不同试点为

:

a ,
= a 。

< a :

< a Z

<
,

二 < 。 ,

< a , + :
一 b , , / 钱 2 1

, n + ,
一 友

, , , + 工
.

故得
y 阴 ~ a l + ,

一 a 。
= (

a t+ 1

一 a l一 1

) + (
a l一 :

一
` , ,一 :

) + … + ( a 3
一 。 1

)

十 ( a Z

一 a0 ) 十 (
a :
一 a Z

)

提 ( i
。 ,+ 1

+ l )占(少
,

、 + 1 ) + (
a ,
一 a Z

)

一 (派
。 + :

+ l ) y
二 + ,

+ (
a :

一 a Z

) = y。 + (
a ,
一 a Z

)
.

但 。 :
一 。 2

< o
,

则矛盾
,

故这样的 少 不存在
.

引理 20 证毕
.

以下我们叙述和证明基本的定理
.

定理 2
.

K 正规是最优策略存在的充要条件
.

( l) 如果 K 正规
,

则由规则 巩 或叮 定义的策略 笋
产

是最优策略
.

即对任一策略 少
,

当 ,

充分大后
,

就有

占(笋
产 , 。

) 毛 占(少
, ,

)
.

( 2 ) 如果 K 不正规
,

则最优策略不存在
.

更进一步
,

对任一策略 岁
。

都存在一个 日 < 1 和

一个策略 乡
,

使当
。
充分大后

,

就有

口占 (
,

尹
, ,

) ) 占 (乡
, , )

.

但是
,

对任何 日 < l ,

都存在一个策略 劳百
,

使对任何策略 少
。

当 ,
充分大后都有

B占( 净咨
, , ) 钱 占(少

, n
)

.

证
.

如果 K 正规
,

根据命题 1 及 2
,

可构造策略笋
产 ,

满足 战笋
尸 。 , ) 一 入

.

对任一策略

,
,

Z
。

一 〔任冬
”

)、
满足 。

.

于是根据 弓}理 , 8
,

对充分大的
,
有 。 ( ,

, ,

) 、 ,
,

一 。 (丫
, ,

)
.

\ 武少
,

n) /
一 ’ - - -

一
”

-

一
’

一
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这就证明了定理 2的 ( 1)
.

如果 K不正规
,

根据命题 3
,

有 群
,

使 o战岁孙
,

) 毛 丸
.

同时对充分大的
: ,

又有

武少
, 。

) ) y
。
; 故对充分大的

” 有

白“ (玛
, ,

) 粗 ,
。

( “ (少
, ,

)
.

对于任一策略 少
,

由引理 20 知 战少
,

n) 一 y
。

(
。
) l) 不可能成立

,

故由引理 18 知存在

口,

< 1
。

当
”

充分大后
。

有 0
1

武少
, 。

) ) 儿
,

取 氏
,

使得 O,

< 0 2

<
,

l
,

就有

己
: 占(少

, 。

) ) 夕
。

) 口
2占( 万乡

, , n
)

,

日占(少
, , 2

) ) 占 (乡
, ,

)

(这里 e 一 el e/
,

< 1
,

乡 一 丫百
2

)
.

对充分大的
。
成立

,

定理证毕
.

在优选法的问题中
,

经常遇到这样的情形
:
需要在

“
充分近

”
的两点各作一次试验

.

为了

讨论上的方便
,

我们可以把这充分近的两点就看做是在同一点上做了两次试验
,

而凡是做 了

两重试验的点
,

就算是知道了函数在这一点的增减性质
.

不妨在这种意义下作一些非形式的讨论
.

这时
,

从定理的证明和结论中不难看出
:
我们

不必把 K 分为正规的和非正规的
,

对任意的 K ,

限定做 m批试验时的最优策略 乡产
, ,

当 川 一 OO

时
,

趋向于一个极限策略 笋
厂 ,

这个极限策略 笋
尸

就是在极限情形下 (即在定义 4 的意义下 )的

最优策略
.

也就是说
“

最优
”
和

“

极限
” 两个词在这里具有某种可交换性

.

本文以 武少
, ,

) 一
s u p 占 (少

。

f
, 。

) 作为精度的定义 (不妨称为 卜精度 )开展了讨论
,

同样
了

能以 △ (尹
,

的 一
s

uP △ ( 尹
,

了
,

的 作为精度的定义 (不妨称为 △一精度 ) 开展平行的讨论
.

这
f

时
,

对某些序列 K 来说
, “

最优
”
和

“

极限
”
的交换性质仍然成立

.

特别
,

当 畏, 三 1 时
,

可以先证

明不等式

△ (少
。 n

) 城 △ (少
, n

+ 1 ) + △ (少
, n

+ 2 )
.

然后逐字逐句搬用文献 「5] 中 5 5 的论证
,

就得到黄金分割法在 △一精度意义下于无穷远处的

最优性
.

但是应该指出
,

在 △一
精度意义下

, “
最优

”

和
“
极限 ” 一般来说不一定可交换

,

K 非正规

的情况就是不可交换的例子
.
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