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关于拓扑流形到某些欧氏空间的拓扑嵌人
*

郭 景 美
( 南开大学数学系

,
天津 )

摘 要

本文研究了拓扑流形的拓扑嵌入问题
,

得出了边界为 (畏一 1 )
一

莲通的
,
维友

一

连

通紧带边拓扑流形能局部平坦地整齐嵌入 口
” 一无 ,

局部平坦地嵌入 夕
n 一为一 `

的一个充分

性条件 ( o 成 h 攫 2的
,

且给出了它的一些应用
.

关键词 : 整齐嵌人
,
局部平坦嵌人

,

微丛
,

切割

由于拓扑流形既没有微分结构也没有 p L 结构
,

因此对于拓扑流形的拓扑嵌人的研究相

应就困难些
,

结果也比较少
.

在这篇论文中我们把文献 〔1
,

2] 中微分流形到某些欧氏空间的微

分嵌人的方法引入到拓扑流形的拓扑嵌人中来
,

证明了拓扑流形到某些欧氏空间局部平坦嵌

人的定理
.

作为这个主要结果的应用我们给出了闭拓扑流形
,

紧带边拓扑流形到某些欧氏空

间的一些嵌人结果
.

在文献〔l
,

21 中
,

用到法向量丛这一概念
,

但在拓扑范畴
,

一个拓扑嵌入通

常没有法向量丛
,

我们通过用法微丛代替法向量丛克服了这一困难
,

这里微丛的概念按照文献

〔3] 中给出的定义
.

此外
,

我们用与文献 〔l] 完全不同的方法证明了一个可平行化拓扑流形经

过切割可变为可平行化的拓扑流形 (即引理 3 )
.

一
、

定义
、

记号和引理

设 M为仿紧的 H a u s d or ff 空间
,

如 M局部是欧氏的
,

则我们称 M为拓扑流形
.

设M为拓扑流形
,

T M 表示M上的切微丛
,

如 T M 为平凡微丛
,

则我们称 M为可平行化

拓扑流形
.

设 M
,

N 分别为 ” 维和
”
维拓扑流形

、

f
: M一 N 为拓扑嵌入

,

如 u 为 N 中 开集
,

f( M ) 〔

U仁 N 且 u 构成 f( M ) 上一个微丛
,

记为 , ,

则 , 称为嵌人 f 的法微丛
.

当 M是带边流形而 N

是无边流形时
,

由于拓扑嵌人 f : M” N 总可扩张为某拓扑嵌人 F : M U . , `
武 B d M X [ 0

,

co )) 。

N
,

嵌人 F 的法微丛对 M的限制我们称为嵌人 f 的法微丛
.

由文献 〔3] 中的第五节知
,

给定拓

扑嵌人 f : M 、 N
,

即使 N 为欧氏空间
,

嵌人 f 也不一定有法微丛
.

设 M 为拓扑流形
,

如M上存在微丛
v ,

满足 T MO ,
为平凡微丛

,

找们就你
刀 为M 上的法

l , 8 8 年 7 月 4 日收到修改稿
.

.
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微丛
.

由文献【 3]中的定理 4
.

1和文献 L4 ]中的 m ( )
,

知每个紧拓扑流形上均存在法微丛
.

设 M
,
N 为带边拓扑流形

,

如拓扑嵌人 了: M一 N 满足 f
一 `

( B dN ) ~ B d M
,

且对任
x 戊 B d对

,

x
在 T

二

M 中任邻域 V
: ,

df J
二

斌 fT
ox) B d万

,

则我们称 f 为整齐拓扑嵌人
.

这 里 df 是由 f 导

出的由切微丛 T M 到切微丛 T N 的映射
.

设 f : M” N 是无边拓扑流形 M , 到无边拓扑流形 N
”

的嵌人
,

如对任
x 〔 对

,

存在 f (二 )

在 N 中的邻域 v 满足 ( U
, U 门f ( M ) ) 与 ( R

” ,
R 功

) 同胚
,

则称 f 为局部平坦嵌入
.

如 f : M ~
N 为带边拓扑流形间的整齐嵌人

,

f 称为局部平坦整齐嵌人可类似定义
.

设W为 (
,
+ 1) 维带边拓扑流形

,

f : 夕 X D
” 一尸

一 B d附 为拓扑嵌人
,

令

X ( B d W
,

f ) ~ B dW 一 f (夕 X D ” 一 `

) U
. r ( :

, 、 : 。 一 , 一 : )刀
r + ` x s

” 一 r 一 ` ,

H (W
,

f ) ~ w U
If( s

r x n 。 一 , )D
r + ’

x D
” 一护 ,

显然 X ( B d w
,

f ) 和 H (万
,

f ) 仍为拓扑流形
,

这里 B d W 一 f ( S
,

x D
月一 r

) 表 B d才 一 f ( s
,

x

D
” 一 r

) 的闭包
.

为叙述方便起见
,

以后所述流形均为拓扑流形
,

所述嵌人均为拓扑嵌人
,

除非特别声明
.

此

外由文献【41 知每个微丛包含唯一以欧氏空间作为纤维的纤维丛
,

因此我们约定以后所述微丛

均是这样的以欧氏空间作为纤维的纤维丛
.

引理 1
.

设 B T oP
. , B T oP 分别表示 。 维微丛及稳定微丛的分类空间

,

i : B T 口
氏 一 B T oP

为自然包含
,

则 `* : 丸 ( B T oP
.

) ” 心 ( B T oP ) 在 及 < ” 且 ” 》 5 时为同构 ; 在 及一 m 且 m ) 5

时为满同态
.

证
。

设 B P L 。 和 B 尸L 分别为 。 维 p L 微丛和稳定 p乙 微丛的分类空间
.

由文献 [ 51

我们知 护
. : B尸L .

` B T oP
。
和 护: B P L 一 B T oP 是纤维分别为 T oP

。

/尸乙
. ,

T oP 户 L 的纤淮

化
,

这里 护
.

和 夕是通过忘掉 PL 结构所产生的映射
.

于是我们有以下可换图
:

PL
.

,尸lP

!
山v洲
|、 11击甲T

,

0BB

书 ,

一
~ - 月卜

了

一一 - 刁卜

L式P Pesl.山,
-

o召7

召

由上可换图我们可导出下面同伦恰当序列的可换图
:

· · · · · ·

一
叮* ( T o p二 / p L . )

一
“ * ( B p L 。 )

一
二 ,

( B T o p 二 )

一
汀、 _ .

( T o p。 / p L
. )
一

` 。一 (月 p l
·

,

一
· ·

…

卜
;犷

,

. . . . . .

一
汀 `

( T
o p /PL )
一

“ *
( B p L )
一

, *
(召 T o p )
一

二 ; _ .

( T o p l p L )
一

“ 卜
`

( B PL )
一

… …

由文献〔4 1的 ( 11 )知当 及 < 二 且 二 ) 5 时 i探为同构
,

由文献 [ 61 中第三节的推论知如 尺 ~ m
,

收 为满同态 ; 尺 < ” 时
,

`次 为同构
.

因此由 5一项引理知当 及 < 。 且 m ) : 时 `望为同构 ;而

当 及~ m且 m ) 5 时
,

由于 ￡{匀为满同态
,

礼匀
` , 和雌

一 l) 为同构
,

易知 i护为满同态
.

引理 2
.

设W是 , 维紧带边拓扑流形
,

W和 B d邵 均为单连通的
,

D
,

是W上 m维微丛 ,

的闭圆盘丛
,

如 m > 2 ,

则 刀 , 的边界 B武 刀刃 是单连通的
.

证
.

设 如 表示由 D , 导出的平上的球面丛
,

由于 m > 2
,

从而 vs 的纤维 s~
’

为单连通

的
.

利用球面丛 孙 的同伦恰当序列
,

易知 如 为单连通的
.

又因为 D : }
: ` 、 为单连通的

,
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s v
}

, ` , 为连通的
,

从而由 V a n K a m p e n
定理知 B d ( D v

) 一 S” U , ( , , 、 , ` , )
( D

”
[
a J二 ) 是单连 通

的
.

引理 .3 设 W为
”
维紧带边可平行 化拓扑流形

,

f : 夕一 B d w 是连续映 射
,

如 2r < n 一 1
,

则存在嵌人 F : S
护

X D一
`一 `

” B dW 满足 F I
: , 二 。

二 f 且 N ~ H ( w
,

F ) 仍为可平行化拓扑

流形
.

证
。

我们可设 T w l
, 。 ~ T ( B d w ) 0

0 1
,

这里 川是一维平凡丛
,

它是由 B d w 在W中的

领圈所产生
,

树的正向为内指
.

令
, : S

,

X D
” 一 r一 ’

” S
f

为投影
,

则 ( f
o , )

*

( T w }
, d , ) 一 ( f

o 二
)
* T B d W O ( f

o ,
)
* 。 }

,

由于W

为可平行化的
,

因此 B d w 为 S一可平行化的
,

如设 P 〔 B d w
,

但 尸喊f ( S
r

)
,

显然 T ( B d W 一 P )

为可平行化的
,

从而我们有 (了
。

幻
*

( T B d w ) 为平凡微丛
.

设 s
·

x 刀
, 一` 一 `

c 刀
· + `

x 刀
”

一
`

且 夕 x 少
一 r一 ,

c R ` 一 ` , D
r + `

X 护 , 一 ,

C R军一 { (
x : ,

…
,

x .

) 。 R `
{
二 ,

、 }
.

我们可设 T ( D
r + ` x 少

一 『一 `

) l
: · x 。 。

一
,

~ T (夕 X 少
一` 一 `

) 0 5 }
,

这里
。 l是由

夕 x D
” 一 尸一 ’

在 夕
+ ` x 护一

`

中的领圈所产生
,

设它的正向为外指
.

由于 夕 X 少
一 r一 I

C R一
’ ,

从而我们有 T ( rS x D
, 一 r一 `

) 为平凡微丛
,

因此存在 同 构 人: T ( rS X 少 ,
一 `

) 0 司” ( fo动
*

[ ( T B dW ) 0 5 } ]
,

满足 h l o
s · : 。 卜一

` ) : T ( S
r

x 少
一` 一 `

) 一 ( f
o 二 )

*

( T B d w ) 为同构
,

且 h {
5

; : 8 }一

(j
。

司
* 。 ; 为保持定向的同构

.

利用 五我们可以给出 T (夕 X 少 , 一 l) 到 T B d才 的丛映射
,

由

文献 〔7] 中的内浸定理
,

知 f
。 二 同伦于一个内浸

,

由于 2r < , 一 1 ,

我们可设此内浸限制在

夕 x o 上为嵌入
,

从而此内浸限制在 夕 x o在 rS x 少
一 r一 ’

中的某邻域上为嵌入
,

利用纤维收

缩
,

可给出此内浸正则同伦于一个嵌人 F : S’ x 沙
一 ,一 `

, B d w
.

下面我们证明 H ( w
, F ) 为可平行化流形

.

由于W为可平行化流形
,

T w 有一个平凡化
,

而 刀件
’

x 少 ,
一 ’

也是一个可平行化流形
,

因此 T ( rD
+ `

X 少
一 r 一 `

) 也有一个平凡化
,

显然只需

证明这二个平凡化在交 夕 x D , 一
尸

`

上一致即可
,

但第一个平凡化在 , X D切 se r一 `

上的限制为

( f
o二 )

*

( T B d附 ) 0 ( f
o , )

* s ;
,

第二个平凡化在 S
尸

x 伊
一 , 一 ,

上的限制 为 方( T ( s
,

K 及
”

一
`

)子

姚)
,

由上面 人的定义说明二个平凡化在 夕 x 少
一 , 一 `

上的限制是相同的
,

因此 H ( 附
, F ) 是可

平行化的
.

引理 .4 设W为 ,
维紧带边流形

,

W和 B d W 是单连通的 ; iH (甲 ) ~ 0 ,
i > 。 ;如 , > 5 ,

则W拓扑同胚于 ,
。

证
。

由 Pio cn ar 。 对偶性
,

易知

H
了
(W ` ’ ` w , 一

{
Z

,
f 一 ” ,

0 , i < ” 或 矛> `

由对 (才 ; B d才 ) 的同调恰当序列及

iH ( ” ` w , 一
{

从 (才 ) ~ 0 ( i 铸 o )
,

易证明

o ,
o < ` < ” 一 l 或 i > , 一 1

,

Z
,

f ~ o
,

或 i 一 n 一 1
.

由于 B d W 是单连通的
,

由文献 [ 41 中的 ( 111 ) 又知 B山V 是有限复形
,

易知 B d w 和 , 一 ,

有

相同伦型
,

由文献 〔8 〕中的推论 4
.

13
.

2 ,

知 B d w 和 S。 一 `

拓扑同胚
.

令 面 ~ w U
} , * 牙

,

考虑下

面的 M a y e r 一V i e t o r i s 序列
:

· · · · ·

一
H `
( B d w ) , iH ( w ) O iH (W ) ` 从 (雨 ) , iH

_:

( B d才 ) , … …
我们已知 B d w 和 牙的同调群

,

由序列的恰当性易知
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_

_
_

f Z
,

H
,
(评 ) 一 嘴

t o
,

一 0 或

笋 O , n 。

因为 w单连通
,

B d才 连通
.

由 v a n K a m eP n 定理知 面 为单连通的
,

这说明 面 和 , 有相同

伦型
,

再由文献 〔8] 中的推论 4
.

13
.

2 知 面 和 , 拓扑同胚
,

由文献 [ 81 中的定理 1
.

8
.

3 ,

知 w 和 D
·

拓扑同胚
.

二
、

主要定理及应用

主要定理
·

设 w 是 `一连通 ·
维紧带边拓扑流形

,

” “ 牙 是 ( “ 一 ` )
一

连通的
,

, 毛 “ 提
号

一 1伙 一 1时
,

要求 B d牙 是 1一连通的 )
,

设 人是整数
,

o 成 h ( 2左
,

且 w 上存在一个 (
n 一 入一

1 ) ( > l) 维法微丛
, ,

则

( l) 存在W到 Dz
` 一六的局部平坦整齐嵌人

,

满足嵌人的法微丛为
: 0 。 ,

这里 8 为平凡线丛
.

( 2 ) 存在w 到 s加一
护

`

的局部平坦嵌人
,

满足嵌人的法微丛与
, 同构

.

下面我们给出主要定理的一些应用
.

推论 1
.

设牙为 个连通
、

边界为 (左一 l)
一

连通的 。 维紧带边拓扑流形
,

1成 友攫粤一 l

2

(掩一 1时
,

要求 B dw 为 1一连通的 )
,

则我们有
:

( l) 如 。 一 反一 1 ) 5 ,

则附可局部平坦整齐嵌入 沙
` 一 互

,

可局部平坦嵌人 夕 , 一及一 ` ;

( 2 ) 如 1 < 。 一 左一 1 < 5 ,

则牙 可整齐局部平坦嵌人 D毋 +6 ,

可局部平坦嵌人 少+5
.

证
.

由文献 [ 41 中的 ( m )
,

知 w 和某有限 c w 复形有相同伦型
,

又由于W 为 午连通
、

边

界为 伏一 l )
一

连通的流形
,

由 P o i n e a r e 对偶性知 11 `
( w ) 一 o ( ` >

, 一 灸一 1 )
,

且 H
。 一 * 一 :

( W )

为自由群
,

因此w 和某 (
, 一 友一 1) 维 C w 复形有相同伦型

.

由文献 〔3] 中定理 4
.

1知
,

w 上一定存在法微丛
,

我们总可设法微丛的维数大于或等于

m ~ m a x
{
n 一 左一 1 , 5 }

,

从而 由引理 一及文献 [ 3 ] 中微丛的同伦定理知如
。 一 交一 1 妻 5 ,

则 w 上一定存在
, 一 交一 l 维法微丛 ;如 l < 。 一 左一 1 < 5 ,

则M上一定存在五维法微丛
.

利

用主要定理说明本推论 1 成立
.

推论 2
.

设 M为 个连通
。
维闭拓扑流形

,

如 , 成 友毛尽一 1 ,

则我们有
Z

( 1) 如 。 一 乏一 l ) 5 ,

则M可局部平坦嵌入 乎 ` 一

气

( 2 ) 如 1 < 。 一 左一 1 < 5 ,

则M可局部平坦嵌人 S科
5 .

证
.

令 w ~ M 一 少
,

则砂为 个连通
,

边界为 (
n 一 2 )

一

连通的 ” 维紧拓扑流形
,

由推论

1知 : 如 。 一 友一 注 ) ,
,

则 w 可整齐局部平坦嵌人 口广
乏 ;如果 l < , 一 左一 1 < 5

,

则 w 可

整齐局部平坦嵌人 沙 +6
.

设 。 一 友一 1 》 5 ,

f : w 、 口
, 一 气
是上面给出的局部平坦整齐嵌人

,

设
`

p 〔 口
. 一之是原点

,

我们以 f( B d w ) 〔 夕
” 一通一 `

和点 尸作锥形
,

这给出局部平坦整齐嵌人 :g

少一 口一几 ,

利用 f 和 g ,

显然我们有 M ~ 牙 U沙 到 口
” 一花U少

” 一 灸的局部平坦嵌人

fU g : M ~ W U少一沪
一 `

U沙
` 一 `

~ 脚火
如 1 < n 一 掩一 1 < 5 ,

和上面类似
,

我们有 M 一 w U D ,

到 D
” 十 S

U D 。 + 、

~ s “
“

的局部平

坦嵌人
。
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推论 ”
·

设“ 为 “ 一连通 。
维闭流形

· ` 成 “ 成
号
一 ` , ” 毛 ` 毛 2“

, 一

目
一

设 D `
为M 内的 ,

维圆盘
,

在 M
。

一 M 一 沙 上存在
, 一 人一 l( > l) 维法微丛

, ,

则 M可局部平坦嵌人 乎` 一入 ,

且满足该嵌人对 M
。

的限制存在与
, 0 8 同构的法微丛

.

证
.

由主要定理知
,

oM 可局部平坦整齐嵌人 刀 2, 一人 ,

满足嵌人的法微丛与
,

0 。 同构
,

因

此 M 一 M
。

U沙 可局部平坦嵌入 刀 2呢

场 U沙~
丙 ~ 夕` 一人 ,

且满足该嵌人对 M
。

的限制存 在 与
, ① 5 同构的法微丛

.

推论 4
.

设W为午连通
、

边界为 (友一 1 )
一连通的

n
维紧带边可平行化拓扑流形

,

1 镇 及 <

兰一 1 (咬~ 1 时
,

要求 B d 附 是 1一连通的 )
,

则 w 可局部平坦整齐嵌人 分
`” 一 , 花,

可局部平坦嵌

人 S ,

一
, `
一

证
.

由于W为可平行化拓扑流形
,

因此 w 上一定存在
, 一 2交一 l( > l) 维法微丛

,

由主

要定理说明本推论成立
.

推论 5
.

设 M 为 S一可平行化闭拓扑流形 (即 了M 0 8 为平凡微丛 )
,

如 M是 个连通的
,

id m M 一 , , 1成 交< 兰 一 1 ,

则M可局部平坦嵌人 s2
。 一 , ` .

2

证
.

由于M为 S一可平行 化的
,

如设 D
”

为M 内的 , 维圆盘
,

则 M
。

一 M 一 沙 上一定存

在 , 一 2友一 l( > l) 维法微丛
,

由推论 4 知 M
。

可局部平坦整齐嵌人 口
, 一 ,七 ,

因此 M ~ 耐
。

U

D
”

可局部平坦嵌入 D ,
一

, `日刀
,
一

, ` 一 5 2
一

2 , .

三
、

主要定理的证明

设 5 为W上的一维平凡线丛
,

由文献【9] 中第二节的推论知 , 。 8 包含一个闭圆盘丛
.

令

N
。

一 D (
,

0 。 ) 表示这个闭圆盘丛
,

则 N
。

是 个连通 2 , 一 h 维紧带边拓扑流形
.

令 I 一 [一 1
,

l 〕,

借助 “ 我们可以给出整齐拓扑嵌入
:

g : 研 又 I 一 N
。 ,

(
x , t ) 一) (

x , t
)

.

令 s(
,

0 的 表示 D 。 0 。
) 产生的 w 上的球面丛

,

由于 S (
” 0 5) 同胚于通过把

, 的每个纤维

一点紧化所得的拓扑空间
,

因此由文献 〔9 〕 中 命 题 .2 1知 g ( w X I ) 和 g ( w X (一 l) ) 在

s (
二

0 5
) 中存在与

” l司构的法微丛
.

设 Q
。

和 Q; 分别表示 g ( w X I ) 和 g ( w x ( 一 1 ) ) 在

只
; 0 。

) 中的法微丛
,

我们可设 Q
。 ,

认 和 抓 w X O) ~ W 是互不相交的
.

则我们有

(
a ) Q

。

是 B dN
。

中的拓扑子流形
;

( b ) f : Q
。

仁 oN 是 (
n 一 友一 1卜等价 :

由于 N
。

满足 p o i n e a r e 对偶性
,

从而有

( c) H
`
(No ) 一 0 , i > , 一 左一 1 ,

且 H
。 一卜浅风 ) 的生成元为自由元 ;

由文献【31 中的定理 ,
.

9 ,

知 T (
, 0 。

) }
二 二 , o o 0 T W

,

由假设这是平凡微丛
,

我们又知 , 。 s

可收缩到 w
,

从而由微丛的同伦性质知 T (
, 0 6 ) 为平凡微丛

,

因此 T .N 一 T v( 毋 。 ) I
N。

为平

凡微丛
。

于是我们有

( d ) .N 为可平行化拓扑流形 ;
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不

由引理 2
,

我们还有

( e ) 丑 d N
。

是单连通的
.

设
a 〔 二* + :

(No ) 是基元素
,

由于 ( b )
,

则在
二 *+ ,

( Q
。

) 中存在元
a ’ ,

满足 `* [ 。
’

1 ~ [ a ]
,
,

这里

[ a’ ]
,

[a] 分别表示 a’ 和 。 的同伦类
.

由 (d ) 和引理 3 ,

说明存在嵌人 f : S针
` X 口一 ` 一气一 1

~
i n tQ

。 ,

满足 〔f l必
+ : 、 。

] ~ [ a
,

]
,

且我们还可设
:

( l) N
:

~ H (从
,

f) 为可平行化流形 ;

此外我们容易证明

( 2 ) 介* + ,

(从 ) 生
二* + ,

(N0 ) / [
。 ] ;

( 3 )
x ( Q

。 ,

f ) ~ Q
,

〔 N
;

仍为 (
, 一 友一 1卜等价

.

类似文献 1 1] 或文献 [ 2] 主要定理的证明
,

我们可以继续上面的过程
,

从而我们可以得到流形

N0
,

N
` ,

…
,
N

,

~ N
,

这里可满足
: ①二` ( N ) ~ 0 , i 镇 n 一 左一 l ; ②H

、
(N ) 一 0 , i > n 一

左一 ;1 ③ B dN 是单连通的 ; ④才是 N 中整齐子流形 ; ⑤必〔 B dN
。

由假设 ,

“ `
号
一 ` , “

“ ` 2 “ 和 ” 一 ` 一 ` > ` ,

知 2。 一 ` > ” ,

不。用①
,

② ,

③不口

引理 4 ,

因此我们有 N 和 少一几
拓扑同胚

,

不仿记 N ~ 理广人 .

由④及 w 〔 从 c N ~ 开一
人 ,

说

明W可局部平坦整齐嵌人 口
, 一汤
且此整齐嵌人的法微丛与

, e s 同构
.

由⑥说明 W可局部平

坦嵌人 B dN ~ 夕
” 一为一 `

中且嵌人的法微丛与
, 同构

.

周学光教授给予作者许多帮助
,

其 中文献 〔5] 和文献 [ 8] 就是他提供的
,

作者表示哀心 感

谢
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