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摘要 电磁、声波散射问题的研究涉及一类数学物理问题,此类问题具有深刻的理论价值和重要的应

用背景,亟待解决. 高振荡微分、积分方程是刻画这些问题的重要的数学模型,其数值计算存在许多挑

战性研究课题. 本文从积分方程解法角度出发, 综述了求解这类高振荡问题的一些最新进展, 特别是

针对广义 Fourier 变换、Bessel 变换的高效算法、高振荡核 Volterra 积分方程的数值解法作了详细介

绍. 这些数值方法共有特点是振荡频率越高算法精度愈高, 且可望为电磁计算的研究提供一些新的高

效算法.
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1 引言

许多高振荡问题的计算来源于电磁、声波散射问题的研究. 电磁、声波散射问题涉及许多数学物

理问题, 在无损检测、遥感、雷达、声纳、地矿和海洋探测等领域有着广泛而重要的应用, 其数学模型

许多可用 Maxwell 方程、Helmholtz 方程以及具有高振荡核的积分方程加以描述. 以介质的电磁散射

研究为例 [1−5], 平面或空间区域时谐电磁波、声波散射问题可用满足适当边界条件的 Helmholtz 方程

∆u+ k2u = 0, x ∈ Rd \ Ω, d = 2 或 3 (1.1)

加以刻画, 这里 Ω 表示散射区域, k 为波数.

Helmholtz 方程通常的求解方法是微分方程解法 (有限元、有限差分、谱方法) 和积分方程解法.

图 1 是用 Chebyshev谱方法程序 [6,第 70页] 计算满足边界条件 u=0 的对应不同波数的 Helmholtz 方程

∆u+ k2u = e−10((y−1)2+(x− 1
2 )

2), −1 < x < 1, −1 < y < 1.

从图 1 可以看出, 当 k ≫ 1, 方程的解具有高频振荡的特点.

对高振荡微分方程发展低成本、高效的数值方法是当前计算数学研究的一个重要课题. 最近 Co-

hen、Hairer、Lubich 等多位学者 (参见 [7–12]) 研究了高振荡常微分方程的数值解问题. 模 Fourier 变

换展开 (modulated Fourier expansions) 是研究这类问题强有力的工具之一 [7−10]. 2002 年, Cox 和
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图 1 (a) k = 9; (b) k = 19

Matthews [11] 利用谱方法求解某些耗散、扩散高振荡常微分方程的数值解, 并基于 Fourier 变换的高

效 Filon 方法提出了指数时间差分 Runge-Kutta 格式; 2009 年 Condon 等 [12] 对简单电路利用广义

Fourier 变换的高效 Filon 型方法给出了高效数值解法 (当电源具有较高频率时, 此系统的解具有高振

荡性). 对于复杂电路系统, 其支路电压的求解不仅涉及高振荡微分方程, 还与优化理论的互补问题紧

密相关, 满足:

x′(t) = Ax(t) +By(t) + f(t),

y(t) ∈ SOL(Nx(t) + g(t),M),

x(0) = x0, t ∈ [0, T ],

(1.2)

这里 A ∈ Rm,m, B ∈ Rm,n,M ∈ Rn,n, N ∈ Rn,m, g : R → Rn, f : R → Rm为电源, SOL(Nx(t)+g(t),M)

表示下列线性互补问题的解集:

0 6 y(t) ⊥ Nx(t) + g(t) +My(y) > 0,

其数值求解至今仍是挑战性问题 [13−16].

有限差分、有限元、谱方法求解电磁、声波散射问题近年来已取得许多成果,如 Engquist、Chen、

Bao等文中的自适应有限元、自适应 PML (perfectly matched layer)方法、间断 Galerkin方法等 [17−39].

微分方程解法的处理难点是针对大波数或高频的离散格式的构造、大规模线性方程组的求解.

积分变换方法也是求解电磁、声波散射问题的有力工具. 对于大波数 Helmholtz方程 (1.1), Lang-

don 和 Chandler-Wilde [4] 利用 Hankel 变换给出了等价的积分形式

u(x) =

∫
TH

∂H
(1)
0 (k|x− y|)

∂y2
ϕ(y)ds(y), x ∈ UH , (1.3)

这里 ϕ ∈ L∞(TH) 为密度函数, H
(1)
0 表示第一类零阶 Hankel 函数, UH = {(x1, x2) : x2 > H > 0},

TH = {(x1, H) : x1 ∈ R}. 积分变换方法的特点是把多维问题转化为一维问题, 因而数据处理量大为降

低, 有其独到的优点. 特别地, 对于二维散射问题, Ashine 和 Huybrechs [1] 指出, Helmholtz 方程的解

可用入射波 ui 和散射波 us 表示为

u(x) = ui(x) + us(x),

且在边界上满足

us(x) = −ui(x), x ∈ Γ.
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因此, 单层位势 (single-layer potential) 的散射波可表示为

us(x) = (Sq)(x) =
i

4

∫
Γ

H
(1)
0 (k|x− y|)q(y)ds(y),

这里 q 表示单层位势密度函数, 它满足积分方程 [1,5]

i

4

∫
Γ

H
(1)
0 (k|x− y|)q(y)ds(y) = ui(x), x ∈ Γ.

基于积分方程解法, Davis 和 Duncan [39] 研究了二维曲面区域中的瞬态声学散射的单层势能积分

方程模型 ∫
Γ

u(x′, t− |x′ − x|)
|x′ − x|

dx′ = a(x, t), (x, t) ∈ Γ× (0, T ).

特别地, 若 Γ 为平面区域且当 t 6 0 时 u ≡ 0、a ≡ 0, 通过连续 Fourier 变换, 上述积分方程也可转化

为第一类 Volterra 积分方程 [39]

2π

∫ x

0

û(ω, x− t)J0(ωt)dt = â(ω, x), ω > 0. (1.4)

对于满足非局部边界条件的电磁散射问题, Bao 和 Sun [40] 给出了解的更为复杂的、混合奇异积

分方程形式

∂u

∂n
=

ik

2

(∫ a

0

1

|x− x′|
J1(k|x− x′|)u(x′, 0)dx′ + i

∫ a

0

1

|x− x′|
Y1(k|x− x′|)u(x′, 0)dx′

)
.

所有上述积分方程有着共同的特征, 当 ω ≫ 1 或 k ≫ 1, 其积分核 Jm(ωx)、Ym(ωx) 均是高振荡

的 (见图 2), 其数值解均涉及高振荡问题的高性能计算.

高振荡问题的计算是科学计算领域非常重要、被公认为难的国际热点研究课题, 其研究热点主要

集中于 [41]: (1) 高振荡微分方程鲁棒、高性能计算方法研究: 如 Magnus、Neumann 格式积分展开方

法以及针对振荡 Hamilton 系统的辛算法 [42−44]、高频 Maxwell 方程、大波数 Helmholtz 方程的数值

解,其应用背景为波动力学中快速振荡 Schrödinger方程、电路系统、天体力学或分子动力学中的高振

荡 Hamilton 系统等; (2) 高振荡积分方程高性能计算方法研究 [45−48], 其应用背景为电磁和声波散射

等; (3) 多尺度问题: 许多大型的物理问题涉及的高振荡问题展现出许多非可分规模, 其数值方法求解
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图 2 (a) J0(1000x); (b) Y0(1000x)
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表 1
∫ 1
−1 cos(10

4x)dx = 2 sin(104)/104 = −6.112287777765043 · · · × 10−5

N 10 100 1000 2000

QGL
N 1.53709674490791 −0.38401861009781 0.02965639395896 0.05367808387527

难度具有随机性和高度振荡性; (4)一些高振荡积分变换 (算子)重要的渐进展开; (5)高振荡函数高性

能数值积分算法.

对于第一类高振荡 Bessel核的 Volterra积分方程 (1.4), 2004年, Davies和 Duncan [39] 讨论了配置

方法求解的稳定性和收敛性; 2009 年, Brunner 等 [46] 研究了不连续 Galerkin 方法. 但是, 无论是配置

方法还是不连续 Galerkin 方法均涉及高振荡 Bessel 函数的数值积分. 经典的积分法如 Newton-Cotes

公式、Gauss方法、Clenshaw-Curtis公式在计算高振荡积分时完全失效 [45,51,52]. 表 1显示利用 N +1

点 Gauss-Legendre 法则 QGL
N 来计算高振荡积分的效果.

因此, 基于传统数值积分算法的配置法、不连续 Galerkin 方法等 [39,46,48−50] 均不适合求解上述

高振荡核 Volterra 积分方程. 鉴于此类 Volterra 积分方程具有很强的应用背景, Brunner 等 [45] 把这

一类型积分方程数值解作为一个亟待解决的公开问题.

高振荡问题高效数值方法的特点, 正如剑桥大学 Iserles 教授 [51,52] 所言, 恰当的方法可以得到很

好的计算结果, 且振荡频率越高算法精度愈高. 本文从积分方程解法角度出发, 针对这类高振荡问题

的最新进展、高效算法作综合介绍: 第 2节详细介绍高振荡函数包括广义 Fourier变换、Bessel变换高

性能数值积分方法; 第 3节讨论高振荡核 Volterra积分方程的一些最新的数值解法; 第 4节为结束语.

2 高振荡函数高效数值积分算法

高振荡函数高性能数值积分方法包括广义 Fourier 变换、Bessel 变换等是解决高振荡问题的核心

基础之一. 传统的数值积分方法是基于对被积函数的多项式插值逼近, 然后对插值多项式进行积分得

到逼近结果. 对高频振荡的被积函数, 只有当插值节点数比振荡频率还大时, 才能得到较精确的计算

结果, 这样就使得经典的计算方法在计算高振荡积分时计算效率极低或失去了效用.

2.1 广义 Fourier 变换高效数值积分算法

高振荡积分的研究最早可以追溯到上个世纪初, 1928年, Filon [53] 研究了以下形式的高振荡积分:

I[f ] =

∫ b

a

f(x) sin(ωx)dx,

其主要思想是基于 f(x) 的样条逼近: 设 xj = a+ j(b−a)
2n , j = 0, 1, . . . , 2n, pk(x) = a

(k)
0 + a

(k)
1 x+ a

(k)
2 x2

满足 pk(x2k+ℓ) = f(x2k+ℓ) (ℓ = 0, 1, 2), 利用 pk(x) 近似 f(x) 得到

I[f ] =
n−1∑
k=0

∫ x2k+2

x2k

f(x) sin(ωx)dx ≈
n−1∑
k=0

∫ x2k+2

x2k

pk(x) sin(ωx)dx.

上式右端积分可以通过分部积分显式求出. 在此基础上, Flinn [54] 和 Luke [55] 进一步发展了 Filon 方

法, 研究了在小区间上使用更高次的多项式来逼近函数.

关于广义 Fourier 变换

I[f ] =

∫ b

a

f(x)eiωg(x)dx, (2.1)
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当 g′(x) ̸= 0, ∀x ∈ [a, b], Levin [56] 提出了基于匹配算法实现的高效算法 (现称为 Levin方法), Olver [57]

在 Levin [56] 的基础上引入了 Levin 型方法, Piessens、Poleunis、Sloan 等学者 (参见 [58–62]) 提出了

基于 Chebyshev 多项式逼近的、稳定的 Clenshaw-Curtis-Filon 方法. 对于一般的振荡子 g(x), Iserles

和 Nørsett [63,64] 基于分部积分技巧定义了渐进方法、利用 f(x) 的 Hermite 插值逼近提出了 Filon 型

方法; 特别地, 若 f(x)、g(x) 在复平面解析, Milovanovic [65]、Huybrechs 和 Vandewall [66]、Deaño 和

Huybrechs [67] 利用积分与路径无关, 通过路径选择定义了最速下降方法, 其可基于 Gauss-Laguerre 积

分算法实现, 具有更高的关于频率的渐进阶. 积分的最速下降法的思想最早可以追溯到 Riemann 和

Debye, 是研究含大参数积分的渐进展开的一种最重要的工具 [68].

Levin 型方法的优点是不用求矩 I[xk] =
∫ b

a
xkeiωg(x)dx, 局限是要求 g′(x) ̸= 0; 渐进法的局限是

对于固定的 ω 不收敛; Filon 型方法的局限是矩 I[xk] =
∫ b

a
xkeiωg(x)dx 必须易于计算. 大多数数值

例子显示 Filon 型方法较 Levin 型方法具有更高的计算精度, 因而 Iserles 等 [69] 提出了一个公开问

题: 对于复杂振荡子 g′(ξ) = · · · = g(r)(ξ) = 0, g(r+1)(ξ) ̸= 0, 且 g′(x) ̸= 0 当 x ̸= ξ, 是否存在高效

算法? Xiang [70] 提出了 moment-free-Filon 型方法, 其思想是在区间 [a, ξ]、[ξ, b] 分别利用同胚变换

t = r+1
√
|g(x)− g(ξ)|, 把原积分转化为简洁形式

∫ c

0
f̃(t)eiωtr+1

dt, 其可用 Filon 型方法快速求解, 从而

解决了 Iserles 等 [69] 提出的公开问题, 解决了广义 Fourier 变换的高效计算问题. 这些算法均可推广

到高维问题的计算 [71−73]. 这些方法的共同特点是振荡越大计算精度愈高.

Levin 型方法 [56,57,74,75] 设 g′(x) ̸= 0,v(x) =
∑n

k=0 akx
k 为 n =

∑v
k=0 mk − 1 阶多项式, 在点

a = c0 < c1 < · · · < · · · < cv = b 满足

(v′(x) + iωg′(x)v(x))
(k) |x=cj = f (k)(cj), k = 0, 1, . . . ,mj − 1, m0,mv > s > 1.

Levin 型方法定义为

QL
s [f ] =

∫ b

a

(v′(x) + iωg′(x)v(x))eiωg(x)dx = v(b)eiωg(b) − v(a)eiωg(a), (2.2)

其误差满足

I[f ]−QL
s [f ] = O(ω−s−1). (2.3)

Filon 型方法 [63,64] 设 s 为一正整数, g′(ξ) = g′′(ξ) = · · · = g(r)(ξ) = 0, g(r+1)(ξ) > 0, g′(x) ̸= 0

对 x ̸= ξ 成立, x ∈ [a, b], v(x) =
∑n

k=0 akx
k 为 f(x) 在点 a = c0 < c1 < · · · < cq = ξ < · · · < cv = b 的

n =
∑v

k=0 mk − 1 阶 Hermite 插值多项式,

v(cj) = f(cj), . . . , v(mj−1)(cj) = f (mj−1)(cj), m0,mv > s, mq > s(r + 1)− 1.

Filon 型方法定义为

QF
s [f ] ≡ I[v(x)] =

n∑
k=0

akI[x
k], I[xk] =

∫ b

a

xkeiωg(x)dx, k = 0, 1, . . . , n, (2.4)

其误差满足

I[f ]−QF
s [f ] = O(ω−s−1/(r+1)). (2.5)

moment-free-Filon 型方法 [70,76,77] 设 g′(ξ) = g′′(ξ) = · · · = g(r)(ξ) = 0, g(r+1)(ξ) > 0,

g′(x) ̸= 0 对 ̸= ξ 成立, x ∈ [a, b], 则

I[f ] = eiωg(ξ)

(∫ ξ

a

+

∫ b

ξ

)
f(x)eiω(g(x)−g(ξ))dx
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= eiωg(ξ)
[ ∫ (g(b)−g(ξ))

1
r+1

0

f̃2(t)e
iωtr+1

dt−
∫ (g(a)−g(ξ))

1
r+1

0

f̃1(t)e
iωtr+1

dt
]
. (2.6)

上式右端中的积分可基于矩公式

vk(y) =

∫ y

0

tkeiωtpdt =
1

p(−iω)(k+1)/p

[
Γ

(
k + 1

p

)
− Γ

(
k + 1

p
,−iωyp

)]
利用 Filon 型方法高效计算. 这里 Γ(z)、Γ(z, α) 分别表示 Gamma、不完全 Gamma 函数 [78,第 260页].

2.2 Bessel 变换高效数值积分算法

对于 Bessel变换, 1996年 Levin [79] 提出了匹配算法, 把原积分转化为向量值函数积分来处理: 设

F (x) = (f1(x), . . . , fm(x))T 为非振荡的 m- 向量值函数、W (ω, x) = (w1(ω, x), . . . , wm(ω, x))T 为振荡

的、线性无关的 m- 向量值函数,

I[F ] =

∫ b

a

m∑
k=1

fk(x)wk(ω, x)dx ≡
∫ b

a

F (x) ·W (ω, x)dx.

Levin型方法 [79,80] 若W ′(ω, x) = A(ω, x)W (ω, x) (A(ω, x)为m×m矩阵),令 n =
∑v

k=0 mk − 1,

P (x) =

( n∑
k=0

a
(1)
k xk, . . . ,

n∑
k=0

a
(m)
k xk

)T

在点 a = c0 < c1 < · · · < cv = b 满足

[P ′(x) +AT(ω, x)P (x)](k)|x=cj = F (k)(cj), k = 0, 1, . . . ,mj − 1, m0,mv > s > 1.

Levin 型方法为

QL
s [F ] =

∫ b

a

(P ′(x) +AT(ω, x)P (x)) ·W (ω, x)dx = P (b) ·W (ω, b)− P (a) ·W (ω, a). (2.7)

例如, 对于 Bessel 变换
∫ b

a
f(x)Jµ(ωx)dx 且 0 ̸∈ [a, b], 令

W (ω, x) = (Jµ−1(ωx), Jµ(ωx))
T
, F (x) = (0, f(x))T,

则

W ′(ω, x) =

 µ− 1
x −ω

ω −µ
x

W (ω, x), A(ω, x) =

 µ− 1
x −ω

ω −µ
x

 .

此时 Levin 型方法的误差为 [80,81]

I[f ]−QL
s [f ] = O(ω−s−3/2). (2.8)

Levin 型方法的缺陷是积分区间不能包含零点, 且计算复杂性较高、涉及到向量函数的插值逼近.

为克服其计算复杂性, Evans 与其合作者 [82−84] 提出了一种计算高振荡积分

I(f) =

∫ b

a

f(x)w(ω, x)dx =
v∑

k=0

wkf(ck) + E(f) = Q(f) + E(f) (2.9)
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的广义积分法则.

广义积分法则 设 L 为微分算子, 满足 Lw(ω, x) = 0, M 为 L 的自伴算子且 Mz = f . 基于

Lagrange 恒等式

zLw(ω, x)− w(ω, x)Mz = (Z(w(ω, x), z(x)))
′
x , (2.10)

(2.10) 式两边积分得

I[f ] =

∫ b

a

f(x)w(ω, x)dx =

∫ b

a

wMzdx = −Z(w(ω, x), z(x))|ba. (2.11)

一般地, 求解微分方程 Mz = f 异常困难, 因而选取 fk(x) = Mzk(x) 使得 I[fk] = Q[fk] (k =

0, 1, . . . , v) 从而决定权 wk. 通常选取 zk(x) = xk 或者平移 Chebyshev 多项式 T ∗
k (x). 当 w(ω, x) =

eiωg(x)、Jm(ωg(x))、Ai(−ωg(x)) 时, 文 [82] 对 L、M 和 Z 给出了详细的定义.

广义积分法则可推广至更高渐进阶的广义积分法则型方法, 且与 Levin 型方法具有相同的误差

阶 [85]. 对 Bessel 变换, 其缺陷也是积分区间不能包含零点.

Filon 型方法 [86,87] 对 I[f ] =
∫ b

a
f(x)Jm(ωx)dx,设 s为一正整数, v(x) =

∑n
k=0 akx

k 为 f(x)在

点 a = c0 < c1 < · · · < · · · < cv = b 的 n =
∑v

k=0 mk − 1 阶 Hermite 插值多项式,

v(ck) = f(ck), . . . , v(mk−1)(ck) = f (mk−1)(ck), m0,mv > s.

Filon 型方法定义为 [87]

QF
s [f ] ≡ I[v(x)] =

n∑
k=0

akI[k, µ, ω], I[k, µ, ω] =

∫ b

a

xkJµ(ωx)dx, k = 0, 1, . . . , n, (2.12)

其误差满足

I[f ]−QF
s [f ] =

 O(ω−s−3/2), 0 ̸∈ [a, b],

O(ω−s−1), 0 = a < b,
(2.13)

其中矩 I[ν, µ, ω] =
∫ b

a
xνJµ(ωx)dx 可表示为 [88−90]:

(i) 0 ̸∈ [a, b], ℜ(µ+ ν) > −1:

I[ν, µ, ω] =
b

ων
{(ν + µ− 1)Jµ(ωb)s

(2)
ν−1,µ−1(ωb)− Jµ−1(ωb)s

(2)
ν,µ(ωb)}

− a

ων
{(ν + µ− 1)Jµ(ra)s

(2)
ν−1,µ−1(ωa)− Jµ−1(ωa)s

(2)
ν,µ(ra)}, (2.14)

这里 s
(2)
ν,µ(z) 为第二类 Lommel 函数 [88,89].

(ii) a = 0, ℜ(µ+ ν) > −1:

I[ν, µ, ω] =
2µΓ(ν+µ+1

2 )

ων+1Γ(µ−ν+1
2 )

+
b

ων
[(ν + µ− 1)Jµ(ωb)s

(2)
ν−1,µ−1(ωb)− Jµ−1(ωb)s

(2)
ν,µ(ωb)]. (2.15)

注 当 z ≫ 1, s
(2)
µ,ν(z) 有如下展开 [90,第 361页]

s(2)µ,ν(z) = zµ−1

[
1− (µ− 1)2 − ν2

z2
+

{(µ− 1)2 − ν2}{(µ− 3)2 − ν2}
z4

− · · ·
]

= zµ−1

[
1− (µ− 1)2 − ν2

z2
+ · · ·
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+(−1)p
{(µ− 1)2 − ν2} · · · {(µ− 2p+ 1)2 − ν2}

z2p

]
+O(zµ−2p−2). (2.16)

因此, s
(2)
µ,ν(z) 通过截断能被快速逼近. 在第 3 节的数值例子中我们取 10 项截断. 特别地, 若 µ± ν 为

正奇数, 则 s
(2)
µ,ν(z) 具有有限表示 [90,第 447页].

moment-free-Filon 型方法 [87] 对于一般 Bessel 变换 I[f ] =
∫ b

a
f(x)Jm(ωg(x))dx 且

g(a) = g′(a) = · · · = g(r)(a) = 0, g(r+1)(a) ̸= 0, g′(x) ̸= 0 (x ̸= a),

不妨设 g(r+1)(a) > 0, 利用同胚变换 tr+1 = g(x), 则原积分可转化为

I[f ] = (r + 1)

∫ y0

0

f̃(t)Jµ(ωt
r+1)dt, f̃(t) =

f(x)

g′(x)
g(x)r/(r+1), y0 = r+1

√
g(b),

其可利用上述 Filon 型方法高效计算.

moment-free-Filon 型方法解决了 Iserles 等 [63,64] 和 Olver [91] 提出的关于∫ 1

0

f(x)Jm(ωg(x))dx,

∫ 1

0

f(x)Ai(−ωg(x))dx

的高效计算问题.

由于电磁计算中的第一类 Volterra 积分方程往往是病态的 [45,47], 针对这类积分方程, 文 [92] 提

出了更为高效、快速的 Clenshaw-Curtis-Filon 型方法.

Clenshaw-Curtis-Filon型方法 [92] 设 pN+2s(x) =
∑N+2s

j=0 ajT
∗
j (x) (s > 0)为 f(x)在 Clenshaw-

Curtis 点 cj =
a+b
2 + b−a

2 cos
(
jπ
N

)
(j = 0, 1, . . . , N) 的 Hermite 插值多项式 (其可通过快速 FFT 实现),

p
(k)
N+2s(a) = f (k)(a), pN+2s(cj) = f(cj), p

(k)
N+2s(b) = f (k)(b), j = 1, . . . , N − 1, k = 0, . . . , s,

T ∗
j (x) 表示区间 [a, b] 上平移 Chebyshev 多项式. 对 I[f ] =

∫ b

a
f(x)Jm(ωx)dx (ℜ(m) > −1), 定义

QCCF
s [f ] =

N+2s∑
k=0

akM [k, µ, ω], M [k, µ, ω] =

∫ b

a

T ∗
k (x)Jµ(ωx)dx, k = 0, 1, . . . , N + 2s, (2.17)

则

I[f ]−QCCF
s [f ] =


O

(
max06j6s+2{∥f (j)(x)− p

(j)
N+2s(x)∥∞}

rs+1+3/2

)
, 0 ̸∈ [a, b],

O

(
max06j6s+2{∥f (j)(x)− p

(j)
N+2s(x)∥∞}

rs+2

)
, 0 = a < b.

(2.18)

这里 M [k, µ, ω] 称为修正矩, 可表示为

M [k, µ, ω] = M [k, µ, ω, b]−M [k, µ, ω, a],

且

M [k, µ, ω, y] =

∫ y

0

T ∗
k (x)Jµ(ωx)dx =

y

2

∫ 1

−1

Tk(t)Jµ((t+ 1)ωy/2)dt,

当 0 6 k 6 ωy
2 可通过 Piessens 和 Branders [93] 的递归计算:

0 = M [k + 4, µ, ω, y] +
16

ω2
1

[
(k + 3)2 − µ2 − ω2

1

4

]
M [k + 2, µ, ω, y]
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+
16

ω2
1

(4µ2 + 2k + 4)M [k + 1, µ, ω, y]− 16

ω2
1

[
2k2 − 6 + 6µ2 − 3ω2

1

8

]
M [k, µ, ω, y]

+
16

ω2
1

(4µ2 − 2k + 4)M [k − 1, µ, ω, y]

+
16

ω2
1

[
(k − 3)2 − µ2 − ω2

1

4

]
M [k − 2, µ, ω, y] +M [k − 4, µ, ω, y] (ω1 = ωy), (2.19)

其中,修正矩M [0, µ, ω, y]、M [1, µ, ω, y] (= M [−1, µ, ω, y])、M [2, µ, ω, y] (= M [−2, µ, ω, y])、M [3, µ, ω, y]

(= M [−3, µ, ω, y]) 可用 (2.15) 计算; 当 k > ω1

2 , 修正矩 M [n, µ, ω, y] 需用 Oliver 算法 [93−95] 实现.

图 3 显示 Clenshaw-Curtis-Filon 型方法计算
∫ 2

1
cos(x)Y1(rx)dx.

注 1 所有这些算法适用于 Bessel 型函数如 Hankel 函数、修正 Bessel 函数、Airy 变换以及高

振荡 Hilbert、Hadamard 变换等, 其数值高效性可参见文 [96–107] 中的数值算例.

m1=m2=···=m8=1 

m1=m8=2, m2=···=m7=1 

0 20 40 60 80 100
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s = 0
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10−16
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10−6
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 r
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r  1  100

s = 1

(a) (b)

(c) (d)

图 3 绝对误差 ((a),(c)) 以及绝对误差乘以 rs+ 5
2 ((b),(d)): Clenshaw-Curtis-Filon 型方法计算∫∫∫ 2

1 cos (x)Y1(rx)dx: N = 1 或 7, s = 0 ((a),(b)), s = 1 ((c),(d))
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3 高振荡 Bessel 积分核的 Volterra 积分方程高效数值算法

高振荡 Bessel 积分核的 Volterra 积分方程∫ x

a

(x− t)mJm(ω(x− t))y(t)dt = g(x), x ∈ [a, b],

近年来引起了许多学者的关注 [39,45−47], 这里 g(x) 是已知函数且满足 g(a) = 0. 上述方程的特征是当

ω ≫ max{1,ℜ(m)}

时, Jm(ω(x− t))呈现高振荡, 这意味着传统的数值解法不适用于求解此类方程. 其求解难度也可从其

解的渐进性看出 [92]:

y(x) =


O((ωx)1+ℜ(m)), 若 −1

2
< n−ℜ(m)− 1 <

3

2
,

O((ωx)n−
3
2 ), 若

3

2
6 n−ℜ(m)− 1,

其中, n = ⌊2ℜ(m) + 1⌋+ 1 (⌊2ℜ(m) + 1⌋ 表示不超过 2ℜ(m) + 1 的最大整数).

高振荡 Bessel 积分核的 Volterra 积分方程求解方法可分为两类 [47,92,108]: 直接解法和间接解法.

3.1 直接解法

直接解法是基于方程解的解析表达式利用高振荡数值积分方法高效计算.本小节我们介绍直接解

法: Clenshaw-Curtis-Filon 型方法解高振荡 Bessel 积分核的 Volterra 积分方程∫ x

a

(x− t)mJm(ω(x− t))y(t)dt = g(x), x ∈ [a, b], (3.1)

和 ∫ x

a

(x− t)m/2Jm(ω
√
x− t)y(t)dt = g(x), x ∈ [a, b]. (3.2)

关于积分方程 (3.1), 当 m = 0 时,∫ x

0

J0(ω(x− t))y(t)dt = g(x), x ∈ [0, T ],

可通过 Laplace 变换求解, 其解可表示为

y(x) = g′(x) + ω2

∫ x

0

g(x− t)J0(rt)dt− ω

∫ x

0

g′(x− t)J1(rt)dt.

这样 ∫ x

0

g(x− t)J0(ωt)dt,

∫ x

0

g′(x− t)J1(ωt)dt

可利用 Bessel 变换的 Filon 型方法高效求解 [108], 从而解决了 Brunner 等 [45] 提出的一个公开问题.

对于一般情形, 根据 [109] 和 [110] 中的 (1.8.17),∫ x

a

(x− t)mJm(ω(x− t))y(t)dt = g(x)
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的解可表示为

y(x) =

(
2

ω

)n−1

A

(
d2

dx2
+ ω2

)n ∫ x

a

(x− t)n−m−1Jn−m−1(ω(x− t))g(t)dt,

这里

−1

2
< ℜ(m) <

n− 1

2
, n = ⌊2ℜ(m) + 1⌋+ 1, A =

Γ(m+ 1)Γ(n−m)

Γ(2m+ 1)Γ(2n− 2m− 1)
.

令

g1(x) =

(
d2

dx2
+ ω2

)
g(x), gk+1(x) =

(
d2

dx2
+ ω2

)
gk(x),

f1(x) = (x− a)n−m−1Jn−m−1(ω(x− a))g(a) + ω(x− a)n−m−1Jn−m−2(ω(x− a))g′(a),

fk+1(x) = (x− a)n−m−1Jn−m−1(ω(x− a))gk(a) + ω(x− a)n−m−1Jn−m−2(ω(x− a))g′k(a),

利用 d
dxx

νJν(x) = xν+1Jν(x), 得

y(x) = A

(
2

ω

)n−1 {∫ x−a

0

tn−m−1Jn−m−1(ωt)

(
d2

dt2
+ ω2

)n

g(x− t)dt

+

(
d2

dx2
+ ω2

)n−1

f1(x) + · · ·+
(

d2

dx2
+ ω2

)
fn−1(x)

}
(3.3)

(参见 [92]), 其中 J
(k)
ν (x) 可由以下公式及其递推求得: Jν(ωx)

Jν+1(ωx)

′

=

 ν
x −ω

ω −ν+1
x

 Jν(ωx)

Jν+1(ωx)

 .

特别地, 若

g(a) = g′(a) = · · · = g(n−1)(a) = 0,

则

y(x) = A

(
2

ω

)n−1 ∫ x

a

(x− t)n−m−1Jn−m−1(ω(x− t))

(
d2

dt2
+ ω2

)n

g(t)dt (3.4)

(参见 [110]). 因此积分方程 (3.1) 可用 Clenshaw-Curtis-Filon 型方法高效计算.

例 3.1 我们考虑 Clenshaw-Curtis-Filon 型方法解∫ x

0

(x− t)−
1
3 J− 1

3
(ω(x− t))y(t)dt = g(x), g(x) = xex.

y(x) 可表示为 [92]

y(x) =
1

2
x

1
3 J 1

3
(ωx) +

x
4
3

2

∫ 1

0

t
1
3 (x− xt+ 2 + ω2x(1− t))ex−xtJ 1

3
(ωxt)dt.

对于积分方程 (3.2), 其解可表示为 [92]

y(x) =

(
2

ω

)n−2 ∫ x−a

0

s
n−m−2

2 In−m−2(ω
√
s)g(n)(x− s)dts

+ (x− a)
n−m−2

2 In−m−2(ω
√
x− a)g(n−1)(a) + · · ·

661



向淑晃: 一些高振荡积分、高振荡积分方程的高性能计算

+
dn−1

dxn−1
(x− a)

n−m−2
2 In−m−2(ω

√
x− a)g(a), (3.5)

其中

−1 < ℜ(m) < n− 1, n = [ℜ(m) + 1] + 1.

特别地, 若

g(a) = g′(a) = · · · = g(n−1)(a) = 0, n = [ℜ(m) + 1] + 1,

则其解为

y(x) =

(
2

ω

)n−2 ∫ x

a

(x− t)
n−m−2

2 In−m−2(ω
√
x− t)g(n)(t)dt

= 2

(
2

ω

)n−2 ∫ √
x−a

0

un−m−1In−m−2(ωu)g
(n)(x− u2)du. (3.6)

所以积分方程 (3.2) 也可用 Clenshaw-Curtis-Filon 型方法高效计算. 数值结果见表 2, 其中 ck = 1
2 +

1
2 cos(kπ/N), k = 0, 1, . . . , N , N = 2 及 s = 0, 1, 2.

例 3.2 我们考查 Clenshaw-Curtis-Filon 型方法解∫ x

0

J0(ω
√
x− t)y(t)dt = g(x), g(x) = xex.

由 (3.6), 其解可表示为 [92]

y(x) = I0(r
√
x) +

∫ x

0

I0(ω
√
t)(x− t+ 2)ex−tdt,

= I0(ω
√
x) + 2

∫ √
x

0

I0(ωu)(x− u2 + 2)uex−u2

du

= I0(ω
√
x) + 2x

∫ 1

0

I0(ω
√
xs)(x− xs2 + 2)sex−xs2ds.

因为

Iν(z) = eπνi/2Jν(ze
πi/2),

表 2 例 3.1 描述的 Clenshaw-Curtis-Filon 型方法的相对误差

s x\ω 800 1600 2400

s = 0 1
4

1.79× 10−5 1.17× 10−5 1.56× 10−6

1
2

4.12× 10−5 1.53× 10−5 2.41× 10−6

1 4.88× 10−5 2.57× 10−5 1.73× 10−6

1
4

4.23× 10−9 7.01× 10−10 2.17× 10−10

s = 1 1
2

1.05× 10−8 2.23× 10−9 1.73× 10−9

1 3.19× 10−8 9.12× 10−9 5.73× 10−9

1
4

2.10× 10−14 4.43× 10−15 2.41× 10−16

s = 2 1
2

2.50× 10−13 2.58× 10−14 2.10× 10−15

1 1.31× 10−12 1.63× 10−13 6.06× 10−15
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表 3 例 3.2 描述的 Clenshaw-Curtis-Filon 型方法的相对误差

s xω 50 100 200

1
4

6.53× 10−6 2.18× 10−6 6.30× 10−7

s = 0 1
2

6.79× 10−5 2.11× 10−5 5.88× 10−6

1 7.60× 10−4 2.25× 10−4 6.13× 10−5

1
4

2.71× 10−9 5.81× 10−10 9.62× 10−11

s = 1 1
2

9.25× 10−8 1.73× 10−8 2.66× 10−9

1 3.29× 10−6 5.59× 10−7 8.17× 10−8

1
4

6.36× 10−13 9.29× 10−14 9.17× 10−15

s = 2 1
2

7.32× 10−11 8.68× 10−12 7.58× 10−13

1 8.45× 10−9 8.56× 10−10 6.86× 10−11

其中 −π < arg z < 1
2π (见 [78, 方程 9.6.3]), 所以∫ 1

0

tµI0(ω
√
xt)dt =

∫ 1

0

tµJ0(ω
√
xit)dt = I[µ, 0, ω

√
xi],

其可由 Bessel 矩 (2.15) 的公式计算. 数值结果见表 3, 其中 ck = 1
2 + 1

2 cos(kπ/N), k = 0, 1, . . . , N ,

N = 2 及 s = 0, 1, 2.

3.2 间接解法

弱奇异高振荡 Bessel 核 Volterra 积分方程

y(x) +

∫ x

0

Jm(ω(x− t))

(x− t)α
y(t)dt = f(x), x ∈ [0, 1] (3.7)

在数学物理问题有广泛的应用 [111,112], 其解在许多情形下无解析表达式, 因而直接方法失去了效用.

方程 (3.7) 具有如下性质 [113]:

(i) 若 f ∈ C[0, 1], 0 6 α < 1, 则解 y(x) 关于 ω > 0 一致有界,

max
ω∈[0,+∞)

∥y(x)∥∞ < ∞.

(ii) 若 f ∈ C1[0, 1], 0 6 α 6 m, 则解 y ∈ C1[0, 1] 满足

y(x) = f(x) +O(ω−1+α), ω ≫ 1,

且 y′(x) 关于 ω > 0 一致有界.

(iii) 若

f ∈ Cq[0, 1] (q > 1), 0 < m < α < 1,

则解 y ∈ C[0, 1] ∩ Cq(0, 1], 且 |y′(x)| 6 Cαx
−α (x ∈ (0, 1]), 其中 Cα 为一与 ω 无关常数.

Filon 方法 QF
N

[113] 设 0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tN = 1,

L[y(0), y(tj)] = y(0) +
y(tj)− y(0)

tj
t
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表示 y(0), y(tj) 的线性插值. 由 y(0) = f(0) 得到 j = 1, 2, . . . , N ,

y(tj) +

∫ tj

0

Jm(ω(tj − t))

(tj − t)α
L[y(0), y(tj)]dt = f(tj)−

∫ tj

0

Jm(ω(tj − t))

(tj − t)α
{y(t)− L[y(0), y(tj)]}dt.

Filon 方法定义为

yj =
tjf(tj)− f(0)I[1− α,m, ω, tj ]

tj + tjI[−α,m, ω, tj ]− I[1− α,m, ω, tj ]
, j = 1, 2, . . . , N. (3.8)

Filon 方法的误差: 设 f ∈ C1[0, 1], 0 6 α < 1, 则

yj − y(tj) = O

(
1

ω1−α

)
. (3.9)

若 f(0) = 0 且 f ∈ C2[0, 1], 则

yj − y(tj) = O

(
1

ω2−α

)
. (3.10)

分段常数或线性连续匹配法 [113] 设

I∆ = {tj : j = 0, 1, . . . , N},

ŷ(x) 为 y(x) 的近似,

ŷ(x)|(tj ,tj+1]

 为一常数, j = 0, 1, . . . , N − 1,

为线性函数, j = 0, 1, . . . , N − 1

满足

ŷ(tj) +

∫ tj

0

Jm(ωt)

tα
ŷ(tj − t)dt = f(tj), j = 1, 2, . . . , N.

分段常数匹配法 QL,0
N 定义为

ŷ1 = f(0), ŷj =
f(tj)−

∑j−1
i=1 ŷi(I[−α,m, ω, tj−i+1]− I[−α,m, ω, tj−i])

1 + I[−α,m, ω, t1]
, j = 2, . . . , N, (3.11)

其数值算法具有较好的稳定性.

线性连续匹配法 QL,1
N 定义为

ŷ1 =
f(t1)t1 − f(0)I[1− α,m, ω, t1]

t1 + t1I[−α,m, ω, t1]− I[1− α,m, ω, t1]
,

ŷj =
f(t1)t1 − ŷj−1I[1− α,m, ω, t1]−Q1 −Q2

t1 + t1I[−α,m, ω, t1]− I[1− α,m, ω, t1]
, j = 2, . . . , N,

(3.12)

其中

Q1 =

j−1∑
k=1

t1(tk+1ŷj−k − tkŷj−k−1)

tk+1 − tk
(I[−α,m, ω, tk+1]− I[−α,m, ω, tk]),

Q2 =

j−1∑
k=1

t1(ŷj−k−1 − ŷj−k)

tk+1 − tk
(I[1− α,m, ω, tk+1]− I[1− α,m, ω, tk]).

表 4–5 显示 Filon 方法、匹配法求解第二类高振荡核 Volterra 积分方程的高效性.
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表 4 Filon 方法、匹配法求解 y(x) +
∫ x
0

J0(ωt)√
t

y(x − t)dt = sin(x) (ω = 104)

x 0.1 0.5 1

QF
10 0.09778806153725 0.46960145889132 0.82422771691863

QL,0
10 0.09778746085725 0.46960046983603 0.82422691381786

QL,0
100 0.09778852007547 0.46960196841630 0.82422791394085

QL,1
10 0.09778806153725 0.46960143190203 0.82422759760585

QL,1
100 0.09778806023321 0.46960142272695 0.82422758074811

表 5 Filon 方法、匹配法求解 y(x) +
∫ x
0

J0(ωt)√
t

y(x − t)dt = sin(x) (ω = 108)

x 0.1 0.5 1

QF
10 0.09981253487447 0.47932525900365 0.84129497754997

QL,0
10 0.09981253487324 0.47932525900275 0.84129497754926

QL,0
100 0.09981253487543 0.47932525900435 0.84129497755031

QL,1
10 0.09981253487447 0.47932525900362 0.84129497754985

QL,1
100 0.09981253487447 0.47932525900361 0.84129497754983

分段常数或线性连续匹配法具有以下的误差分析: 设

f ∈ C1[0, 1], 0 6 α < 1,

{tj}Nj=1 为一致分布, h = 1/N . 分段常数或线性连续匹配法误差为

max
16j6N

|ŷj − y(tj)| = O

(
h1−α

ω1−α

)
.

注 2 上述间接方法可直接推广到弱奇异高振荡 Bessel 核 Fredholm 积分方程的计算, 也很容

易应用于弱奇异高振荡 Bessel 核第一类 Volterra 方程 [114] (见表 6–7)、弱奇异高振荡三角函数核的

Volterra 和 Fredholm 积分方程的求解.

表 6 Filon 方法、匹配法求解
∫∫∫ x

0
J0(ωt)√

t
y(x− t)dt = sin (x) (ω = 104)

x 0.1 0.5 1

QF
10 4.77301777319465 22.91705064883280 40.22228925024157

QL,0
10 4.77158713415073 22.91469534218337 40.22037690297926

QL,0
100 4.77410835173220 22.91826457983211 40.22275820099042

QL,1
10 4.77301777319465 22.91698632215610 40.22200508730764

QL,1
100 4.77301442196750 22.91696447036630 40.22196494232428
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表 7 Filon 方法、匹配法求解
∫∫∫ x

0
J0(ωt)√

t
y(x− t)dt = sin (x) (ω = 108)

x 0.1 0.5 1

QF
10 0.47719255862206e+3 2.29160037728700e+3 4.02213705066743e+3

QL,0
10 0.47719253063212e+3 2.29160035676694e+3 4.02213703440968e+3

QL,0
100 0.47719258060041e+3 2.29160039331785e+3 4.02213705821737e+3

QL,1
10 0.47719255862206e+3 2.29160037664509e+3 4.02213704782770e+3

QL,1
100 0.47719255859097e+3 2.29160037642550e+3 4.02213704742428e+3

4 结束语

一些数学物理问题具有深远的物理意义和重大的应用价值,例如众所周知的量子物理、天体物理中

的 Schrödinger方程、Boltzmann方程、电磁、声波散射中的Maxwell方程、Helmholtz方程、Weierstrass

积分方程等. 数学物理问题的研究背景在许多情形下具有高频 (或大波数)、呈现高振荡性, 传统的数

值方法存在求解难度,因此高振荡问题的理论与计算被公认为是科学计算领域最具挑战性研究领域之

一. 本文从积分方程解法角度出发, 探讨了高振荡问题的理论与计算核心基础之一的广义 Fourier 变

换、Bessel 变换的高效算法、高振荡积分方程求解的最新进展.

致谢 作者感谢评审专家的评论及建设性建议.
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Efficient methods for some highly oscillatory integrals and integral equations

XIANG ShuHuang

Abstract A number of mathematical and physical problems occur in the areas of electromagnetics and acoustic

scattering simulations, which are of important theoretical values and have wide applications. High oscillation plays

a crucial role and represents formidable mathematical and computational challenge. Highly oscillatory differential

equations and integral equations are two fundamental models for these problems, whose computations are difficult

and of many challenging problems. From the view of reformulation by means of integral equations, this paper gives

a survey on the new developments on highly oscillatory problems, particularly, the details on generalized Fourier

transforms, Bessel transforms and Volterra integral equations with highly oscillatory kernels. These methods

share that the higher the frequency the more accurate of the numerical solution, which provides a new way of

solving these kinds of equations.

Keywords highly oscillatory problem, highly oscillatory integral, highly oscillatory differential equation,

highly oscillatory integral equation, efficient method
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