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关于代数体函数反函数的直接超越奇点

吕 以 荤
( 中国科学院数学研究所)

摘 要

本文证明了代数体函数的反函数只有超越奇点
,

毕卡例外值必是直接超越奇点
,

讨论直接超越奇点的个数和代数函数体的级的关系
.

类
,

文中建立并证明了 w im an 型定理
.

对下级 、 < 生 的代数体 函数
Z公

关于代数体函数的反函数的超越奇点
,

与亚纯函数 比 较
〔’

,

xI ’ ,

一般性的 研究还 比 较 少
.

v ial or lnz
,
只研究过零级的一 类代数体函数的反函数的超越奇点的个数估计

.

赵进义
为」研究过

二次方程定义的代数体函数的反函数的奇点分类问题
.

本文研究一般代数体函数的反函数超

越奇点的一些问题
.

一
、

关于奇点的类型和性质

设 留 ~ 洲 (习 为不可约方程

中(
z , 。 ) 三 A

,

(
z ) 州

”

+ A
,一、

( z
) 阳

,一 ,
+ … + A 。

( z
) ~ o ( 1

.

1 )

所定义的
,
值代数体函数

,

其中 A
,

( z)
,

…
,

左。

( z) 是
z一平面的整函数

,

没有公共零点者
.

却 ~ 翻 ( 二 ) 是
二
值函数

,

它的单值定义域是一黎曼曲面
,

记为 反
二 ,

反
:

是
。 一平面的

,
叶覆

盖
,

它由 l(
.

1 ) 式所确定的代数函数元素的全体构成者
1)

.

左
二

上的点
,

可以看作代数函数元 素
,

用 牙表示
,

它在
二一平面上的投影 (迹点 ) 是

名 .

每一代数函数元素存在唯一的反函数元素
.

( 1
.

1) 式所确定的代数函数元素的反函 数元

素的全体作成的集合
,

称为代数体函数的反函数
,

记为
z

~ (z 却 )
,

它的单值定义域是覆盖 翻 -

平面 (球面 )的黎曼曲面 友
“ .

通过每一代数函数元素与其反函数元素的一一对应
,

反,
解析同

胚于 友
: ,

可以看作是同一黎曼曲面
.

设 留。
为 却一平面上一点

,

L 留 为终端在 留 。
的连续曲线 (路径 )

,

在 L 留 上取一点 。 ;
笋 阳。 ,

而在 留 ;

上取定
。

( 州 ) 的反函数元素 汤
, ,

右 拓
,

沿 L
“ ,

可解析开拓 (这里及以后都指一 般 的 代

数函数元素都参与开拓者 )
,

但不能解析开拓到端点 州。 ,

则 留。

称为代数体函数的反函数所取定

的分支的超越奇点
.

同一 洲 。

可以是反函数若干分支的超越奇点
.

按此定义
,

超越奇点 留。 ,

对应黎曼曲面 反
。 的一个可达边界点

,

它在 。 一平面上的投影可以

看作是 留。 .

因此
,

在 却。
上对应有 反

`

的若干个可达边界点
.

在 反
。

上
,

设 L :

为始点在 g
,

的路径
,

我们称 L :

趋于 及
。

的边界
,

假如对于 岌
二

上的任一圆

本文 1 9 7 8 年 1() 月 11 日收到
.

1 ) 代数体函数的黎受曲面类似于代数函数的黎曼曲币I的构造
,
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域{ 刻 <
r

(指 反
。

上v 叶覆盖圆 }
。

} <
r

的域 )
, L :

从某一点之后整个位于 }刻 <
、

外
.

引理 1
.

若 留。

是一超越奇点
,

则反函数元素沿路径 L 。
进行解析开拓时

,

在 户
二

上对应 的

代数函数元素画 出一路径 乙 : ,

乙 ,

的始点 三
;

是与 拟 1

上取定的反函数元素 汤
:

相对应的
,

L ;

的

终端则趋于 反
二

的边界
.

由引理 1 便可推出
,

超越奇点 阳。

是代数体函数 洲 (习 的以 L :

为渐近路径的渐近值
,

且反

之亦然
.

因而超越奇点与渐近值相互对应
.

现设 。 。

为超越奇点
,

L
,。

为终端在 拟 。
的相应路径

,

乙 : 为 花
二

上对应的渐近路径
.

给定

; > 0 ,

在 留一平面上作圆 }
。 一 , 。 。

J < *

f当
留。
一 co 时

,

应代以 }
`。

}> 生
,

下同、
.

在 :
, ; , _

。取一
\ 召 /

点 。 : ,

使 留 ,

在圆 }。 一 ljt 。

} 一 p 上
,

而 鱿
I

在 拟 ;

后整个位于圆 J
`。 一

` 。 。

J < p 内
.

在 月
二

上圆

}。 一 留。

{ < p 对于 拟 一 却 (的 的原像集是一开集
,

取其 中包含 L :

的连通分支
,

它确定一个

域记为 己( 阳
。 ,

沁
.

L :
自对应于

: 。 .

的 三
,

之后整个位于域 云( 留
。 ,

刃 内
.

对于两个超越奇点 留 。

和 诚
,

假若 留。
笋 斌

,

或当 阳。
一 诚 时存在充分小的数 户 > 。

,

其

对应的域 若( 。
。 ,

刃 与 云(诚
,

刃 不重合
,

则称 阳。
与 诚 为不同分支的超越奇点

,

简称为不同的

超越奇点
.

对于超越奇点 哟
,

若存在充分小的 p > 0
,

在对应的域 云( 拟
。 ,

力 内
,

函数
: ,

~ 却 (的 不

取值 。 。 ,

则称 。 。

为直接超越奇点
,

与此相反者则称为非直接超越奇点
.

显然
,

若一超越奇点是毕卡 ( iP c ar d) 例外值
,

则一定是直接超越奇点
.

现建立 vI er se n
型定理

,

它说明代数体函数反函数只有超越奇点
.

定理 1
.

设 酬 一 。 (幻 为 (J
.

1) 式定义的代数体函数
,

t1) 。
为 州一平面上任一点

.

p ,

> 0 为

任意给定的数
,

在圆 {留 一 洲。

」~ p
.

上任取一点 阳 ` ,

在 州 ,

上取一反函数元素 硒
, ,

则在圆

1。 一 阳。

】< p ;

内必存在连接 留 ;

与 留。
的路径 ttL

, ,

反函数从 汤
;

出发沿 L
: `

可解析开拓
,

最多

端点 浏。
不能开拓到

.

定理的证明主要在于建立下列引理
.

引理 2
.

任给 p > o ,

设域 云(断
,

刃 为圆 }。 一 拟 。

I < p 对于 洲 ~ 翻 (的 在 岌
。

.

上的原 像

集的一连通分支
,

则 州 一 州 (幻 在 云( 。
。 ,

刃 内的下确界

d = i n f
乙 (浓。 , 户)

即 ( 。 ) 一 阳。

j ~ 0
.

证
.

可以假定
,

在域 云( 洲
。 ,

动 内 。 (幻 一 州。
护 。 ,

否则引理显然成立
.

现反证之
,

假定

d > 0
.

按假设
,

在 云( ,。 。 妙 内 d 成 l
`。 (习 一 即。

! < p ,

而在 云( 即
。 ,

沁 的边界 八
; 。 。 ,

动 丘

1和 (习 一 洲。

」~ .P

考虑函数

tt/ *

(的 ~ 一一生一。 (忿 ) 一 留
。

它在 云(断
,

刃 内没有极点
,

满足
一

l < }阳
,

(幻 } 成 生
,

且以 生 为上确界
.

尸 d d

此外在 矛(
“ , 。 ,

户)

上 1即
一

叹习 1一 我们可在域 己(
`代

,
p
。

) 内取一点列 {万
阴

}
,

使得 当
, , ;
一 + co 时

,

J
。 , `
仕 ) 1



第0 1期 吕以竿 :关子代数体函数反函数的直接超越奇点

在 戴 之值 }
:。*

(
:, :

) i一工
.

以下分两种情况讨论之
.

d

当 云(
`。 。 ,

p ) 包含于某一 {刻 <
,

·

内
,

或 {氮
,

} 在 己(
,。 。 ,

沁 内有一极限点时
,

则经选取子

序列后
,

可以假定 三
。

一 禹
.

而在 牙
。

有 }
t。 *

( 0z ) ! 一 工
.

按极大模原理
,

:
。

必在边界 矛(断
,

刃
d

一

L
,

因此 ! tt,
*

(
。 。

) }一 生
.

P

从而得到 生 一 生
,

而与 生 < 卫
一

矛盾
,

弓}理 2 得证
.

在其它情况下
,

对任何充分大的数
r

> 0
,

` ( 。
。 ,

刃 内没有极限点
.

取定
,

·

。
> 1

.

令

己

p )门 ( }三} 一
,
·

) 特 中
,

_

且 任
,

} 在 云( 。
。 ,

乙
, 。

一 云( 留
。 , , ) n ( I牙l > ,

·

。

再令

矛
’

= 矛(
,。 。 , ; ) 自 ( J若l )

,
·

。 )
,

护“ 一 ( 1子l ~
,

·

。
) 门云( 留

。 , p )
,

则 己
。

的边界 r 、 一 ~lI’ u ~I’’
’ .

令

M 一 s

留1, * (“ ) 1
,

1 ,
, , 一 1

— 哭之 l性 ` 石
.

—

在 几
。 一

上

!翻
*

( 二 ) ! 、 Ma x

(生
,

、 、、 、
.

\ P /

设 ; 为任意取定的正整数
,

在 瓦
。

内作函数 】。 * (的 /尹
“

{
.

在几
。

上 我们 也 有 {州
,

(的 /尸
“

I

簇 对
.

对于充分大的
,

·

>
,
·

。 ,

在 乙(断
,

刃 门 ( 】刻 >
,

) 内
,

1
_

. .

* I ~ \ 1 , !

卜竺决竺艺 { ( 份共, j
,

. 作 1 , 仔 叹 才 4。 吕 , 科 ,
` . , 弓口 , 、

它可以任意小
.

按极大模原理
,

}。
*

( : ) /
。 lP/ !只能在 往

。

的边界 元
。

达到最大值
.

因而在 氏
。

内
,

有 1
`。 (的 z/

`

州 簇 M
.

那可以任意大
,

从而有 1。
* (习 1镇 M

.

代人点列 任衬
,

取极限后便得

,。
’ `一 ,砷

合
` M

,

矛盾
.

引理 2 证完
.1一̀

VM与而

定理 1 的证明
.

设 厉
;

在 反
:

的对应点为 牙
, ,

域 云( 留
( ,

p ;

) 为圆 }
,。
一 。 。

} < p L

对于 尸 ~

洲 (
。

)在 友
二

上的原像集的一连通分支
,

其边界包含点 三
,

.

假若在域 云( 洲
。 , 。 .

) 内存在一点 几
,

函数 。 (
二

) 取值
n ,

(街 ) ~
,峋

.

这 时 在 云(断
, p :

) 内

用连续曲线 L :
连接 万

,

与 三
。 ,

则 L :
对于 )tt ~ 州 (

:
) 的像 L

,`

便是所要求的路径
,

并且反函数

沿 L
,。

可以开拓到 却。 .

在其它情况下
,

在域 若(哟
, p :

) 内
,

却 (的 一 ;。 。
特 。

.

取正数序列 p ,

> p ,

> … > p
。

…
,

使 当
。

一 co 时 几
,

一 。
.

设 氛 (n ) 2 ) 为圆 !阳 一
“ 、 } < 。 。

对于
; 。
一 “ ,

(幻 在 反
二

上 的 原 像

集
,

它为开集由最多可数多个连通分支组成者
.

根据弓}理 2
,

}。
,

(习 一
, 。 。

1在 云(叭
,

p ,

) 不能

有大于 。 的下界
,

云(
。 。 , p 工

) 内必包含 云
2

的一连通分文记之为 云( 即
。 ,

内 )
.
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云 (
` 。 。 , 、 :

) 。 云( 留
。 ,
夕2

)
.

同理 云(留
。 , 。 2

) 内必包含 云
,

的连通分支记之为 云(留
。 , 。 3

)
,

云( 。
。 ,

, 2

) 〕 云(州
。 , , 3

)
.

如此继

续
,

可得连通分支序列

云(留
。 ,
户:

) 〕 云̀ 留。 , 。 2

) 。 二

显然
,

对任何
, > u

,

存在正整数
, 。 ,

使得当

·

… D 云(哟
,

心 ) D
·

… …
。

> 。 。
时

,

乙(叭
,

巧 ) 在 J引 <
,

·

之外部
.

事实

上
,

令 I留 ( 二 ) 一 。 。

!在 云( 留
。 ,

, L

) n ( Ì l <
r

) 的下界为 d
, .

显然 d
,

> 0
.

只要取
, 。

使 ,
。 。

<

dr 便合要求
.

当 。 〕 2 时
,

在 云(断
,

内 ) 内取一点 风
.

牙
.

上已取定
.

在 云(构
,

入 )(
。
妻 l) 用

连续曲线连接 `
。

和 牙
。 + : ,

且记之为 L赫 ,
, .

作 L : 一 U 玩声 、
, ,

则 L ,
趋于 反

:

的边界
,

沿

L , 函数 留 ~ 留 (的 趋于 叭
.

L ,
对于翻 ~ 留 (习 在 留一平面上的像 乙

,。

即定理所求路径
.

这时

反函数沿 L 阳 可以解析开拓
,

而不能开拓到端点 留。 .

由定理 1 可直接得到下列系理
.

系理
.

代数体函数的毕卡 (巧 ca r
d) 例外值一定是反函数的直接超越奇点

.

二
、

直接超越奇点个数的估计

设 。 一 , (幻 为 l(
.

1) 式所定义的
,
值代数体函数

.

却。
为其反函数的一个 直接超 越 奇

点
.

根据定义
,

设 L 川 为终端在 留。
的路径

、
L : 为 友

二

上的对应路径
.

取定充分小的 数 p > 0
,

设 云(哟
,

刃 为圆 1即 一 留。

1 < p 对于 留 ~
`。 (幻 在 左

:

上的原像集的一连通分支
,

包含 L :

在其 内且 留 (
二

) 一 翻 。

笋 0
.

在 反
二

上
,

云(哟
,

l,) 的边界 由与圆周 】州 一 洲。
J一 p 对应的原像组

成
,

记之为 八断
,

刃
.

由于 反
二

曲面的分支点和 天
:

上具有 阳
’

(的 一 。 的点最多是可数的
,

可以

假定在八 。 。 ,

刃上没有 友
二

的分支点和 洲
`

咬二 ) 笋 。
.

因此 ~l’( 即。 ,

刃 由最多可数多条解析曲线组

成
.

此外还可假定 p > 0 充分小
,

使 反
二

上的点其迹点
: 一 。 者在 云( 留

。 ,

刃 之外
.

由于 云(留
。 ,

刃 包含趋于 反
二

边界的路径 L 居 ,

云(留 。 ,

沁 必延伸到 友
:

的边界
.

因此存在 一
r 。

> o ,

使得对于任何
,

·

)
,、 ,

云( 即
。 , p ) 门 ( l三! ~ ,

·

) 笋 巾
.

令 云
,

(即
。 , p ) ~ 云( 即

。 , p ) 门 ( l牙1 <
,

)
,

户
,

( 留
。 , 尸 ) ~ 护(翻

。 , 。 ) 门 ( I牙I <
;

)
,

百
,

~ ( !牙l

~ , )门乙(留
。 , 户)

.

乙
,

( 阳
。 , 户) 的边界为 护

,

(留
。 ,
户 ) U J

, .

良最多
,
叶覆盖圆 1

。

1 ~
; ,

它在 }
。

{ 一
,

上的像曲线 已 由有限多个圆弧组成
.

设 。
,

的

总长度为 川 (
:

)
,

并以此定义为 口
,

的弧 氏
.

显然我们 育 。 < 口、 口 簇 2
,
气

我们有下列基本引理
.

基本引理
.

着
, 值代数体函数 川 ~ 留 (幻 具有直接超越奇点 留。 ,

且 相应 的域 云(即
。 ,

刃

当
、

> ; 。
> o 时

,

不整个包含 {刻 一
,

·

,

则

。̀ g T (
,

一 , 必
笼

{刃念
一 C ( 0 < · < ` )

,

( 2
.

1 )

i1ln 些红丝公巡立
,

于二二 lo g r
( 2

.

2 )
--l--加妻

其中 c 为与 犷 无关的常数
,

T (
; ,

留 ) 为
t。 (幻 的特征函数

` , .

1 ) 关于代数体函数值分布论的一些记号本文参照文献 协」
.
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这一基本 引理的证明
,

是采用 aC
r lo m an 微分不等式的方法

,

及根据下面的引理
.

引理 3
.

设 y 一 y ( : ) 为 2,
值代数体函数

,

由方程

刀
,

(屠 )夕
”

+ B ~
,

( 劣 )夕尸
`

+ … + B 。
( 。 ) ~ o ( 2

.

3 )

定义
,

其中 B
,

(的
,

…
,

瓦 (幻 为 : 一平面的整函数
,

没有公共零点者
.

则对于任何
护 > 0

,

必

存在一 厂
,

满足
r

<
r `

< 3
; / 2

,

y (习 在 {
: { ~ ;.’ 上没有极点

,

并且

10 9
十
卫 (

,厂 ,

夕) ( 8 , ` T ( 1 9 2 r ,

夕。 十 C 。 ,

( 2
·

4 )

其中 ` 。
为仅与 ”

有关的常数
·

盯 .
’ ·

, ) 一 l

票到
, (习 {

· 了 (勺 , ) 为特征函数
·

现在证明基本引理
.

在 反
:

曲面的域 云(川

P

,
p ) 作函数

即 ( : ) 一 洲。
( 当 留。

~ co 时
,

应类似地考虑函数 p 洲 (的 )
,

它在 乙(阳
。 ,

刃 内没有极点
,

且有 , 下共
一

, =>1
l留 气名 夕 一 留 0 1

而在边界 矛 (。
。 , p ) 上

留 ( , )
一

。 。
!

作函数

u ( 二 ) ~ 10 9 P

{拟 (。 ) 一 留 。

j
’

“
(

z
) 是域 a (却

。 , 。 ) 内调和函数
,

且
。 (。 ) > o

,

而在边界 r ( 洲
。 ,

户) 上 。 (二 ) 一 0
.

由于 反
二

的点 牙取投影
。
作为参数

,

对于域 反(城
,

川 应用 (}x 二
。
公式

,

我们有

{
。 , ·

:刃
` ! 一

{
:

,
。。

, ·

贵
“ ` 一

{{
。 r (。 ; )

l(瓮)
“

+

(箭)
’

」二
“ y

·

( 2
.

5 )

其中 挤为外法向导数
,

d ;
为弧长微分

, : ~ : 十 i , 为局部坐标参数
.

d n

令

· (
·

, 二

)! {(鬓)
’

+

(哥)
’

{
“ · `二

( 2
.

6 )

显然
, D (

:

) > 0 ,

且是
犷

的增函数
.

设 元
二

的分支点
,

即代数体函数 翻 (幻 的分支点在
。一
平面上的投影为 {

二 , ,
}

,

i 一 1 , 2 ,

…
,

它已按模增的次序排列者
.

令
r 、 , 一 1

二 、 , }
,

则在圆环
产二 , < J

二
{ <

; 、 +i
,

上 翻 (幻 没有

分支点
.

域 己(断
,

刃 当
; 二 , <

r

<
; 二 、

,

时
, 忍

一
;

ic0
,

我们有

{
_ 。

应 、 , 一 (
。 J“ ,、 。 一 生 (

J日
r

d刀 J口
,

d r Z J口 ,

d u , 孑八 1 J f
, , 。

—
a 口 一 —

—
龟 “ 一 a 口 。

d 10 9 r 2 d 10 9 ,
J B r

( 2
.

7 )

再令
。 (

;

) 一
_ `

一

{
。 2、 。

.

之公 北 J 夕,

不难看出
,

, (
,
·

) 当
,
·

> , 。

时是
犷

的迩续函数
,

若把
。 (幻 连续开拓到 云(断

,

沁 之外
,

令其为

零
,

这时

。 (
;

) ~
1

Z v 兀 {
. : .二 r “ Zd 。
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显然是
r

的连续函数
.

由( 2
.

7 )式
,

当
,
· ’

> 二
i

目
_

, 、 ,

<
,

<
: 、 ,

一 时
,

有

d m 又
,

·

)

d 10 9 2 汰
,

d “ :
d o

d厂
D ( (2

.

5)

由此推出卫望二二是
,

·

的增函数
.

对 ( 2
.

8 ) 式取微分
,

便有
d 10 9 ,

d Z m 〔 ;
) 1 f f / d , 、 2

—
~ 一 1 1气

—
l 十 “

d 10 9
` r 梦二 J口

,
l
一

\ d l o g 7
·

/

( 2
.

9 )
d fo g子争!
a . n 仃

一 夕 」

由于在组成 氏
.

的每个圆弧的两端上
,

以的 ~ 0
,

之纽一 十 砂
。

d 10 9启 r d 6 之

因此由 ( 2
.

9 ) 式经分部积分后
,

便得

且 。 (习 是调和函数
,

我们有

俨m (
;

)

d l o g Z r

一 上 { }f望
些一

、

丫一
。

业 }
、 。 一 J

一

} 「(
.

~

业生丫十 (立、
“

I
、 。 > 。

`

( 2
.

,。 )
, 二 J口

;
L \ d 10 9 ,

7 d o
乙

1 万二 J ” ,
1

一

\ d l o g ,
/ \ 刁日 / 」

此式当
;

>
r 。

且
r g , < ; < 劣、

,

时成立
.

。
;

由 J
r

覆盖 }
二

I 一
,

·

的有限条圆弧组成
,

设这些圆弧为
痴

! ,

端点上 “ (幻 ~ 。
.

根据 w irt i gn er 不等式
`7 」,

有

,

… 凡 ,

在每弧的

{一J “二a二一`

d o 李

—又民宁 ’

对 了从 1 到 , ,

d u (
; e `口 )

d 8
.

求和
,

得
瑞 {秘

不̀ ’
(

,二 ` ” ,` “ )

澎

( (也、
, 、 。 )

J 自 r
\ d日 / 后 {

* r

u Z

(
,

·

。 ,白 ) d日 ) 2二 二
兀 2

8
2

(
,

·

)

、 {秘
Z, ’

(
,二 `口 ,` “

·

, ,

(
,

·

)
.

( 2
.

1 1 )

对

d 。 (
,

·

)

d 10 9
)

一

众{
。 : ! `

卫生 d0
d 10 9 ,

·

应 用 C a u c h y 不等式
,

可得

f d 。 ,
(

;
) 1

2 , I f
。 , 、 ; 、 , 。

f / d 。

!

—
l 芝 ; ; ~二- - 二 , 、 “

“

气犷 e
’

一

夕a 口 l 气

—L d lo g ,
·

J 又, 二 )
才

J 夕
r

夕白
, \ d l o g

、 )
2、 。 - 2

一

, 。 (
,
·

) / 价
`
丫

lj

(

—
! 口口

夕,
\ d 10 9 ,

·

/

由此

f / d , \
2

, 。 、 , 二 f d m (
,
·

) l
“

龟 饱

—
甘a 口 ` 三

—
l

—
l

。

J口
,

\ d 10
9

,
·

/ 2 , n 仁
,

·

) L d 10 9 ,
·

J
( 2

.

1 2 )

将 ( 2
.

1 1 ) 和 ( 2
.

12 ) 式代入 ( 2
,

1 0 ) 式后
,

便得

d Z m (
,
·

) ~ 1 「d m (
,
·

) }
“ .

2二
2

—
`
多

—
.

—
l 十

—
功妇

’

夕
d 10 9

才 , 2。 交
,

) !
一

d l o g , ] 日
`

又
,
·

)

利用不等式 矿 十 夕 异 Zab
,

可化为

d
;

。 (
,
·

)

d 10 9 2 ,
·

2北

日(
,

·

)

d , , (
,

·

)
`2 10 9 ,

· ’ ( 2
.

1 3 )

当
,

,

>
, 。
时

, 、 二 d o Z

(
,

·

)
口习 J

—
d 10 9 7

,
·

马 * ,

时成立
.

一 毛以
,
·

) 是
,
·

的增函数
,

因此可推出

V心此式
,

对
,

·

>
,

· 。 ,

且
,

·

、 , <
,

·
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.

一肋 一
、

、
ù厂、̀一月é10 9

d, , 2又,
·

)

汀 10 9 ,
·

10 9
d m (

,
l

) {
d lo g

r }
,

一
。

)

l)
。

(
d Z, 2

(
,

·

、

d 10 9
` z

·

汀川 (
,

) \ d , ~
、

厂一 一 ! 一 多
二江

a 1 0 9 2
一

2
’

一 dm (r) }
d fo g

,
·

l=r `

则上式化为
些狡业 ) 。 ;。

’ ·

{:
。

流
d l o g

r

( 2
.

14 )

根据 , (心 当
r

>
; 。
时连续

,

而当
,

·

二 , <
r

<
犷

为* 时非减性
,

可以推出
, ·

,(
,
·

) ) 柳 (
,
·

)一
(

,
·

。
) 李 {

r

亘塑二兰2 、
, , : {

·

d:
。 ’ ·

J二念
7 r n

口丁
, l 犷。 T

令 a 任一实数
,

。 < “ < l ,

则当
;

> 10 /
。 时由上式便得到

,

; ,

「d , 一丝生
, 、 。 ,

「d , 一三二

。 ( ,
·

) ) 阴孟l
’

卫二 。 一 `
一

’ 一 ` 口 t` , 一 。么( 1。 : 土 )
。 一 ’ 二

` “ “ ’ ,

J “ r r \ “ /

10 9 。 (
r
) ) 2 ,

下面我们用特征函数估计 。 ( 犷 )
.

对于
: >

; 。 ,

令

:0’众
+ ’。 9 1一 ;

。̀ ` ( ’ /
· ”

·

( 2
.

1 5 )

X几外为一一

“`

(。
,

根据极大模原理
,

当

户

, `,

( 。 ) 一 州。

· ,

>
,

·

日寸
,

) 二 M a x

`份

一一一里一

一
,

{
, , ,

( 。 、 一 “ ,。 {

!一一卫—{ 。 ,

(二 ) 一 “ , 。

二 ,

了仪 P 、 一
,

/ 二

M 、。
r ,

—
)气 M 、玩

` ,

\

洲 一 留 0 / \
l夕

一 况声。

对代数体函数

1。 g · 。 ,

(
云

, ,

P
_ _ _

_

t。 ( 。 ) 一
,。 0
应用引理 3 ,

有

一

一 )
、 10 9 + 、

(
,尸 , -

一、、
8、、· T

(
1 9 2 ,

·

,

一
、+ c 。 ,

( 2
.

16 )

“
,

一 洲 0,
、

洲 一 即 0,
、

l)t 一 留。 /

:

>
、 。
成立

,

其中 C 。
为仅与 v

有关的常数
.

根据代数体函数的定理
〔到 ,

:

(
, 9 2 ,

·

,

一
)
、 : ( 19 2 ,

·

, :子,

) 十 c l ,

别 7

— 况 尹0 /

( 2
.

17 )

C ,

为仅与 ,。 (的 于
念

~ 0 之值及 留。

和 p 有关的常数
.

l。 , 十 。了
r云

, 、

一
、 、 8 , : : ( ; 9 : ,

\ 咨夕 一 )tt o /

C Z
一 C o

+ 8 , Z C ,
.

由
。 2 (心 的定义

,

有

将 ( 2
.

1夕) 式代人 ( 2
.

16 ) 式

, “ ,

) + C 2
.

( 2
.

18 )

于中中对其其

、
一

, 。 、 ,

/ 仪 P \
, , , 、 ,

·

夕头 10 9
一 艺VI 气。

, ,

— —
卜

10 9 。 (
,
·

) ( 2 10 9 + 10 9 + 人I

“ 气 /

云” 、
六 )

此式与 ( 2
.

1 5 ) 式比较
,

便得
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(2
.

19 )

其中

其中

lo gm 又
,
·

) 提

C 3

= 2 10 9

将 ( 2
.

1 , 夕式代入 ( 2
.

15 ) 式
,

因而有

2 10 9 十 T ( 1 9 2 , ,

拟 ) + C 、 ,

s 妙才 + 2 10 9 十 C Z
+ 2 10 9 2

.

10 9
十 T ( 1 9 Z

r ,

留 ) ) 二 小
_

_ 一 C
,

t日〔户

C 一
[ , 1

,

了
, .

1 、
2 ` 3

一 万
’ 0 9火阴

。 `0 9 万 )
,

c 是与
/

无关的常数
.

再令
“ 一 ,

;
2
·

0 < ` < ,
·

便有

,“ g十了 (

一
, , 几

!, 。 2 8 ( t )
一 C ,

即为 ( 2
.

1 ) 式
.

此外
,

由于 o < 日( t ) < 2 , 二 ,

因此

fo g 十 T (
, ,

、
、 1

.

尤 r ,

留少
` 二弓 丁一 ot g一 一 `

Z , ,勺

生加李
即得

坦
10 g T ( ,:

, 二 “

Q
l o g

r

即为 ( 2
.

2 ) 式
,

基本引理证完
.

定理 2
.

若 。 (幻 为 ( 1
.

功 式定义的
2,
值代数体函数

,

下级

」些卫公巴立 < co
.

10 9 ,
·陋一一一

则反函数直接超越奇点的个数 p ,

当 * ) 生 时
, p 毛 2此 ; 当 * < 工 时

,

p ( 1
.

2 , 2 ,

证
.

设 留 (幻的反函数的 尸个不同的直接超越奇点为 叫
,

1 簇 i 镇 尸
,

其中 毗 可以是 co
.

先假定 尸 〕 2
.

任取充分小的 p > 0 ,

按直接超越奇点的定义
。

对每一 叫
,

对应于圆

}。 一 留乙} < p ,

在 岌
二

上有一相应的域 a (叫
,

司
,

设 p 已取得充分小
,

使 云(叫
,

刃 间互不相交
.

云(
`此

,

司 延

伸到 反
二

的边界
.

由于 尸 ) 2
,

故存在
; 。

> 0
,

使得
犷

>
r 。
时

,

每一 ` (叫
,

刃 与 1刻 ~
r

相

交
,

但不能整个包含 1刻 一 ; .

因而对于每一 叫
,

基本引理的假设成立
,

我们有

l。。 : (
; , 。 ) ) 二

}, 。 z日` ( t )
一 C

` ,

( 2
.

2 0 )

其中 。` ( , ) 按基本引理中对于 云(州乙
, p ) 定义

.

艺 。` ( `) ( 2 , 二
.

( 2
.

2 0 ) 式两边对 艺求和
,

得

尸’“ g 了咬
矛 ,

即 ’ ) 二

{刃
应用 aC uc h y 不等式

,

我们有

也 女止
.

仁岌 O
`

( t )
一 艺 iC

.

( 2
.

2 1 )

尸2

一
(全丫抓万 一共二、

’ 、
全

*

丫 口
`

仁t ) / , = ,

( , )艺 上一
一

毛 : , ,

艺
日矛` t )

、 二 飞

1

日` ( t )
’

代入 ( 2
.

2 1) 式后便得
,



第 1 0期 吕以举
:

关于代数体函数反函数的直接超越奇点

尸 1 09了 (, , ` 。 ) ) 罗 一 艺 iC

由此式直接可推出
,

争。

“
二 1

li m丛区红必立 )

n Z _ p _

r 一 1 凡 r 、 叹 ,
户 苗

下 10 9 一 一 ` 曰 L ·

` 万 r o ` = 1

, , 。 lo g
r

此即 P 成 2以
.

但应注意到
,

此不等式当 尸 ) 2 时成立
.

P

2 , .

当 、 〕 生 时
,

若 p 簇 l
,

则不等式
Z公

p 成 2以 是显然的
.

最后当 : < l 时
,

则 尸毛 l ,

否则
Z刀

` )
告
而与 ` <

六矛盾
.

定理 2 证完
.

在本文末尾
,

我们将作代数体函数具有 p ~ 2以 者
,

说明定理对 尸估计是精确的
.

三
、

关于代数体函数的 W而an 型定理

定理 3
.

设
留 (的 为 , 值代数体函数

,

下级 、 < 1 且反函数具有一直接超越奇点 。 。
(叭

可以是 co )
,

则存在一序列
犷 , :

” co 使得当
, 、 co 时

,

对 8 一致地有

留 (
; 。 。 ` a

) , , 。 .

证
.

令 那 (
, ) ~ M a x

} z 】= r

l留 (
r e `口

) 一
u ,。

{ (当 阳。
一 co 时

,

相应地 产 (
r

) ~ m in l留 (
; e `口) 1

.

按

定理结论
,

存在一序列
r 。

一 co
,

使得 当

co )
.

假若定理不成立
,

则应有

il m 产(
;
) > 0

。 、 co 时
, 群 ( ` ) * 。 ( 当 。 。

~ co 时
, 产 (

, ,

) 一

(或 il m 试
;

) < co )
.

( 3
.

1 )

由 。 。

是直接超越奇点
.

对于充分小的数 p > 0
,

对应于圆 {州 一 留。

} < p
,

在 友
二

上 有 相

应的域 乙( 留
。 , ; )

,

在其内 留 ( : ) 一 留。
笋 。 ,

且 {留 。 ) 一 留。

{ < ;
.

云( 洲
。 , 。 ) 延 伸 到 友

二

的 边

界
,

对于充分大的
; ,

}刻 一
;

与 云(叭
,

司 有公共交点
.

由 ( 3
.

1) 式推出
,

存在一充分小的

p > 0 ,

使得当
,

充分大时
,

云(洲
。 ,

刃 不包含整个 }牙{ 一
; .

否则
,

存在序列 几
:

一 。
。

及相应

序列
,

· ,

一 co
,

使得 .u(
r ,

) < p
。 ,

.l(
r ,

) 一 0
,

而与 ( .3 1) 式的假设矛盾
.

因此
,

基本引理的条

件
ha

,

我们肴
` )

六
·

这便与定理假设 矛盾
.

定理 3 得证
.生加V又

定理 3 当 ,
~ 1时

,

即在亚纯函数情况下最近已被张广厚获得
〔8]

.

定理 4
.

设 川 (幻 为
,
值整代数体函数

,

下级 、 < 乡
,

则存在一序列
; ,

一 co
,

使得当
,

,
` Z,

OO 时
,

拌 (
r 。 , 留 ) ~ m i n

l留 ( :
) l 、 co

.

}刻 = 护件

因为对于整代数体函数
,

co 是毕卡例外值
,

按前面系理
,

它是直接超越奇点
.

因此定理 4

由定理 3 直接推出
.

我们将于本文末看到
,

当 ; ) 乡时
,

定理 4 不成立
.

乙公

定理 斗当 二 ~ 1 时
,

便是关于下级
、 < 生 时整函数的经典 w im an 定理

.

T ed a0[ ,
得到另
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一种形式的

定理 5
.

w im a n型定理
,

定理 斗 `
j 其比较

,

似乎形式 仁更自然
.

设 tt, (的 为
, ,

值代数体函数
,

下级 、 < 子
,

且反函数具有直接超 越 奇 点
,断 ( 可

名妙

以为 co )
,

则当 a 笋 留。
时

,

武 a)

这里 战
。 ) 为代数体函数的 N

e v a n l i n n a
亏量

,

a 笋 OO
,

,
犷

了户

.̀、

用

8 (
a

) ~

T (
, , 。 )

’
a

~
(为

根据定理 4
,

同样可得下列定理
.

定理 6
.

设 留 (的 为 , 值整代数体函数
,

下级 、 < 于
,

则当
。 、 co 时

,

战魂 ) 一 。
.

乙沙

最后举例说明
,

定理 2 中的估计 尸 、 2以 是精确的
,

w iln an 型定理 斗 当下级 、 〕 于时
~

,

~
. , . 。 _

一
,

一 一 -
-

一

Zv

不成立
.

考虑函数
P P

。 (
z
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