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摘要 本文考虑在均值回归回报模型下工资收益者的最优保险购买、消费和投资问题.假设工资收益

者的收益是随机的, 并且在退休前和退休后其风险偏好是可以改变的, 则通过使用鞅方法, 本文求得

了在 HARA (hyperbolic absolute risk aversion)效用下,工资收益者所采取的最优策略和值函数的显式

表达式.
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1 引言

自 Yaari [1] 以来,很多学者致力于研究人寿保险的购买及个人的投资消费选择问题. Richard [2] 将

Merton 模型与人寿保险的问题相结合, 极大化遗产和消费效用; 他假设个人会得到连续的工资收益,

并且死亡时间是有界的. Ye [3] 扩展了 Richard 的模型, 其中个人的寿命是随机的、无界的. 通过使用

鞅方法和动态规划的方法, Ye 系统地分析和讨论了这个问题. Kwak 等人 [4] 研究了一个家庭的最优人

寿保险购买及最优投资和消费决策问题.文献 [5,6]讨论了一个最优人寿保险购买及投资组合问题,并

且假设个人会得到随机的工资收益. 文献 [7, 8] 利用连续时间有限状态 Markov 链来模拟家庭的最优

化问题. Nielsen 和 Steffensen [9] 探索在带有限制条件下的最优投资和人寿保险策略.

在金融市场中, 风险资产的价格通常用几何 Brown 运动来模拟. 与传统假设不同, 为了使风险资

产的价格更接近现实, 我们用均值回归过程来模拟风险资产的漂移参数. Kim 和 Omberg [10] 曾经使

用这个模型来模拟股票价格过程,并且得到了最优投资策略的闭型表达式. Watcher [11] 扩展了这个模

型, 考虑了消费策略, 并且求得了问题的显式解. 在这个框架下, 通过控制人寿保险的购买及投资消费

策略的选择, 我们极大化到随机死亡时刻 τd 前, 工资收益者的消费和遗产效用. 更具体地讲, 我们的

目标是极大化

J(t,Xt; c, π, I) = Et

[ ∫ τd

t

e−δ(s−t)u(c(s))ds+ e−δ(τd−t)U(M(τd))

]
.

同时, 我们假设个人在退休时刻 Tr 前会得到随机的工资收益并且消费和遗产的效用函数属于 HARA

效用类, 即消费和遗产高于给定的下边界. 而且我们假设消费效用在退休前和退休后是不同的. 通过
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使用鞅方法, 我们得到了值函数和相应最优策略的显式表达式. Pirvu 和 Zhang [12] 讨论了类似的问

题, 他们考虑了当风险资产的漂移参数是均值回归过程时, 工资收益者的最优资产分配和人寿保险的

购买问题. 通过使用动态规划的方法, 他们求得了当消费和遗产效用是 CRRA (constant relative risk

aversion) 效用时问题的显式解. 但是, 在我们这个模型下应用动态规划的方法不易求得显式解.

本文扩展了文献 [3], 考虑了服从均值回归过程的风险资产漂移系数对个人投资消费和人寿保险

决策的影响.与通常考虑的 CRRA模型不同,我们假设个人偏好属于一般的 HARA效用类,即消费率

和遗产要大于预先给定的下界, 以保障个人基本的生活需要. 同时, 我们扩展了文献 [12], 考虑了退休

前和退休后直到死亡个人的消费投资选择问题.文献 [12]仅考虑了退休时刻前个人的消费遗产效用最

大化问题.

本文结构如下: 第 2节引入金融和保险市场,给出将要讨论的最优问题;第 3节基于鞅方法,推导

出值函数和相应最优策略的显式表达式.

2 模型

本文考虑在死亡时刻 τd (> 0) 前, 工资收益者在金融和保险市场中的最优化问题. 在金融市场中,

我们假设有两种资产, 风险资产和无风险资产, 它们价格的动态可以用下面的随机微分方程表示:

dR(t) = rR(t)dt, dS(t) = S(t)[µ(t)dt+ σdW (t)],

其中 r 和 σ 是正常数, W (t) 是完备概率空间 (Ω,F ,P) 上的标准 Brown 运动. {Ft}t>0 是由 W (t) 生

成的自然代数流在测度 P 下的增广代数流. 假设死亡时间 τd 是定义在这个概率空间上的非负随机变

量, 并且与 Brown 运动 W (t) 独立.

进一步, 我们假设风险市场价格参数 θ(t) , µ(t)−r
σ 是均值回归过程, 即

dθ(t) = −k(θ(t)− θ̄)dt− σθdW (t),

其中 σθ, k 和 θ̄ 是正常数. 文献 [10–12] 曾经考虑过这种股票价格模型.

另外, 假设个人在退休时刻 Tr (> 0) 前会得到随机的工资收益, 工资收益率过程满足如下的几何

Brown 运动:

dε(t) = ε(t)(µεdt+ σεdW (t)),

其中 µε 和 σε 是正常数.

在保险市场中, 令 λx+t 为工资收益者的瞬时死亡率, 其中 x 是指工资收益者的初始年龄, 则从年

龄 x 到年龄 x+ t, 工资收益者的条件生存概率等于

tpx , exp

{
−
∫ t

0

λx+sds

}
. (2.1)

对所有 t > 0, 令 c(t) : Ω× R+ → R+ 是 Ft- 循序可测的消费过程, 满足∫ t

0

c(s)ds < ∞, a.s.,

π(t) : Ω× R+ → R 是 Ft- 循序可测的投资过程, 满足∫ t

0

π2(s)ds < ∞, a.s.,
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I(t) : Ω× R+ → R 是 Ft- 循序可测的保费过程, 满足∫ t

0

I(s)ds < ∞, a.s.,

则工资收益者的财富过程满足如下的随机微分方程: 当 0 6 t < min[Tr, τd],

dXt = [rXt + π(t)(µ(t)− r) + ε(t)− I(t)− c(t)]dt+ π(t)σdW (t); (2.2)

当 Tr 6 t < τd,

dXt = [rXt + π(t)(µ(t)− r)− I(t)− c(t)]dt+ π(t)σdW (t). (2.3)

通常在死亡时刻 τd, 保险公司会给工资收益者的家人一笔钱作为遗产. 因此, 当工资收益者在时

刻 t 死亡时, 遗产可以表示为

M(t) , Xt +
I(t)

η(t)
,

其中 η : [0, T ] → R+ 是连续的、确定的函数, 称为保费保险比率. 通常为了获得利润, 保险公司需假设

η(t) > λx+t. 为了数学上计算简便, 我们假设 η(t) = λx+t.

定义折现过程、指数鞅过程和状态价格密度过程分别如下:

ζt , e−
∫ t
0
(λx+s+r)ds, Zt , exp

{
−
∫ t

0

θ(u)dW (u)− 1

2

∫ t

0

θ2(u)du

}
, Ht , ζtZt.

本文假设 Novikov 条件成立, 即

E(e
1
2

∫ T
0

θ2(u)du) < ∞,

则定义如下等价鞅测度:

P̃T (A) , E[ZT1A],

对任意固定的 T ∈ [0,∞) 和任意 A ∈ FT . 由 Girsanov 定理我们得到, 在新的测度 P̃T 下,

W̃T (t) , W (t) +

∫ t

0

θ(u)du, 0 6 t 6 T

是一个标准 Brown 运动. 根据文献 [13] 第 1.7 节的命题 7.4, 对任意 T ∈ [0,∞), 在 F∞ 上存在唯一的

概率测度 P̃ 与 FT 上的概率测度 P̃T 是一致的, 并且 W̃ (t), 0 6 t < ∞ 是测度 P̃ 下的 Brown 运动.

根据以上定义的记号, 工资收益者的财富过程可以表示为当 0 6 t < Tr,

dXt = [(r + λx+t)Xt + ε(t)− λx+tM(t)− c(t)]dt+ π(t)σdW̃ (t); (2.4)

当 Tr 6 t < ∞,

dXt = [(r + λx+t)Xt − λx+tM(t)− c(t)]dt+ π(t)σdW̃ (t). (2.5)

消费 - 投资 - 保险保费策略 (c, π, I) 称为是可允许的, 如果满足对所有 t ∈ [0, Tr), Xt + bt > 0; 对

所有 t > Tr, Xt > 0; M(t) > 0. 这里

bt ,
∫ Tr

t

ζs
ζt
Ẽt[ε(s)]ds,

是指在鞅测度 P̃ 下工资收益者未来收益的公平折现值, 其中 Ẽt[·] = Ẽ[· | Ft].
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当 0 6 t 6 u 6 Tr, 对 ζtXt 应用 Itô 公式, 我们得到

ζuXu = ζtXt +

∫ u

t

ζs[ε(s)− λx+sM(s)− c(s)]ds+

∫ u

t

ζsσπ(s)dW̃ (s). (2.6)

将等式 (2.6) 两边加上 ζubu, 我们得到

ζu(Xu + bu) +

∫ u

t

ζs[λx+sM(s) + c(s)]ds = ζtXt +

∫ u

t

ζsσπ(s)dW̃ (s) + Ẽu

[ ∫ Tr

t

ζsε(s)ds

]
. (2.7)

对于可允许策略 (c, π, I), 根据 Fatou 引理, 我们得到等式 (2.7) 的右边是上鞅. 因此, 对上式两边

关于 Ft 取条件期望, 我们得到如下的预算限制: 当 0 6 t < Tr,

Et

[ ∫ Tr

t

(Hsc(s) + λx+sHsM(s))ds+HTrXTr

]
6 Ht(Xt + bt); (2.8)

类似地, 当 Tr 6 t < ∞, 根据 Fatou 引理, 我们得到

Et

[ ∫ ∞

t

(Hsc(s) + λx+sHsM(s))ds

]
6 HtXt. (2.9)

接下来将阐述本文要解决的问题. 在时刻 t (t < τd), 假设工资收益者的初始财富为 Xt, 则工资收

益者的期望效用函数 J(t,Xt; c, π, I) 定义为

J(t,Xt; c, π, I) = Et

[ ∫ τd

t

e−δ(s−t)u(c(s))ds+ e−δ(τd−t)U(M(τd))

]
, (2.10)

其中 δ > 0 表示常数主观折现率, u(c) 和 U(M) 分别表示工资收益者的消费和遗产效用. 在本文中,

我们假设工资收益者有 HARA 形式的偏好.

假设 2.1

u(c) ,



ul(c) ,



(c− cl)
1−β1

1− β1
, c > cl,

lim
c↓cl

(c− cl)
1−β1

1− β1
, c = cl,

−∞, c < cl,

当 t 6 Tr,

ud(c) ,



(c− cd)
1−β2

1− β2
, c > cd,

lim
c↓cd

(c− cd)
1−β2

1− β2
, c = cd,

−∞, c < cd,

当 t > Tr,

U(M) ,



(M −m)1−β3

1− β3
, M > m,

lim
M↓m

(M −m)1−β3

1− β3
, M = m,

−∞, M < m,

其中 ul(c) 和 ud(c) 分别表示工资收益者退休前和退休后的消费效用, cl > 0, cd > 0 和 m > 0 分别表

示相应消费和遗产的常数门槛, βi > 0, βi ̸= 1, i = 1, 2, 3 表示相对风险厌恶系数.
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我们用 A(t,Xt) 表示所有可允许策略 (c, π, I) 组成的集合, 满足

Et

[ ∫ τd

t

e−δ(s−t)u−(c(s))ds+ e−δ(τd−t)U−(M(τd))

]
< ∞,

其中 u− , max(−u, 0).

值函数定义为

V (t,Xt) = sup
{c,π,I}∈A(t,Xt)

J(t,Xt; c, π, I). (2.11)

当 Tr 6 t < τd, 从 tpx 在 (2.1) 中的定义, 我们得到, 当 s > t,

Pt(τd > s) = e−
∫ s
t
λx+udu.

因此, 值函数可以简化为如下形式:

V (t,Xt) = sup
{c,π,I}∈A(t,Xt)

Et

[ ∫ ∞

t

e−δ(s−t)
s−tpx+t{ud(c(s)) + λx+sU(M(s))}ds

]
, Φ(t,Xt).

类似地, 当 0 6 t < min[Tr, τd], 我们考虑 Tr < τd 和 Tr > τd 两种情形, 得到

V (t,Xt) = sup
{c,π,I}∈A(t,Xt)

Et

[ ∫ Tr∧τd

t

e−δ(s−t)ul(c(s))ds+ e−δ(τd−t)U(M(τd))1{τd<Tr}

+Φ(Tr, XTr )e
−δ(Tr−t)

Tr−tpx+t

]
= sup

{c,π,I}∈A(t,Xt)

Et

[ ∫ Tr

t

e−δ(s−t)
s−tpx+t{ul(c(s)) + λx+sU(M(s))}ds

+Φ(Tr, XTr )e
−δ(Tr−t)

Tr−tpx+t

]
.

3 主要结果

本节基于鞅方法, 推导出值函数和相关策略的显式表达式, 具体证明在第 4 节. 首先, 为了后面推

导简便, 我们先给出两个引理.

引理 3.1 在概率测度 P̃ 下, 我们推导出工资收益者在 [t, Tr] 期间的期望收益有如下的形式:

Ẽt[ε(s)] = ε(t) exp

{
1

2
σ2
εσ

2
θ

∫ s

t

η2(s− u)du+

(
µε −

σεθ̄k

ρ
+

σθσ
2
ε

ρ

)
(s− t)

−
(
θ(t)− kθ̄

ρ
+

σθσε

ρ

)
σεη(s− t)

}
,

其中

ρ , k − σθ, η(x) , 1

ρ
(1− e−ρx).

引理 3.2 定义

G(t, θ) , Et

[
exp

{
a

∫ T

t

θ(u)dW (u) + b

∫ T

t

θ2(u)du

}]
,
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则 G(t, θ) 满足如下的偏微分方程:

∂G

∂t
− [(k + aσθ)θ(t)− kθ̄]

∂G

∂θ
+

1

2
σ2
θ

∂2G

∂θ2
+

(
b+

a2

2

)
θ2(t)G = 0, (3.1)

及终端条件

G(T, θ) = 1. (3.2)

而且,

G(t, θ) = exp

{
A(T − t)

θ2(t)

2
+B(T − t)θ(t) + C(T − t)

}
, (3.3)

其中 A(τ) 是下面方程的解,

A′(τ)− σ2
θA

2(τ) + 2(k + aσθ)A(τ)− 2

(
b+

a2

2

)
= 0, (3.4)

满足边界条件

A(0) = 0; (3.5)

B(τ) 是下面方程的解,

B′(τ) + (k − σ2
θA(τ) + aσθ)B(τ)− kθ̄A(τ) = 0, (3.6)

满足边界条件

B(0) = 0; (3.7)

C(τ) 是下面方程的解,

C ′(τ)− kθ̄B(τ)− σ2
θ

2
B2(τ)− σ2

θ

2
A(τ) = 0, (3.8)

满足边界条件

C(0) = 0. (3.9)

我们记 A′, B′ 和 C ′ 分别是 A,B 和 C 的导数.

现在给出本文的主要结果:

定理 3.1 当 Tr 6 t < τd, 值函数 Φ(t,Xt) 有如下的表达形式:

Φ(t,Xt) =
1

1− β2
(Y v∗

t )−
1−β2
β2

∫ ∞

t

e−
∫ s
t
(λx+u+K2)duH2(s− t, θ(t))ds

+
1

1− β3
(Y v∗

t )−
1−β3
β3

∫ ∞

t

e−
∫ s
t
(λx+u+K3)duλx+sH3(s− t, θ(t))ds,

其中 Y v∗

t 满足如下方程:

Xt = (Y v∗

t )−
1
β2

∫ ∞

t

e−
∫ s
t
(λx+u+K2)duH2(s− t, θ(t))ds

+ (Y v∗

t )−
1
β3

∫ ∞

t

e−
∫ s
t
(λx+u+K3)duλx+sH3(s− t, θ(t))ds

+

∫ ∞

t

(cd +mλx+s)e
−

∫ s
t
(λx+u+r)duds,

及

Ki , r +
δ − r

βi
, i = 1, 2, 3
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和

Hi(s− t, θ(t)) , Et

[
exp

{
1− βi

βi

∫ s

t

θ(u)dW (u) +
1− βi

2βi

∫ s

t

θ2(u)du

}]
= exp

{
Ai(s− t)

θ2(t)

2
+Bi(s− t)θ(t) + Ci(s− t)

}
, i = 1, 2, 3.

并且, 最优策略有下面的表达形式:

c∗(s) = (Y v∗

s )−
1
β2 + cd,

I∗(t)

λx+t
= M∗(t)−Xt = (Y v∗

t )−
1
β3 +m−Xt,

σπ∗(t) = (Y v∗

t )−
1
β2

∫ ∞

t

e−
∫ s
t
(λx+u+K2)duH2(s− t, θ(t))

{
θ(t)

β2
− σθ[A2(s− t)θ(t)

+B2(s− t)]

}
ds+ (Y v∗

t )−
1
β3

∫ ∞

t

e−
∫ s
t
(λx+u+K3)duλx+sH3(s− t, θ(t))

×
{
θ(t)

β3
− σθ[A3(s− t)θ(t) +B3(s− t)]

}
ds.

定理 3.2 当 0 6 t < min[Tr, τd], 值函数 V (t,Xt) 有下面的表达形式:

V (t,Xt) =
1

1− β1
(Y α∗

t )−
1−β1
β1

∫ Tr

t

e−
∫ s
t
(λx+u+K1)duH1(s− t, θ(t))ds

+
1

1− β2
(Y α∗

t )−
1−β2
β2

∫ ∞

Tr

e−
∫ s
t
(λx+u+K2)duH2(s− t, θ(t))ds

+
1

1− β3
(Y α∗

t )−
1−β3
β3

∫ ∞

t

e−
∫ s
t
(λx+u+K3)duλx+sH3(s− t, θ(t))ds,

其中 Y α∗

t 满足下面的方程:

Xt + bt = (Y α∗

t )−
1
β1

∫ Tr

t

e−
∫ s
t
(λx+u+K1)duH1(s− t, θ(t))ds

+ (Y α∗

t )−
1
β2

∫ ∞

Tr

e−
∫ s
t
(λx+u+K2)duH2(s− t, θ(t))ds

+ (Y α∗

t )−
1
β3

∫ ∞

t

e−
∫ s
t
(λx+u+K3)duλx+sH3(s− t, θ(t))ds

+

∫ Tr

t

(cl +mλx+s)e
−

∫ s
t
(λx+u+r)duds+

∫ ∞

Tr

(cd +mλx+s)e
−

∫ s
t
(λx+u+r)duds,

相应的最优策略有如下的表达形式:

c∗(t) = (Y α∗

t )−
1
β1 + cl,

I∗(t)

λx+t
= M∗(t)−Xt = (Y α∗

t )−
1
β3 +m−Xt,

σπ∗(t) = (Y α∗

t )−
1
β1

∫ Tr

t

e−
∫ s
t
(λx+u+K1)duH1(s− t, θ(t))

{
θ(t)

β1
− σθ[A1(s− t)θ(t) +B1(s− t)]

}
ds

+ (Y α∗

t )−
1
β2

∫ ∞

Tr

e−
∫ s
t
(λx+u+K2)duH2(s− t, θ(t))

{
θ(t)

β2
− σθ[A2(s− t)θ(t) +B2(s− t)]

}
ds
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+ (Y α∗

t )−
1
β3

∫ ∞

t

e−
∫ s
t
(λx+u+K3)duλx+sH3(s− t, θ(t))

{
θ(t)

β3
− σθ[A3(s− t)θ(t)

+B3(s− t)]

}
ds− btσε − ε(t)σεσθ

∫ Tr

t

ζs
ζt
Ks,tη(s− t)ds, (3.10)

这里

Ks,t , exp

{
1

2
σ2
εσ

2
θ

∫ s

t

η2(s− u)du+

(
µε −

σεθ̄k

ρ
+

σθσ
2
ε

ρ

)
(s− t)−

(
θ(t)− kθ̄

ρ
+

σθσε

ρ

)
σεη(s− t)

}
.

注 3.1 (1) 从定理 3.1 和 3.2 的结果, 我们看到值函数和财富过程通过随机过程 Y v∗

t (Y α∗

t ) 相互

联系起来. 与文献 [3] 不同, 我们综合考虑了退休前和退休后个人消费投资及人寿保险策略, 因此得到

的结果比较复杂. 而文献 [3] 仅考虑了退休前的最优问题, 因此在 CRRA 情形下可以直接得到值函数

关于财富过程的解析表达式.

(2) 当取 k = σθ = 0, 则 Hi(t, θ) ≡ 1. 并且假设 β1 = β2 = β3, 在这种情形下, 定理 3.2 的结果

与文献 [4, 定理 2] 相近. 当把文献 [4, (3.10)] 带入其值函数的表达式中, 并且取 α1 = 1, 我们发现文

献 [4, 定理 2] 得到的值函数的第一项 (令 T → ∞) 与本文定理 3.2 求得的值函数的前两项和是吻合

的. 不同的地方在于, Kwak 等人 [4] 没有直接考虑父母的遗产效用, 而是将遗产转移给子女, 考虑了子

女的消费效用.

(3) Pirvu 和 Zhang [12] 考虑了 Uγ(s, c) = e−ρ(s−t) (cx)
γ

γ 形式的消费效用, 并且考虑在退休时刻前

个人的消费投资和人寿保险购买问题.因此,他们得到的结果与 Ye [3] 很相近,与本文得到的结果不同.

4 引理和定理的证明

引理 3.1 的证明 在测度 P̃ 下, 随机收益的动态变化满足如下的随机微分方程:

dε(t) = ε(t)[(µε − σεθ(t))dt+ σεdW̃ (t)],

因此,

ε(s) = ε(t) exp

{
µε(s− t) + σε(W̃ (s)− W̃ (t))− 1

2
σ2
ε(s− t)− σε

∫ s

t

θ(u)du

}
.

另一方面, 市场价格风险 θ(t) 的动态变化满足

dθ(t) = −θ(t)(k − σθ)dt+ kθ̄dt− σθdW̃ (t).

由于 ρ = k − σθ, 所以,

d(eρtθ(t)) = eρt(kθ̄dt− σθdW̃ (t)).

进而,

θ(u) = e−ρ(u−t)θ(t) +
kθ̄

ρ
(1− e−ρ(u−t))−

∫ u

t

σθe
−ρ(u−v)dW̃ (v).

对上面的方程两边积分, 我们得到∫ s

t

θ(u)du =

(
θ(t)− kθ̄

ρ

)
η(s− t) +

kθ̄

ρ
(s− t)−

∫ s

t

σθη(s− v)dW̃ (v),
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其中 η(x) , 1
ρ (1− e−ρx). 因此,

ε(s) = ε(t) exp

{
µε(s− t) + σε(W̃s − W̃t)−

1

2
σ2
ε(s− t)− σε

[(
θ(t)− kθ̄

ρ

)
η(s− t) +

kθ̄

ρ
(s− t)

−
∫ s

t

σθη(s− v)dW̃ (v)

]}
= ε(t) exp

{(
µε −

σεkθ̄

ρ
+

σ2
εσθ

ρ

)
(s− t) +

(
kθ̄

ρ
−θ(t)− σεσθ

ρ

)
σεη(s−t) +

1

2
σ2
εσ

2
θ

∫ s

t

η2(s−v)dv

}
× exp

{
σε

∫ s

t

(σθη(s− v) + 1)dW̃ (v)− 1

2
σ2
ε

∫ s

t

(σθη(s− v) + 1)2dv

}
.

所以, 对上述等式两边关于 Ft 取条件期望, 我们得到引理 3.1 的结果.

引理 3.2 的证明 首先, 利用类似 Feynman-Kac 公式的推导方法 (参见文献 [14]), 我们很容易

得到 G(t, θ) 满足偏微分方程 (3.1). 将 (3.3) 代入偏微分方程 (3.1), 我们得到

−
[
A′(T − t)

θ2(t)

2
+B′(T − t)θ(t) + C ′(T − t)

]
− k(θ(t)− θ̄)[A(T − t)θ(t) +B(T − t)] +

σ2
θ

2
A(T − t)

+
σ2
θ

2
[A(T − t)θ(t) +B(T − t)]2 +

(
b+

a2

2

)
θ2(t)− aθ(t)σθ[A(T − t)θ(t) +B(T − t)] = 0. (4.1)

记 τ , T − t, 依据 θ(t) 的阶数把所有项进行归类, 我们得到[
A′(τ)− σ2

θA
2(τ) + 2(k + aσθ)A(τ)− 2

(
b+

a2

2

)]
θ2(t) + 2[B′(τ) + (k − σ2

θA(τ) + aσθ)B(τ)

− kθ̄A(τ)]θ(t) + 2

[
C ′(τ)− kθ̄B(τ)− σ2

θ

2
B2(τ)− σ2

θ

2
A(τ)

]
= 0.

因此, (3.3)是偏微分方程 (3.1)的解当且仅当 A(τ)、B(τ)和 C(τ)分别是微分方程 (3.4)、(3.6)和 (3.8)

的解. 由边界条件 (3.2) 我们得到 (3.5)、(3.7) 和 (3.9).

注 4.1 注意到 (3.4) 是一个标准的常系数 Riccati 方程, 因此, 我们可以得到如下方程的解, 若

k2 + 2akσθ − 2bσ2
θ > 0, 记 η , 2

√
(k + aσθ)2 − (2b+ a2)σ2

θ , 则

A(τ) =
4(b+ a2

2 )(1− e−ητ )

2η + (2k + 2aσθ − η)(1− e−ητ )
;

若 k2 + 2akσθ − 2bσ2
θ = 0, 则

A(τ) =
τ(k + aσθ)

2

σ2
θ [1 + (k + aσθ)τ ]

;

若 k2 + 2akσθ − 2bσ2
θ < 0, 记 η , 2

√
(2b+ a2)σ2

θ − (k + aσθ)2, 则

A(τ) =
η

2σ2
θ

tan

(
ητ

2
− arctan

2(k + aσθ)

η

)
+

(k + aσθ)

σ2
θ

.

进一步地, 若 A(τ) 已知, 则根据 (3.6) 和 (3.8), 我们可以得到

B(τ) =

∫ τ

0

kθ̄A(t) exp

{
−
∫ τ

t

(k − σ2
θA(u) + aσθ)du

}
dt,

C(τ) =

∫ τ

0

(
kθ̄B(t) +

σ2
θ

2
B2(t) +

σ2
θ

2
A(t)

)
dt.
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定理 3.1 的证明 当 Tr 6 t < τd, 取 v (> 0) 作为 Lagrange 乘子, 定义对偶值函数

Φ̃(v, t) , sup
{c,π,I}∈A(t,Xt)

{
Et

[ ∫ ∞

t

e−δs
s−tpx+t{ud(c(s)) + λx+sU(M(s))}ds

]
− ve

∫ t
0
λx+uduEt

[ ∫ ∞

t

(Hsc(s) + λx+sHsM(s))ds

]}
= e

∫ t
0
λx+uduEt

[ ∫ ∞

t

Dsũd(Y
v
s )ds+

∫ ∞

t

λx+sDsŨ(Y v
s )ds

]
, (4.2)

其中

Ds , exp

{
−
∫ s

0

(λx+u + δ)du

}
, (4.3)

Y v
s , vHs/Ds = v exp

{
(δ − r)s−

∫ s

0

θ(u)dW (u)− 1

2

∫ s

0

θ2(u)du

}
, (4.4)

ũd(y) , sup
c>0

{ud(c)− yc} =
β2

1− β2
y−

1−β2
β2 − ycd, (4.5)

Ũ(y) , sup
M>0

{U(M)− yM} =
β3

1− β3
y−

1−β3
β3 − ym. (4.6)

另外, 相对应的最优策略有下面的表达式:

c∗(s) = (Y v
s )

− 1
β2 + cd,

M∗(s) = (Y v
s )

− 1
β3 +m.

因此, 我们得到

Φ̃(v, t) = e
∫ t
0
λx+uduEt

[ ∫ ∞

t

Ds

(
β2

1− β2
(Y v

s )
− 1−β2

β2 − Y v
s cd

)
ds

+

∫ ∞

t

λx+sDs

(
β3

1− β3
(Y v

s )
− 1−β3

β3 − Y v
s m

)
ds

]
= e−δt

{
β2

1− β2
(Y v

t )
− 1−β2

β2

∫ ∞

t

e−
∫ s
t
(λx+u+K2)du

× Et

[
exp

{
1− β2

β2

∫ s

t

θ(u)dW (u) +
1− β2

2β2

∫ s

t

θ2(u)du

}]
ds

+
β3

1− β3
(Y v

t )
− 1−β3

β3

∫ ∞

t

e−
∫ s
t
(λx+u+K3)duλx+s

× Et

[
exp

{
1− β3

β3

∫ s

t

θ(u)dW (u) +
1− β3

2β3

∫ s

t

θ2(u)du

}]
ds

− Y v
t

[ ∫ ∞

t

(cd +mλx+s)e
−

∫ s
t
(λx+u+r)duds

]}
.

根据引理 3.2, 记

a =
1− βi

βi
, b =

1− βi

2βi
,

我们得到

Hi(s− t, θ(t)) , Et

[
exp

{
1− βi

βi

∫ s

t

θ(u)dW (u) +
1− βi

2βi

∫ s

t

θ2(u)du

}]
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= exp

{
Ai(s− t)

θ2(t)

2
+Bi(s− t)θ(t) + Ci(s− t)

}
, i = 1, 2, 3,

其中 Ai, Bi, 和 Ci 分别满足引理 3.2 中的微分方程和边界条件. 因此,

Φ̃(v, t) = e−δt

{
β2

1− β2
(Y v

t )
− 1−β2

β2

∫ ∞

t

e−
∫ s
t
(λx+u+K2)duH2(s− t, θ(t))ds

+
β3

1− β3
(Y v

t )
− 1−β3

β3

∫ ∞

t

e−
∫ s
t
(λx+u+K3)duλx+sH3(s− t, θ(t))ds

− Y v
t

[ ∫ ∞

t

(cd +mλx+s)e
−

∫ s
t
(λx+u+r)duds

]}
.

接下来, 我们通过利用 Legendre 逆变换公式 (参见文献 [13]), 通过对偶函数 Φ̃(v, t) 的值来推导出值

函数 Φ(t,Xt) 的值,

Φ(t,Xt) = eδt inf
Y v
t >0

[
Φ̃(v, t) + ve

∫ t
0
λx+uduHtXt

]
= inf

Y v
t >0

{
β2

1− β2
(Y v

t )
− 1−β2

β2

∫ ∞

t

e−
∫ s
t
(λx+u+K2)duH2(s− t, θ(t))ds

+
β3

1− β3
(Y v

t )
− 1−β3

β3

∫ ∞

t

e−
∫ s
t
(λx+u+K3)duλx+sH3(s− t, θ(t))ds

− Y v
t

[ ∫ ∞

t

(cd +mλx+s)e
−

∫ s
t
(λx+u+r)duds

]
+ Y v

t Xt

}
=

1

1− β2
(Y v∗

t )−
1−β2
β2

∫ ∞

t

e−
∫ s
t
(λx+u+K2)duH2(s− t, θ(t))ds

+
1

1− β3
(Y v∗

t )−
1−β3
β3

∫ ∞

t

e−
∫ s
t
(λx+u+K3)duλx+sH3(s− t, θ(t))ds,

其中

Xt = (Y v∗

t )−
1
β2

∫ ∞

t

e−
∫ s
t
(λx+u+K2)duH2(s− t, θ(t))ds

+ (Y v∗

t )−
1
β3

∫ ∞

t

e−
∫ s
t
(λx+u+K3)duλx+sH3(s− t, θ(t))ds

+

∫ ∞

t

(cd +mλx+s)e
−

∫ s
t
(λx+u+r)duds. (4.7)

相应的最优策略有如下表达:

c∗(s) = (Y v∗

s )−
1
β2 + cd,

M∗(s) = (Y v∗

s )−
1
β3 +m.

对 (4.7) 中的财富过程 Xt 进行 Itô 展开并结合方程 (4.1), 我们得到

dXt = (r + λx+t)Xtdt− ((Y v∗

t )−
1
β2 + cd)dt− λx+t((Y

v∗

t )−
1
β3 +m)dt

+ (Y v∗

t )−
1
β2

∫ ∞

t

e−
∫ s
t
(λx+u+K2)duH2(s− t, θ(t))

{
θ(t)

β2
− σθ[A2(s− t)θ(t)

+B2(s− t)]

}
dsdW (t) + (Y v∗

t )−
1
β3

∫ ∞

t

e−
∫ s
t
(λx+u+K3)duλx+sH3(s− t, θ(t))
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×
{
θ(t)

β3
− σθ[A3(s− t)θ(t) +B3(s− t)]

}
dsdW (t) + (Y v∗

t )−
1
β2

∫ ∞

t

e−
∫ s
t
(λx+u+K2)du

×H2(s− t, θ(t))

{
θ2(t)

β2
− σθθ(t)[A2(s− t)θ(t) +B2(s− t)]

}
dsdt+ (Y v∗

t )−
1
β3

×
∫ ∞

t

e−
∫ s
t
(λx+u+K3)duλx+sH3(s− t, θ(t))

{
θ2(t)

β3
− σθθ(t)[A3(s− t)θ(t) +B3(s− t)]

}
dsdt.

将上式与方程 (2.5) 中的漂移项与波动项进行比较, 我们得到最优投资策略 π∗(t) 的表达式

σπ∗(t) = (Y v∗

t )−
1
β2

∫ ∞

t

e−
∫ s
t
(λx+u+K2)duH2(s− t, θ(t))

{
θ(t)

β2
− σθ[A2(s− t)θ(t) +B2(s− t)]

}
ds

+ (Y v∗

t )−
1
β3

∫ ∞

t

e−
∫ s
t
(λx+u+K3)duλx+sH3(s− t, θ(t))

{
θ(t)

β3
− σθ[A3(s− t)θ(t) +B3(s− t)]

}
ds.

证毕.

定理 3.2 的证明 这个定理的证明与定理 3.1 是类似的, 我们知道

Φ(Tr, XTr ) =
1

1− β2
(Y v∗

Tr
)−

1−β2
β2

∫ ∞

Tr

e−
∫ s
Tr

(λx+u+K2)duH2(s− Tr, θ(Tr))ds

+
1

1− β3
(Y v∗

Tr
)−

1−β3
β3

∫ ∞

Tr

e−
∫ s
Tr

(λx+u+K3)duλx+sH3(s− Tr, θ(Tr))ds, (4.8)

且

XTr = (Y v∗

Tr
)−

1
β2

∫ ∞

Tr

e−
∫ s
Tr

(λx+u+K2)duH2(s− Tr, θ(Tr))ds

+ (Y v∗

Tr
)−

1
β3

∫ ∞

Tr

e−
∫ s
Tr

(λx+u+K3)duλx+sH3(s− Tr, θ(Tr))ds

+

∫ ∞

Tr

(cd +mλx+s)e
−

∫ s
Tr

(λx+u+r)duds. (4.9)

取 Lagrange 乘子 α (> 0), 定义对偶函数

Ṽ (α, t) , sup
{c,π,I}∈A(t,Xt)

{
Et

[ ∫ Tr

t

e−δs
s−tpx+t{ul(c(s)) + λx+sU(M(s))}ds+Φ(Tr, XTr )e

−δTr
Tr−tpx+t

]
− αe

∫ t
0
λx+uduEt

[ ∫ Tr

t

(Hsc(s) + λx+sHsM(s))ds+HTrXTr

]}
= e

∫ t
0
λx+uduEt

[ ∫ Tr

t

Dsũl(Y
α
s )ds+

∫ Tr

t

λx+sDsŨ(Y α
s )ds+DTr Φ̃(Y

α
Tr
)

]
,

其中 Ds 和 Ũ(y) 的值由 (4.3) 和 (4.6) 给出, 且

ũl(y) , sup
c>0

{ul(c)− yc} =
β1

1− β1
y−

1−β1
β1 − ycl,

Y α
s , αHs

Ds
,

Φ̃(y) , sup
XTr>0

{Φ(Tr, XTr )− yXTr}.

由 (4.8) 和 (4.9),
∂Φ(Tr, XTr )

∂XTr

= Y v∗

Tr
.
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所以,

Y v∗

Tr
= Y α

Tr
,

且

Φ̃(Y α
Tr
) =

β2

1− β2
(Y α

Tr
)−

1−β2
β2

∫ ∞

Tr

e−
∫ s
Tr

(λx+u+K2)duH2(s− Tr, θ(Tr))ds

+
β3

1− β3
(Y α

Tr
)−

1−β3
β3

∫ ∞

Tr

e−
∫ s
Tr

(λx+u+K3)duλx+sH3(s− Tr, θ(Tr))ds

− Y α
Tr

∫ ∞

Tr

(cd +mλx+s)e
−

∫ s
Tr

(λx+u+r)duds.

进而, 相应的最优策略有下面的表达式:

c∗(s) = (Y α
s )−

1
β1 + cl,

M∗(s) = (Y α
s )−

1
β3 +m,

且

X∗
Tr

= (Y α
Tr
)−

1
β2

∫ ∞

Tr

e−
∫ s
Tr

(λx+u+K2)duH2(s− Tr, θ(Tr))ds

+ (Y α
Tr
)−

1
β3

∫ ∞

Tr

e−
∫ s
Tr

(λx+u+K3)duλx+sH3(s− Tr, θ(Tr))ds

+

∫ ∞

Tr

(cd +mλx+s)e
−

∫ s
Tr

(λx+u+r)duds.

因此,

Ṽ (α, t) = e
∫ t
0
λx+uduEt

[ ∫ Tr

t

Ds

(
β1

1− β1
(Y α

s )−
1−β1
β1 − Y α

s cl

)
ds

+

∫ Tr

t

Dsλx+s

(
β3

1− β3
(Y α

s )−
1−β3
β3 − Y α

s m

)
ds

+
β2

1− β2
DTr (Y

α
Tr
)−

1−β2
β2

∫ ∞

Tr

e−
∫ s
Tr

(λx+u+K2)duH2(s− Tr, θ(Tr))ds

+
β3

1− β3
DTr (Y

α
Tr
)−

1−β3
β3

∫ ∞

Tr

e−
∫ s
Tr

(λx+u+K3)duλx+sH3(s− Tr, θ(Tr))ds

−DTrY
α
Tr

∫ ∞

Tr

(cd +mλx+s)e
−

∫ s
Tr

(λx+u+r)duds

]
= e

∫ t
0
λx+uduEt

[ ∫ Tr

t

β1

1− β1
Ds(Y

α
s )−

1−β1
β1 ds+

∫ ∞

Tr

β2

1− β2
Ds(Y

α
s )−

1−β2
β2 ds

+

∫ ∞

t

β3

1− β3
λx+sDs(Y

α
s )−

1−β3
β3 ds

]
− e−δtY α

t

∫ Tr

t

(cl +mλx+s)e
−

∫ s
t
(λx+u+r)duds

− e−δtY α
t

∫ ∞

Tr

(cd +mλx+s)e
−

∫ s
t
(λx+u+r)duds.

根据引理 3.2, 我们得到

Et(Y
α
s )

− 1−βi
βi = (Y α

t )
− 1−βi

βi exp

{
− 1− βi

βi
(δ − r)(s− t)

}
Hi(s− t, θ(t)), i = 1, 2, 3.
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因此,

Ṽ (α, t) = e−δt

{
β1

1− β1
(Y α

t )−
1−β1
β1

∫ Tr

t

e−
∫ s
t
(λx+u+K1)duH1(s− t, θ(t))ds

+
β2

1− β2
(Y α

t )−
1−β2
β2

∫ ∞

Tr

e−
∫ s
t
(λx+u+K2)duH2(s− t, θ(t))ds

+
β3

1− β3
(Y α

t )−
1−β3
β3

∫ ∞

t

e−
∫ s
t
(λx+u+K3)duλx+sH3(s− t, θ(t))ds

− Y α
t

∫ Tr

t

(cl +mλx+s)e
−

∫ s
t
(λx+u+r)duds− Y α

t

∫ ∞

Tr

(cd +mλx+s)e
−

∫ s
t
(λx+u+r)duds

}
,

其中 Ki,Hi(s− t, θ(t)), i = 1, 2, 3 的值由定理 3.1 给出.

类似地, 我们通过利用 Legendre 逆变换公式, 得到值函数 V (t,Xt) 有下面的表达式:

V (t,Xt) = eδt inf
Y α
t >0

[Ṽ (α, t) + αe
∫ t
0
λx+uduHt(Xt + bt)]

= inf
Y α
t >0

[eδtṼ (α, t) + Y α
t (Xt + bt)]

=
1

1− β1
(Y α∗

t )−
1−β1
β1

∫ Tr

t

e−
∫ s
t
(λx+u+K1)duH1(s− t, θ(t))ds

+
1

1− β2
(Y α∗

t )−
1−β2
β2

∫ ∞

Tr

e−
∫ s
t
(λx+u+K2)duH2(s− t, θ(t))ds

+
1

1− β3
(Y α∗

t )−
1−β3
β3

∫ ∞

t

e−
∫ s
t
(λx+u+K3)duλx+sH3(s− t, θ(t))ds,

其中

Xt + bt = (Y α∗

t )−
1
β1

∫ Tr

t

e−
∫ s
t
(λx+u+K1)duH1(s− t, θ(t))ds

+ (Y α∗

t )−
1
β2

∫ ∞

Tr

e−
∫ s
t
(λx+u+K2)duH2(s− t, θ(t))ds

+ (Y α∗

t )−
1
β3

∫ ∞

t

e−
∫ s
t
(λx+u+K3)duλx+sH3(s− t, θ(t))ds

+

∫ Tr

t

(cl +mλx+s)e
−

∫ s
t
(λx+u+r)duds+

∫ ∞

Tr

(cd +mλx+s)e
−

∫ s
t
(λx+u+r)duds.

由引理 3.1 和 Ks,t 的定义, 我们得到

bt = ε(t)

∫ Tr

t

ζs
ζt
Ks,tds.

分别对 Xt + bt 和 bt 进行 Itô 展开

dXt = (r + λx+t)Xtdt− ((Y α∗

t )−
1
β1 + cl)dt− λx+t((Y

α∗

t )−
1
β3 +m)dt+ ε(t)dt

+ (Y α∗

t )−
1
β1

∫ Tr

t

e−
∫ s
t
(λx+u+K1)duH1(s− t, θ(t))

{
θ(t)

β1
− σθ[A1(s− t)θ(t) +B1(s− t)]

}
dsdW (t)

+ (Y α∗

t )−
1
β2

∫ ∞

Tr

e−
∫ s
t
(λx+u+K2)duH2(s− t, θ(t))

{
θ(t)

β2
− σθ[A2(s− t)θ(t) +B2(s− t)]

}
dsdW (t)
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+ (Y α∗

t )−
1
β3

∫ ∞

t

e−
∫ s
t
(λx+u+K3)duλx+sH3(s− t, θ(t))

{
θ(t)

β3
− σθ[A3(s− t)θ(t)

+B3(s− t)]

}
dsdW (t)− btσεdW (t)− ε(t)σεσθ

∫ Tr

t

ζs
ζt
Ks,tη(s− t)dsdW (t)

+ (Y α∗

t )−
1
β1

∫ Tr

t

e−
∫ s
t
(λx+u+K1)duH1(s− t, θ(t))

{
θ2(t)

β1
− σθθ(t)[A1(s− t)θ(t) +B1(s− t)]

}
dsdt

+ (Y α∗

t )−
1
β2

∫ ∞

Tr

e−
∫ s
t
(λx+u+K2)duH2(s− t, θ(t))

{
θ2(t)

β2
− σθθ(t)[A2(s− t)θ(t) +B2(s− t)]

}
dsdt

+ (Y α∗

t )−
1
β3

∫ ∞

t

e−
∫ s
t
(λx+u+K3)duλx+sH3(s− t, θ(t))

{
θ2(t)

β3
− σθθ(t)[A3(s− t)θ(t)

+B3(s− t)]

}
dsdt− btσεθ(t)dt− ε(t)σεσθθ(t)

∫ Tr

t

ζs
ζt
Ks,tη(s− t)dsdt,

因此, 将上式 dXt 的漂移项和波动项与方程 (2.4) 相比较, 我们得到最优投资策略 π∗(t).
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Optimal life insurance purchase and consumption/investment

under mean-reverting returns

LIANG XiaoQing & GUO JunYi

Abstract In this paper, we consider optimal insurance and consumption/investment rules for a wage earner
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until an uncertain lifetime under mean-reverting returns. We assume the wage earner receives a random labor

income and can change the preferences before and after retirement. By using the martingale method, we solve

this problem and obtain the optimal strategies and value function explicitly for the family of HARA (hyperbolic

absolute risk aversion) utilities.

Keywords life insurance, mean-reverting process, martingale method
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