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摘要    提出了一种采用内嵌边界方法模拟流体中颗粒运动的并行算法. 当计算区域分区并

行时, 该算法能够很好的处理颗粒穿过亚区域边界时颗粒与流体之间的耦合问题. 模拟计算

了两维颗粒在密闭方形区域中自由沉降问题来验证该方法的有效性. 
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用于模拟虚拟边界与流体之间相互作用的内嵌

边界方法[1~10]最早是由Peskin[1]提出并用以模拟研究

心脏内血液的运动. 随着研究的深入, 内嵌边界方法

被用来模拟研究流体与固定边界之间的相互作 
用[1,2,4,5,7]以及流体与振动边界之间的相互作用[4]. 近
年来, 内嵌边界方法已经被用于研究多相流中在流

体的作用下颗粒的运动[9,11~14].  
为了计算流体中固体边界与流体之间的相互作

用, Goldstein等人[15]提出了一种“反馈力”算法. 在反

馈力的计算中, 通过迭代求解使得内嵌边界上的速

度满足无滑移便捷条件, 从而获得颗粒壁面与流体

之间的相互作用力. Saiki和Biringen[4]采用这种“反馈

力”算法结合内嵌边界方法模拟了流体绕过圆环 . 
Fadlun 等人[5]在简单内嵌边界方法的基础上提出了一

种“直接力”算法用于计算流体与固体壁面之间的相

互作用力. Wang 等人 [14]提出了“多重直接力”的算法

并结合内嵌边界方法研究了多相流系统中固体颗粒

的运动. 同时成功的模拟并观察到多相流中的一些

微观现象, 例如: 当  2 个颗粒互相靠近时发生吸引-碰
撞-翻转现象; 2 个颗粒碰撞时颗粒之间垂直于颗粒 

碰撞方向上会产生射流.  
在多相流系统中, 当采用内嵌边界方法模拟流

体中颗粒的运动时, 由于计算量较大[9], 因而采用并

行计算方法进行模拟显得十分必要. Uhlmann[16]采用

了主-从算法来并行求解颗粒的运动. 在这种算法中, 
颗粒“主”处理器用于处理所有颗粒的通常计算, 而一

系列颗粒“从”处理器用于计算特定的颗粒. 这种颗粒

的并行算法避免了颗粒穿越亚计算区域时所产生的

问题.  
本文提出了一种颗粒的并行计算方法, 该方法

能够很好的处理采用内嵌边界方法模拟流体中颗粒

运动时颗粒穿过亚计算区域边界问题, 同时该方法

能够很容易的进行编程. 本文第 1 节简要的介绍采用

内嵌边界方法模拟流体中颗粒运动的数学方法. 第  2
节为采用内嵌边界方法模拟流体中颗粒运动的并行

算法. 我们采用该方法模拟了二维单个颗粒在密闭

区域内自由沉降问题(第 3 节)并对并行效率进行了分

析(第 4 节). 最后, 第 5 节为结论.  

1  数值方法 
在整个计算区域Ω内, 粘性不可压缩流体的控制
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方程为 
  (1) 0,∇ ⋅ =u

 21 ,P
t Re

∂ + ⋅∇ = −∇ + ∇ +
∂
u u u u f  (2) 

其中, u 为流体速度, P 为流体压力, U LRe ρ
μ

⋅ ⋅= 为

Reynolds数(ρ 为流体密度, U为特征速度, L为特征长

度, μ 为流体粘度). 方程(2)中的外力 f 为流体与颗粒

内嵌边界之间的相互作用力, 其计算公式如下  

  (3) ( ) ( ) ( )d ,k k k kx δ
Ω

= ⋅ −∫f F x x x x

)其中, 是 Dirac 函数, xk 为内嵌边界上拉格朗

日点所在位置, x 为欧拉网格所在位置, 

( kδ −x x

( )k kF x 为内

嵌边界拉格朗日点 xk 上受到的作用力.  
Dirac函数是连接内嵌边界上拉格朗日点和欧拉

计算网格点的桥梁. 为了进行数值计算, Dirac函数被

离散为[8]  
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其中 ,  ( , )x y=x ,  ( , ),k k kx y=x  h  为欧拉计算网格 

长度. 
我们采用  Wang等人[14]提出的多重直接力算法来

耦合颗粒与流体, 从而使得颗粒边界处的流体速度

满足无滑移边界条件. 内嵌边界拉格朗日点上受到

的流体与颗粒之间的相互作用力可以通过(6)式获得, 
即采用NF次直接力作用于内嵌边界构成了多重直接

力. 颗粒受到流体的水力学作用力和力矩可分别通

过(7)和(8)式获得. 

 
1
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其中, N 为颗粒内嵌边界上拉格朗日点的数目.  
颗粒的运动可以通过求解牛顿运动方程获得 

 d ,
d

M M
t

′= + +U g F F  (9)

 d ,
dt

=X U  (10) 

 d ,
dt

=I ω T  (11) 

 d ,
dt
θ = ω   (12) 

其中, M 为颗粒质量, 为颗粒速度,  g 为重力加速

度, X为颗粒质心所在位置, I为颗粒转动惯量, ω 为颗

粒旋转角速度, θ 为颗粒旋转角度, 

U

′F 为颗粒之间或

颗粒与壁面之间相互碰撞时的作用力.  

2  并行计算方法 
采用内嵌边界方法模拟流体中颗粒的运动可分

为 2 步进行计算. 第 1 步是流场的求解, 流场的求解

我们在欧拉网格上直接求解  Navier-Stokes 方程获得

流场解, 此时的计算效率取决于欧拉计算网格量. 第
2 步是颗粒与流场之间的耦合, 颗粒与流场之间的耦

合我们采用内嵌边界方法结合多重直接力算法获得. 
在第 2 步中, 当采用区域分块算法时, 计算颗粒运动

通过亚区域边界时颗粒与流体之间的耦合是一个耗

时的问题. 因此采用内嵌边界方法模拟流体中颗粒

运动的并行算法可以分为 2 部分, 即并行求解流场和

并行计算颗粒运动.  

2.1  流场并行算法 

对于一个方形计算区域Ω(图 1(a))可分为 N 块尺

度相等的亚区域Ωi (i=1~N).(图 1(b), 例如 N=9). 每块

亚区域采用一个  CPU 进行求解. 为了保证在每个计

算时间步长内, 亚区域边界上的数据保持连续性, 我
们采用了  3 层欧拉网格重叠的方法来进行数据之间的

耦合, 如图  1(c)所示. 亚区域边界上网格点上的数据

可以通过直接求解其相邻亚区域内的控制方程并通

过数据传递获得. 亚区域边界倒数第  2  层网格上的  
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图 1  计算区域分解和亚区域间数据传递方向 

 
数据可以同时通过求解  2 个相连亚区域内的控制方程

获得. 为了保证亚区域边界上的连续性, 亚区域边界

倒数第 2层网格上的数据值为相连 2个区域内在该处

数据的平均值. 亚区域之间的数据传递方向如图 1(b)
所示, 对于二维计算, 一个亚区域的数据最大传递方

向为 4 个方向. 这样的区域分解算法能够很好的保证

各个  CPU上计算负载的平衡. 同时, 亚区域之间的即

时通讯能够保证解的光滑型和收敛性[17]. 

边界上拉格朗日点由 A 运动到了 B. 点 B 的影响区域

既包含在亚区域Ω1 中, 又包含在亚区域Ω2 中. 在这

种状态下, 拉格朗日点与欧拉网格节点之间的内/外 

 

2.2  颗粒运动并行算法 

当采用内嵌边界方法计算流体中颗粒的运动时, 
流体与固体颗粒之间的耦合通过内嵌边界上的拉格

朗日点与欧拉网格节点之间的内/外插值来实现. 离
散Dirac函数在耦合中起着关键作用. 本文中所采用

的离散Dirac函数为(4)和(5) 式, 其影响区域为 2 个欧

拉网格长度如图 2 所示. 当颗粒正通过亚区域边界时, 
一个亚区域内欧拉网格上的参数可能会受到其相邻

亚区域内拉格朗日点的影响, 因而会增加 2 个亚区域

之间的数据传递的复杂性[16]. 为了避免这个问题, 我
们采用流场亚区域边界上 3 层网格重叠方法来耦合

颗粒与流场之间的相互作用. 如图 3 所示, 拉格朗日

点A在亚区域Ω1 中距离边界两个欧拉网格长度距离

亚区域Ω2 边界一个欧拉网格长度处, 通过离散Dirac
函数作用后, 点A的影响区域为其周围的 9 个欧拉节

点, 并标记为×. 亚区域Ω1 包含了所有标记的欧拉网

格节点, 而亚区域Ω2 只包含了一部分标记的欧拉网

格节点. 因此拉格朗日点与欧拉网格节点之间的内/
外插值过程全部在亚区域Ω1 中完成, 不需要在亚区

域 Ω 2  中进行计算 .  当颗粒进行水平运动 ,  其 

图 2  离散 Dirac 函数 

 
图 3  三层网格重叠示意图 
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插值过程可以同时在 2 个亚区域内进行, 因而不需要

进行数据传递. 当颗粒边界上拉格朗日点位于B点的

右侧时, 拉格朗日点与欧拉网格节点之间的内/外插

值过程可全部在亚区域Ω2 中完成. 同时为了节约计

算资源, 在亚区域Ω1 中存储的关于拉格朗日点的信

息可以清除.  
采用这样的算法计算颗粒运动通过亚区域边界

时, 由于不需要在亚区域间进行有关拉格朗日点上

数据的传递, 因而具有较高的计算效率并且十分易

于编程. 同时, 由于离散 Dirac 函数的影响区域为 2
倍欧拉网格长度, 因而亚区域边界上重叠 3 层欧拉网

格十分必要. 对于其他形式的离散 Dirac 函数, 如果

其影响区域为 Ninf 倍欧拉网格长度, 那么亚区域边界

上欧拉网格重叠数为 Ninf +1. 
对于多相流系统, 采用上述方法进行颗粒间的

秉性计算时, 颗粒计算附载的平衡取决于颗粒在各

个亚计算区域内的分布. 由于颗粒具有有限体积, 因
而每个亚区域内所能容纳的颗粒数目是有限的. 而
每个亚区域内的最大的计算量取决于内迁边界上拉

格朗日点的树木以及欧拉网格的数目.  

3  数值验证 
我们采用内嵌边界方法以及本文提出的并行算

法数值模拟了密闭区域内单颗粒的自由沉降. 计算

区域大小为  颗粒直径为  

颗粒密度为

(0,2) (0,6),Ω = ×

1.25P

0.25,PD =

ρ =

1.00,=

. 颗粒初始位置为(1, 4). 流体

密度为  流体粘度为fρ 0.1μ = . 计算欧拉网格

长度为颗粒直径的  1/64, 即  h=1/256. 欧拉网格计算 

节点数为 788481, 内迁边界上拉格朗日点数目为 202. 

计算求解的时间步长为 . 为了便于分析并行

效率, 整个计算区域分解为 2, 3, 4 和 8 个区域并与没

有分区的结果进行比较. 在计算中每个CPU用于计算

一个亚区域, 区域之间的数据传递采用MPI实现

55 10−×

[18].  
最大雷诺数定义为 

 

max

2 2

max[ ( )]

( ) ( )
max ,P P P P

Re Re t

U t V t Dρ
μ

=

⎡ ⎤+ ⋅⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 
(13)

 

其中, 和 为颗粒速度在水平和竖直方向

上的分量.  

( )PU t ( )PV t

图 4 为颗粒自由沉降时, 颗粒位置(左图)和颗粒

沉降速度(右图)随时间变化关系. 当采用不同数目的

CPU 进行计算时, 颗粒的沉降位置和颗粒沉降速度

随时间变化曲线完全重叠, 这表明采用不同的分区

并行计算能够获得相同的计算结果并且颗粒能够光

滑地通过各个亚区域边界. 因此采用 3 层欧拉网格重

叠的区域分解算法能够很好地处理并行计算中颗粒

穿过亚区域边界问题并能获得光滑解.  
在各种分区求解中, 颗粒沉降时最大雷诺数均

为 17.32, 这与Glowinski[19]的数值计算结果 17.31 十

分吻合. 在t=0.65 时流场结构和颗粒位置如图 5(a)~(e)
所示. 与没有采用分区求解得到的结果相比(图 5(a)), 
采用不同的分区(图  5(b)~(e))模拟单颗粒在密闭区域

中自由沉降时能够获得一致的解. 因此, 第 2 节中提

出的采用内嵌边界方法模拟流体中颗粒运动的并行

算法能够有效地用于模拟多相流运动.  

 

图 4  颗粒位置(左图)和颗粒沉降速度(右图)随时间变化关系 
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图 5  在 t=0.65 时颗粒位置和流场涡结构图 

(a) 为不采用并行的结果; (b)~(e)分别为 2,3,4,8 个亚区并行计算时的结果 

 

4  并行效率分析 
采用不同区域分块并行计算得到的颗粒在密闭

方形区域内自由沉降的结果如第 3 节所述. 为了比较

本文所提出的并行算法的计算效率, 我们对采用不

同个数 CPU 时的计算耗时、加速比、并行效率进行

比较, 如表 1 所示. 
 
表 1  单颗自由沉降时每个时间步长内的并行计算效率  

CPU 数目 耗时/s 加速比 并行效率 
1 7.66 1.00 1.00 
2 4.08 1.88 0.94 
3 3.13 2.45 0.82 
4 2.54 3.02 0.76 
8 1.66 4.61 0.58 

 
当采用 2 个CPU进行计算时, 并行效率较高为

0.94. 随着CPU个数的增加, 并行效率降低. 对于固

定计算量的工作, CPU数目的增加使得通讯耗时的增

加, 同时CPU数目的增加使得每个CPU的计算量减小, 
计算耗时减小, 因而使得并行效率的降低[20]. 而在每

个CPU上的计算量固定, 而计算总量随CPU个数增加

的情况下, 本文提出的用于全尺度计算颗粒运动的并

行计算方法则具有较高的并行效率和加速比.  

5  结论 
本文提出了一种采用内嵌边界方法模拟流体中

颗粒运动的并行算法, 并采用该方法模拟计算了两

维颗粒在密闭方形区域中自由沉降问题来验证方法

的有效性. 该方法的优点可总结如下.  
1) 能很好地处理当颗粒穿过亚区域边界时颗粒

与流体之间的耦合.  
2) 对于每个 CPU, 最大计算量是固定的.  
3) 具有较高的并行计算的效率和加速比.  
本文提出的采用内嵌边界方法模拟流体中颗粒

运动的并行算法是基于两维的计算. 由于采用了基

于笛卡儿均匀网格的内嵌边界方法来模拟计算流体

中颗粒的运动, 因而本文提出的并行算法能够很容

易地、直接地扩展到三维颗粒与流体之间相互作用的

计算. 我们进一步的工作是采用内嵌边界方法结合

多重直接力算法以及并行计算方法来全尺度研究三

维气固多相流. 
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