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摘要    本文介绍了用约束数表示的自由度公式的几个重要的发展阶段, 指出了以往用环

路公共约束表示的自由度公式的不足之处是: 在处理含有虚约束机构时, 必需通过计算虚

约束数, 才能得出正确的自由度结果. 为克服这一缺点, 本文用虚拟环路、虚拟环约束、广

义副约束数等新概念, 分析了构件的自由度数和运动副约束数之间的关系, 给出了用虚拟

环路公共约束表示的自由度公式. 得出了机构自由度是机构所有构件自由度之和与所有运

动副约束数之差, 再加上各虚拟环公共约束之和的计算公式, 以及机构总的过约束数就是

各虚拟环约束数之和的重要的结论. 这种用虚拟环公共约束表示的机构自由度公式, 能避

开虚约束的计算. 通过多个计算实例, 证明了虚拟环路法对自由度分析的正确性、有效性

和适用性. 
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自由度计算是机构结构分析的一项重要的研究

内容, 在公式的表达形式上, 有用运动副约束数之和

表示的, 也有用运动副自由度之和表示的. 用运动副

约束数之和表示的自由度公式, 有以下几个重要的

发展阶段.  

1869 年俄罗斯学者 Chebychev[1, 2], 给出了用约

束数表示的平面机构自由度公式 F=3n2(P0+Pn). 

1887 年 Somov-Malytsheff 给出了没有公共约束的空

间机构的自由度公式[3, 4] 

 ,6 5
1  i iiCnF＝  (1) 

其中 n 是活动构件数, Ci 是 i 级副的数目, 
5

1 ii
iC

 是

所有运动副的约束数之和, 该式只适用于没有过约

束的机构.  

由于机构各运动副形式的不同, 相互间的几何

关系和尺寸关系的影响, 有时会使运动副中一定数

量的约束失去作用, 造成(1)式出现错误的结果. 这
种失去约束作用的约束数目, 通常称之为过约束. 为

了消除过约束对自由度计算的影响, 人们提出了机

构公共约束和环路公共约束的概念.  

1929 年, 德国学者 Kutzbach 给出了考虑公共约

束的自由度公式[5]: 

 


     （
1

6 )( 1) (6 ),
P

ii
F m N m f  (2) 

其中m是公共约束, P是全部的运动副数目, N是机构

的所有构件数, if 是第 i 个运动副的自由度数. 如果

用环路的阶 d(d=6m)代入上式, 通过变换也可以表

示成 

 
1

( 1) .


    P

ii
F d N P f  (3) 

上式通常也被称作 “K-G”公式 . 因为独立环路数



张一同等: 用虚拟环约束表示的机构自由度公式 
 

116 

L=PN+1, 也可以写成 F  
P
i if1  dL的形式. 这里

已经考虑了环路的公共约束, 但是还没有考虑不同

环路的公共约束可能不相等的情况, 还没达到完全

通用的目的.  
1963 年, Manolescu 和 Manafu 给出了, 考虑到各

环路公共约束不相等的自由度公式[6]: 

 
 

   5

1 1
6 max .

q

i ji j
F n C m  (4) 

这是扩展了的(1)式, 其中mj是第 j个独立环路的公共

约束, 虽然通用性更大了, 但还不能用于含虚约束的

机构, 仍然有一定的局限性. 它的第一项是除机架以

外所有构件没受到约束之前的自由度, 第二项是所

有运动副产生的约束数之和, 第三项是各环路公共

约束之和的最大值.  

1971年美国学者Bagci给出了, 用环路的公共约

束数、虚约束数、局部自由度数、消极自由度数计算

自由度的公式[7]: 

 0 ,i r c pF F F F M F F       (5) 

其中 M=
1

,
L

jj
m

  mj 是第 j 个环路的公共约束数, 与

(4)式不同的是, 这里只计算各环路公共约束之和, 并

没有强调它的最大值. 分别用独立项 FC, FP, Fr 计算

虚约束、消极自由度、局部自由度. FC=


 1
( 1)gN

cjj
k , 

kcj 是第 j 个含虚约束的环路组中的环路数, Ng 是有虚

约束的环路组数.  

一直到 2005 年, 还是普遍采用计算虚约束数目

的方法, 来分析含虚约束机构的自由度[8~11].  

用螺旋理论分析机构的运动螺旋系和反螺旋系

求出机构的公共约束. 再分析支链的运动螺旋系、反

螺旋系和支链约束螺旋的相关性, 求出虚约束 v, 由

下面修正的“K-G”公式计算自由度: 

 


     1
( 1) ,

P

ii
F d N P f v  (6) 

这也是很有特色的用约束分析自由度的方法[12~14].  

在文献[15]中, 法国学者Gogu介绍了, 近 150年

来人们使用了 35 种不同的方法, 也使用了各种不同

的数学工具, 还有用李群李代数进行研究的[16~18].  

2010 年文献[19]提出了一种用虚拟环路计算自

由度的新方法, 可以避免计算虚约束数目. 它是用虚

拟环路阶表示的通用自由度计算公式, 即 

 
1 1

,
P L X

i ji j
F f d

 
    (7) 

其中 X
jd 是第 j 个虚拟环路的阶.  

P
i if1 是机构所有

运动副的自由度之和, P 是所有运动副的数目.  

机构自由度可以用(7)式的虚拟环路阶 X
jd 表示, 

还可以用第 j 个虚拟环路公共约束 X
jm (简称虚拟环约

束)表示, 为此需要分析环路公共约束 mj、虚拟环约

束 X
jm 与机构自由度的关系, 以及虚拟环约束 X

jm 在

自由度分析中的作用.  

为便于阅读和更清楚地说明用虚拟环约束 X
jm

表示的自由度公式意义及推导过程, 以及从另一个

角度进一步证明用虚拟环路法分析机构自由度的正

确性, 需要先介绍一下虚拟环路的相关概念.  

1  虚拟环路和它的公共约束 

在空间多闭环机构中, 每个独立环路与其相邻

环路不重复的独立杆件的组合称之为杆组, 杆组的

自由度可以小于零、等于零和大于零, 杆组中的构件

可以是从动件, 也可以是原动件. 这里定义的杆组是

广义的杆组, 不是自由度为零的阿苏尔杆组. 例如, 

图 1有四个独立环路, 它含有图 2的ABCD, EFG, HK, 

PRM 四个杆组.  

为了把相邻两个环路不同的运动传递方式用统

一的术语描述, 引入虚拟运动副的概念. 设相邻两个

环路传递运动的构件为 M, J, 无论它们是否相邻, 都

假想地看成是由一个运动副联接的, 这个假想的运

动副称之为虚拟运动副, 简称为虚拟副, 并用 ,

1

M J

jG  表

示. 组成虚拟副的两个构件M, J相邻时, 它是一个真

实的运动副; 组成虚拟副的两个构件 M 和 J 不相邻 
 

 

图 1  ED＝FG=HK, ED//FG//HK 

 

图 2  各环路杆件不重复的独立部分 
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时, 它是一个广义运动副[19~21], 简称为广义副. 虚拟

副代表的可能是真实的运动副, 也可能是广义副. 任

意两个相邻的独立环路之间的运动传递, 都是通过

虚拟副完成的. 第 j 个杆组与其联接的前一个环路的

虚拟副组成的环路, 称之为虚拟环路.  

利用虚拟副的概念, 可以这样来描述多环路机

构的组成: 具有 L 个独立环路的机构, 是用 L1 个杆

组, 依次添加到前一环路组成虚拟副的两个构件 M, 

J 上形成的.  

这样就可以把具有L个独立环路的机构, 看成是

由 L个独立的虚拟环路组成的. 前一虚拟环路的运动

输出构件 M, J, 也是后一虚拟环路的运动输入构件. 

依此类推, 直到把运动传递到最后一个环路.  

在多环路中, 第 j 个环路的公共约束用 mj 表示, 

该环路中不相邻的两个构件 M, J 组成的广义副的约

束数用 ,M J
jm 表示, 杆组自身的公共约束数, 用 gz

jm 表

示. 自由度为 Fj, 杆组的构件数为 nj、运动副数目为

Pj, 第 i 个运动副的约束数目为 pi, 按在文献[10]给出

的推导方法, 可以得出第 j 个虚拟环路, 杆组的自由

度计算公式, 即 

 
1

6 ,jP X

j j i ji
F n p m


    (8) 

其中
1

jP

ii
p

 是第 j 个环路杆组所有运动副 Pj 的约束

数之和, X
jm 是虚拟环约束, Fj 是添加第 j 个杆组时, 

机构自由度的变化, 可以小于零、等于零和大于零.  

多闭环机构的自由度计算, 就是根据机构组成

的先后联接顺序, 依次求出第 j 个环路杆组的自由度

Fj, L 个独立环路的杆组自由度之和就是机构总的自

由度 F, 即 

 1 2 1
.


       L

L jj
F F F F F  (9) 

把(8)式代入(9)式,经推导就得到了用虚拟环约束表示

的自由度公式, 即 

 
1 1

6 ,ZP L X
i ji j

F n P m
 

     (10) 

其中 n 为机构总的活动构件数目, PZ 为机构运动副的

总数. 需要强调的是, F 是包括局部自由度 Fr 在内的

自由度, F-Fr 是机构从动件具有确定运动所需的原动

件数目.  

用虚拟环约束 X
jm 表示的自由度公式, 除了(10)

式的形式, 还可以写成下面的形式: 

 
1 1

6 .ZP L X
i ji j

F f m L
 

     (11) 

设机构各虚拟环约束之和为 Xm , 则 

 
1

.


  LX X
jj

m m  (12) 

对于一个确定的机构, 在非奇异位形的位置, mX 是一

个确定的值, 它就是机构总的过约束数.  

2  虚拟环约束表示方法和实环约束的关系 

2.1  虚拟环约束的表示方法和运算规则 

第 j 个环路虚拟环约束参数的多少和类型, 用
X
jm (  , x y z)表示, 括弧中的, , , x, y, z 是形式

参数, 分别代表对 x,y,z轴转动和移动的约束. 为了讨

论方便, 也可以把, , 所代表的实际符号写入对应

的位置, 例如=, =, =, 则写成 X
jm (x 

y z). 形式参数的值只有 0, 1 两种. 0 表示没有参数对

应的约束, 直接写入 0; 1 表示有对应参数的约束, 写

入符号. X
jm 的值为各参数值之和, X

jm =+++x+ 

y+z. 例如 X
jm (  , 0 0 z)是第 j个环路的虚拟环约束, 

代表环路对, 轴转动有约束, 并且 z 轴移动有约束, 

对 z 的转动和 xy 轴的移动没有约束, 其值为 X
jm =3.  

X
jm 的计算方法为: X

jm 等于广义副的约束 JM
jm

,
1

与杆组自身的公共约束 gz
jm 之和, 即 

  ,
1 ,X M J gz

j j jm m m  (13) 

这是第 j 个环路的虚拟环约束方程.  

在 JM
jm

,
1 + gz

jm 相加的运算中, 代表对应参数的因

子相加, 运算法则为 

 xi + xi = xi, xi+0=0, 0+0=0, xi=0, 1. (14) 

值得强调的是, 对于任意选定的独立环路 I, 因

为它没有前一环路, 所以环路 I 的虚拟环约束 X
Im 总

是等于实际环路的公共约束 mI, 或者说环路 I 仅仅是

一个名义上的虚拟环路, 即 .X
I Im m  

2.2  虚拟环约束与实环约束的关系 

虚拟环约束 X
jm 与实环约束 mj 的关系为 

 ,    =1, , .X
j jm m j L   (15) 

mj 值可以直接用观察法或螺旋理论求得. 使用公式
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(10)时, 首先要根据组成虚拟副的 M, J 是否邻接, 判

定那些环路的 X
jm 与 mj相等, 这个判断称之为虚拟环

约束定理: 1. 任选的第 I 环路 X
Im =mI; 2. 虚拟副的

M, J 相邻 X
jm = jm ; 3. 虚拟副的 M, J 不相邻, 由(13)式

确定 X
jm 值, 可能 X

jm =mj, 也可能 X
jm ≠mj(如果前一

环路虚拟副的 M, J 构件不相邻, 添加后得到的虚拟

环路与真实环路不同, 虚拟环路的构件数目和运动

副数目都少于实际环路的, 虚拟环约束 X
jm 与实环约

束 mj 可能相等, 也可能不相等). 设实际环约束之和

为 mL, 则 mL=
1

,
L

jj
m

  机构的虚约束数 v 为 

 . X Lv m m  (16) 

由以上的分析可以得出一个重要的结论: 虚约

束也是一种过约束, 它是由于在 X
jm 和 mj不相等的环

路中, 用 mj 代替 X
jm 造成的. 因此, 只要正确的使用

X
jm 就能避免虚约束数 v 的计算.  

3  虚拟环公共约束的应用 

例 1.  图 3 是含虚约束的平行四边形 6R, 其中

AB=CD=EF, AB//CD//EF. 环路 I 中, X
Im = X

Im (0  , 

0 0 z)=3, 由(8)式得 FI= In6  
IP
i ip1 + X

Im =6×35× 

4+3=1. 环路 I 是个平行四边形, 件 2 只能作平动, 广

义副 5,2
IG 的约束 5,2

Im = 5,2
Im (  , 0 0 z)=4.  

从表面上看, EF 杆组能绕 F 点回转, E 点有转动

引起的沿 x, y 轴的移动. 它自身的约束应该为 gz

II
m (0 

 , 0 0 z)=3. 但是, 在每个瞬时必须等于, 机构

才能运动, 所以不是独立运动参数, 它是有约束的, 

值应为 1, 而不是 0. 因此, 杆组 EF 相当于只有转动

引起的沿 x, y 轴的移动, 它自身的实际约束应该为 

 

 

图 3  平行四边形 6R 

gz
IIm (     ,  0  0  z )=4.  X

IIm = 5,2

I
m (     ,  0  0 

z)+ gz
IIm ( ,0 0 z)= X

IIm (, 0 0 z)=4, FII=6nII 

1

IIP

ii
p

 + X
IIm =6×15×2+4=0. 杆组 EF 是一个 X

IIm =4, 

F=0 的阿苏尔杆组. F=FI +FII =1+0=1. 或者直接由

(10)式得到 F=6×45×6+(3+4)=1.  

例 2.  图 4 是文献[15]给出的 11 杆的 3-RRRP

机构. 环路 I 由 ABCDEFGH 组成, 所有运动副的轴

线都平行于O-xy平面, 有一个不能绕 z轴回转的公共

约束, 所以 X
Im = X

Im (0 0, 0 0 0)=1, FI = In6 
1

IP

ii
p

  

+ X
Im =6×75×8+1=3. 件 4 的两个回转副 D, E总是平

行于 O-xy 平面的, 所以件 4 只能作平动, 它与机架

11 组成广义副 11,4
IG , 它的约束 11,4

Im (  , 0 0 0)=3. 

环路 II 中, 有一个 JKML 杆组, 所有的运动副轴线平

行于 z 轴, 都没有绕 x 和 y 轴的转动, 杆组自身的公

共约束 gz
IIm (  0, 0 0 0)=2, X

IIm = 11,4
Im (  , 0 0 

0)+ gz
IIm (0, 0 0 0)= X

IIm (  0, 0 0 0)=2, FII= 

IIn6  
IIP
i ip1 + X

IIm =6×35×4+2=0, F=FI+FII =3+0=3. 

也可以由(10)式得 F=6×105×12+(1+2)=3. 机构总的

过约束数  
L
j

X
jm1 = X

Im + X
IIm =1+2=3, 两环路公共 

约束之和为
1

L

jj
m

 =mI+mII=1+1=2, 
1

=
L

X
jj

v m


  

1

L

jj
m

 =1, 机构有一个虚约束.  

例 3.  3-PUU 机构[22]如图 5 所示, 它有 2 个独立

环路. 设固定坐标系 O-xyz 与机架 J 固结, B1, C1, B2, 

C2, A3, D3 轴线都平行于 O-xy 平面, 并且 B1 轴平行于

x轴. B1⊥A1, B2⊥A2, B3⊥A3; D1⊥C1, D2⊥C2, D3⊥C3, 
 

 

图 4  3-RRRP 机构 
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图 5  3-PUU 机构 

它们分别组成 U 副. 杆组 1 和 2 组成第 I 环路, 有 3

个转动和 3 个移动(一个移动副和两个转动引起的移

动). 虚拟环约束为 X
Im =0. FI=6nI   

IP
i ip1 + X

Im =6× 

95×10+0=4. 因为 C1 和 C2 的轴线, 在运动过程中总

是和 O-xy 平面平行, 两个轴线的交角为 120, 所以

动平台不能绕 x 和 y 轴转动, 它只有 3 个移动和绕 z

轴的转动. 因此, M 与 J 组成广义副 ,M J
IG 的约束为

,M J
Im (  0, 0 0 0)=2.  

杆组 2 和 3 组成第 II 环路, 由于 D3 点的水平轴

线是固结在动平台上的, 该轴线的转动在 x, y 轴都有

份量. C3 点的回转轴与动平台有一个夹角, 所以它在

y, z轴也都有回转分量. 因此, 杆组 3自身有 3个转动

和 3 个移动, 即 gz
IIm (0 0 0, 0 00)=0. X

IIm = JM
Im

, (  0, 

0 0 0)+ gz
IIm (0 0 0, 0 0 0)= X

IIm (0 00, 0 0 0)=0, FII =6nII 

  
IIP
i ip1 + X

IIm =6×45×5+0=1. F=FI+FII=4+(1)=3. 

由(10)式得 F=6×135×15+(0+0)=3.  

例 4.  把文献[21]3-RPC 机构的一个 RPC 改成

RRC, 就得到图 6的 2-RPC/RRC机构, 它有两个独立

环路. 环路 I 由 ABCGHM 组成, 所有构件都不能绕 z

轴转动, X
Im =1, 由(8)式得 FI= In6  

IP
i ip1 + X

Im = 6× 

5(5×4+4×2)+1=3. 在件 3 上, 两个回转副轴线都与

O-xy 平面平行, 件 3 只能作平动, 6,3
Im = 6,3

Im
 (  , 0 

0 0). 环路 II 由 RPC 杆组和 RRC 杆组组成的, RRC

杆组自身的公共约束为 gz
IIm (0  , 0 0 0), X

IIm = 6,3
Im  

(  , 0 0 0)+ gz
IIm (0  , 0 0 0)= X

IIm (0  0 0 0)=2.  

FII=6nII 
IIP
i ip1 + X

IIm =6×2(5×2+4×1)+2=0, F=FI 

+FII=3+0=3. 杆组 RRC 是一个 X
IIm =2, FII =0 的阿苏

尔杆组. 由(10)式得 F=6×7(5×6+4×3)+(1+2)=3.  

例 5.  图 7 的 2-PRU/PR(Pa)R 机构[23]中, 有 3

个独立环路. 在 O-yz平面内, 2-PRU(C, D 为 U 副)杆

组串联成环路 I(ABCDEF), 所有构件都不能沿 x轴移

动, 也不能绕 z 轴转动, 虚拟环约束 X
Im (0 0 , x 0 

0)=2, FI = In6  
IP
i ip1 + X

Im =6×75×8+2=4. 由于件 4

不能沿 x轴移动, 也不能绕 z轴转动, 广义副 13,4
IG 的

约束 13,4
Im (0 0, x 0 0)=2.  

环路 II 为 GMJHKDEF, 它含有一个 PRR||RR

的杆组, K 和 M 点的回转轴线都平行于 y轴, H 和 J

的回转运动在 x, z轴都有回转分量, 所以杆组自身的

公共约束为 gz
IIm (0 0 0, 0 0 0)=0, X

IIm = 13,4
Im (0 0 , x 0 

0)+ gz
IIm  (0 0 0, 0 0 0)= X

IIm (0 0 0, 0 0 0)=0, FII = 

 
IIP
i ip1

X
IIm =6×45×5+0=1. 由于件 8相对于件 12

只能平动, 广义副 12,8
IIG 的约束为 12,8

IIm (  , x 0 0)=4. 

环路 III 为 HJPT, 它含一个 2R 杆组(PT), 由于 JH 和

PT 平行且相等, 所以环路 III 是平行双曲柄机构, 如

图 8 所示. 

 

 

图 6  2-RPC/RRC 机构 

 

图 7  2-PRU/PR(Pa)R 机构 
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图 8  JH//PT, JH=PT 

可以在第 III 环路单独建立一个坐标系, 即

O-x3y3z3. 为了书写方便, 在确定约束数目时, 不同坐

标下的形式参数可以添加对应坐标系的下角标, 也

可以省略它的下脚标. 例如, 可以把 gz
IIIm (0 33, x3 

00)写成 gz
IIIm (0 , x 0 0). 表面上看, 杆组 TP自身

的公共约束为 gz
IIIm (0 , x 0 0). 

在运动过程中, 两个回转轴 K 和 M 总是平行的, 

且 JP=TH, 所以 PT 总是平行 JH, 总是等于, 也就

是说不是一个真正的独立参数. 因此, gz
IIIm 的实际

值应该为 gz
IIIm ( , x 0 0)=4. X

IIIm = 12,8
IIm (, x 0 

0)+ gz
IIIm ( , x 0 0)= X

IIIm (, x 0 0)=4. FIII= 

IIIn6   
IIIP
i ip1 + X

IIIm =6×15×2+4=0, F=FI+FII+FIII=4+ 

(1)+0=3. 从这里可以看到, 通常被称之为串并联混

合的 PR(Pa)R支链, 实际上是含一个独立环路的组合

体, 并非是不可拆分. 也可以直接由(10)式得 F=6n 

 
ZP
i iP1 + 

L
j

X
jm1 =6×125×15+(2+0+4)=3.  

例 6.  图 9 是文献[7]中 Bagci 分析的七杆机构. 

环路 I 中, 杆组 RCCR 的四个轴线平行. 所有的构件

都不能绕 z 和 y 轴转动, 虚拟环约束 X
Im = Im (0 , 0 

0 0)=2, IF = In6  X
I

P
i i mpI  1 =6×3(5×2+4×2)+2=2, 

7,2
Im (0, 0 0 0)=2. 环路 II 是把 E, F, G 点的杆组

SRP 添加到件 2 和件 7 上组成的. 杆组 EFG 的公共

约束 gz
IIm (0 0 0, 0 y 0)=1. X

IIm = 7,2
Im (0 , 0 0 0)+ 

gz
IIm (0 0 0, 0 y 0)= X

IIm (0 0 0, 0 0 0)=0, FII= IIn6  

 
IIP
i ip1 + X

IIm =6×2(5×2+3×1)+0=1. 环路 III 是 2P

杆组添加到件 5 和件 7 上组成的. 杆组 KH 的公共约

束 gz
IIIm (  , x 0 0)=4, 75，

IIm (  , x 0 z)=5. X
IIIm = 

7,5
IIm (  , x 0 z)+ gz

IIIm (  , x 0 0)= X
IIIm (  , x 0 0)  

 

图 9  七杆机构 

=4, FIII= IIIn6  
IIIP
i ip1 + X

IIIm =6×15×2+4=0, F=FI +FII+ 

FIII=21+0=1, 由 (10) 式得  F=6×6(5×6+4×2+3×1)+ 

(2+0+4)=1.  
例 7.  图 10 是 3-RPS 机构, 每个杆组的 R 轴线

都与移动副 P 垂直, 3 个杆组均布. 环路 I 没有公共

约束, X
Im =0, FI= In6  

IP
i ip1

X
Im =6×5(5×4+3×2) 

0=4. 动平台有 3 个移动和 3 个转动, 以及一个沿

CD 轴回转的局部自由度, 所以 6,3
Im (0 0 0, 0 0 0)=0. 

环路 II 的 GHK 杆组没有 x 方向位移, 自身的公共约

束 gz
IIm (0 0 0, x 0 0)=1, 所以 X

IIm = 6,3
Im (0 0 0, 0 0 

0)+ gz
IIm (0 0 0, x 0 0)= X

IIm (0 0 0, 0 0 0)=0, FII= 

IIn6   
IIP
i ip1 + X

IIm =6×2(5×2+3×1)+0=1, F=FI+FII 

=4+(1)=3, 由(10)式得 F=6n  
ZP
i iP1 +  

L
j

X
jm1 =6× 

7(5×6+3×3)+(0+0)=3.  

以上例子的计算列于表 1, 可以清楚的看到机构

各种参数和机构自由度的关系.  

4  讨论 

文献[19]给出的本文的(6)式和本文给出的(10)式 

 

图 10  3-RPS 机构 
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表 1  mL, mX与虚约束的关系 

Name of the mechanisms 
The 

mobility of all 
links 6n 

The sum of all 
kinematic pair 

constraints 
1

PZ
ii

P
  

The sum of 
constraints of 

actual loops mL 

The sum of 
constraints of 

virtual loops mX 

The number of 
virtual constraints 

mXmL 

Mobility 

F=6n
1

pz
ii

p
 +

1

L X
jj

m
  

The 6R parallelogram 
mechanism 

6×4=24 6×5=30 3+3=6 3+4=7 1 F=6×45×6+(3+4)=1 

The 3-RRRP mechanism 6×10=60 12×5=60 1+1=2 1+2=3 1 F=6×105×12+(1+2)=3 

The 3-PUU mechanism 6×13=78 15×5=75 0+0=0 0+0=0 0 F=6×135×15+(0+0)=3 

The 3-RPS mechanism 6×7=42 3×(3+5+5)=39 0+0=0 0+0=0 0 F=6×73×13+(0+0)=3 
The 2-RPC/RRC 

mechanism 
6×7=42 3×(4+5+5)=42 1+1=2 1+2=3 1 F=6×73×14+(1+2)=3 

 
是等价的. 两者的区别仅在于: (6)式是用虚拟环路阶

之和与运动副自由度之和表示的; 而(10)式是用活动

构件的自由度之和、运动副的约束数目之和与虚拟环

路的公共约束数之和表示的 . 两个公式可以通过
X
jd =6 X

jm 互相转换. 

本文是从虚拟环路公约束的角度, 分析论证了

公式(10)的正确性,也就等于是从另一个角度进一步

充分地证明(6)式和虚拟环路法的正确性和有效性.  

本文一个最重要的结论是: 虚拟环路的公共约

束之和 mX 就是机构的全部的过约束. 因此, 不必再

像以往那样, 把过约束分别定义为环路公共约束形

成的一般过约束和虚约束形成的特殊过约束(冗余约

束)[9, 11]. 这就更加清楚地认识到, 特殊过约束实际上

就是利用环路公共约束没能正确计算出来的一种过

约束, 而虚拟环路法(或者说虚拟环路的公共约束) 

弥补这种不足. 这也说明用虚拟环路法对机械结构

的分析, 比用环路阶(或者环路的公共约束) 的分析

更具有有效性, 能更深入地揭示机械结构性能的本

质属性.  

5  结论 

本文通过虚拟环路、虚拟环约束和虚拟环约束方

程等新概念, 建立了用构件数、运动副约束数和虚拟 

环约束表示的多闭环自由度公式. 公式本身说明虚

拟环约束之和就是机构的过约束总数.  

通过以上的理论分析和计算实例, 可以得出以

下几个重要的结论. 

1) (10)式是一个用虚拟环约束表示的多环路自

由度公式, 可以用于含虚约束、局部自由度和消极自

由度的任意机构, 它具有广泛的适用性.  

2) 虚拟环约束 X
jm , 等于该环杆组自身的公共

约束和前一环广义副的约束之和.  

3) 机构各虚拟环约束之和
1

L
X
jj

m
 是一个定值, 

它是该机构过约束的总数.  

4) 虚拟环约束性质的判定定理: 1. 任选的第 I

环路 X
Im = Im ; 2. 虚拟副的 M, J 相邻 X

jm = jm ; 3. 虚

拟副的 M, J 不相邻, 由(13)式确定 X
jm 值, 可 X

jm =mj, 

也可能 X
jm ≠mj.  

5) (10)和(6)式是等效的, 单纯从计算机构自由

度的角度来说, 多数情况下用(6)式计算, 比用(10)式

简单, 但是从分析和解释过约束的性质来说, 无疑

(10)式是最说明问题的表达式. 另外, (6)和(10)式是

从虚拟环路阶和虚拟环公共约束两个不同的角度 , 

分别论证了用虚拟环路法计算自由度, 比其他方法

具有更大的优点: 简单、有效.  
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