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摘要 通常高成本、破坏性的抽样检验需采用具有最大样本量限制的序贯检验方法. 立

足于设计出最大样本量尽量小的序贯检验方案, 本文基于 Koopman-Darmois分布族建立了

序贯网图检验方法. 与目前广泛采用的截尾序贯概率比检验方法相比, 序贯网图检验方案

具有更小的样本量上界, 更适合高成本、破坏性的抽样检验.
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1 引言

在高成本、破坏性的军工产品验收检验中, 检验成本至关重要. 我们希望成本预算尽可

能地小, 而成本预算很大程度上取决于样本容量. 在实际中, 常采用序贯方法来进行高成本

的抽样检验. 在序贯检验方法下, 样本量是一随机变量, 因此通常考虑平均样本量 (ASN) 较

小的序贯检验方案. 除了 ASN, 最大样本量也是需要考虑的一个重要因素. 缺乏最大样本量

的序贯检验方案会为检验的成本预算和管理等方面带来许多困难, 甚至导致检验无法实施.

因此, 本文针对具有最大样本量的序贯检验方法展开讨论.

在具有最大样本量的序贯检验方法中, 最重要的方法之一是截尾序贯概率比检验 (以下

简称截尾 SPRT).截尾 SPRT 是在序贯概率比检验 (SPRT) 基础上设置最大样本量 (即对样

本量作截尾)而获得. 它克服了 SPRT方法下样本量可能很大的问题,对实际使用者来说是比

较有效且易于操作的,已得到广泛的应用. 譬如,国际电工组织 (International Electrotechnical

Commission)标准 IEC 1123[1] 即是采用截尾 SPRT方案.此外, 截尾 SPRT方法还被应用于

其他领域, 如: 工程 (如文献 [2])、临床试验 (如文献 [3])、经济 (如文献 [4]) 等领域.

虽然截尾 SPRT方案具有最大样本量,但是对于如导弹这类高成本、破坏性的武器验收

问题, 截尾 SPRT方案的最大样本量仍然比较大,无法满足实际需要. 为改进这一问题,濮晓

龙等 [5] 基于成败型数据提出了序贯网图检验方法. 文献 [5] 的结果显示, 对于 IEC 1123 中
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的大多数检验问题, 序贯网图检验方案具有比截尾 SPRT 方案更小的最大样本量. 根据文献

[5], 我们在表 1 中列出了 IEC 1123 中的 5 个检验问题下, 序贯网图检验方案与截尾 SPRT

方案在最大样本量上的差异. 由表 1,相对于截尾 SPRT方案,序贯网图检验方案的最大样本

量至少减少了 20%. 因此, 从最大样本量角度来看, 序贯网图检验方法可以有效地降低检验

的成本预算. 目前, 序贯网图检验方法已经在实际中得以应用.

表 1 截尾 SPRT 方案与序贯网图检验方案的最大样本量比较

p0 p1 α = β
最大样本量

截尾 SPRT 方案 序贯网图检验方案

0.20 0.6000 0.20 5 4

0.15 0.4500 0.05 31 23

0.20 0.4000 0.10 44 35

0.05 0.0750 0.30 176 107

0.01 0.0175 0.30 406 265

注: p0 和 p1 分别表示原假设和备择假设的不合格品率, α 和 β 表示要求的两类错误概率.

本文对基于 Koopman-Darmois分布族的序贯网图检验方法进行了探讨. 由于 Bernoulli

分布属于 Koopman-Darmois 分布族, 可将文献 [5] 所讨论的对合格品率的序贯网图检验方

法看作本文的一个特例. 本文主要对基于 Koopman-Darmois 分布族的序贯网图检验方法的

性质进行研究, 并对连续分布下检验方案所涉及的计算问题展开具体的讨论.

本文第 2 部分介绍了序贯网图检验方案的构造与性质; 第 3 部分描述了序贯网图检验

方案的具体设计; 以指数分布均值的检验问题为例, 第 4 部分详细介绍了关于连续分布的序

贯网图检验方案的设计及其效果; 第 5 部分为结论和总结.

2 序贯网图检验方案的构造与性质

在这一部分中, 我们介绍基于 Koopman-Darmois 分布族的序贯网图检验方法的主要思

想、构造步骤及性质.

自 Wald[6] 提出 SPRT 方法以来, 序贯方法逐渐成为解决抽样检验问题的重要工具.

SPRT 方法简便并具有一定的最优性, 但因其样本量缺乏上界且在原假设和备择假设之间

的某些参数上的 ASN 值可能很大而无法满足某些实际应用的需要.

Anderson[7] 指出, 若一个检验方法满足以下三个条件, 则该方法可能会比较有效地解决

SPRT 方法的缺陷. 这三个条件是:

(1) 该方法应是序贯检验方法;

(2) 样本量有上界;

(3) 判断边界是光滑的.

目前已有学者提出了一些满足以上三个条件的检验方法. 其中一类方法是在某些坐标

系 (如 (n, Tn =
∑n

i=1 Xi))下采用两条相交边界作为判断边界. 在这类方法下, 随着样本量的

增大, 继续抽样区域变得越来越小, 最终在两边界交点处继续抽样区域消失, 即完全可以作

出判断而不需继续抽样. 由此,两边界交点所对应的样本量即为最大样本量. 一方面,我们都

知道, 随着样本量的增大, 作出正确判断的把握也逐渐增大, 因此随着样本量的增加而增大
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可作出判断的区域 (即减小继续抽样区域) 是合理的. 另一方面, 通过使两条判断边界相交,

自然地得到了一个样本量上界, 也是比较合理的. 目前, 关于这类方法的研究主要有:

(1) Kiefer和Weiss[8] 提出了在 Koopman-Darmois分布族下以两条相交曲线作为判断边

界的方法, 它有效地解决了 SPRT 方法的缺陷. 但这一方法涉及的计算很复杂, 对计算机编

程有比较高的要求, 不利于实际使用.

(2) Donnelly[9] 和 Anderson[7] 提出了在 Wiener 过程下以两条相交直线作为判断边界、

并可根据需要设置最大样本量的方法. 他们还给出了此方法下 ASN 和实际的两类错误概率

的精确计算公式.

(3) Lorden[10] 提出的 2-SPRT方法是较为有效、相对简单的方法. 在 Koopman-Darmois

分布族下,其判断边界是两条相交直线. Lorden[10]和 Huffman[11] 证明了 2-SPRT方法的渐近

有效性. Lai证明了 2-SPRT方法的优良性 [12],并总结了该方法的性质 [13]. 但是,在 2-SPRT

方法下, 根据两边界交点所得到的最大样本量太大, 无法应用于高成本检验问题.

受到以上方法的启发,我们基于 Koopman-Darmois分布族建立了序贯网图检验方法. 该

方法的主要思想是在原假设和备择假设两个参数之间插入若干个点, 采用 SPRT 方法对多

组检验问题同时进行检验以得到判断边界, 最后对样本量设置上限.

我们所讨论的 Koopman-Darmois分布族为:

fθ(x) = exp{k(x) + θx − b(θ)}, 其中 b(θ) 是凸函数, θ ∈ Θ.

考虑以下假设检验问题:

H0 : θ = θ0 vs. H1 : θ = θ1 (不失一般性, 设 θ0 < θ1). (1)

设要求的两类错误概率分别为 α 和 β.

对于检验问题 (1), 我们建立的序贯网图检验方法是通过插入 k − 1 (k � 2) 个适当的点

θ2, θ3, . . . , θk (θ0 < θ2 < θ3 < · · · < θk < θ1), 将 (1) 转化为 k 个检验问题,由这 k 个检验问题

获得 k 个 SPRT 方案, 从而确定适当的判断边界和最大样本量.

具体来说, 构造序贯网图检验方案需要以下 5 个步骤.

第 1步.找 k−1 (k � 2)个适当的点 θ2, θ3, . . . , θk,它们满足 θ0 < θ2 < θ3 < · · · < θk < θ1.

第 2步.以 (θ0, θ2, θ3, . . . , θk, θ1)中每相邻 2个参数为 1对,将检验问题 (1)转化为 k 个

检验问题, 即 ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

H01 : θ = θ0 vs. H11 : θ = θ2,

H02 : θ = θ2 vs. H12 : θ = θ3,

...

H0k : θ = θk vs. H1k : θ = θ1.

(2)

第 3 步. 对 (2) 中的 k 个检验问题分别采用 SPRT 方法作检验, 可得到 k 个 SPRT 方

案. 由于 Koopman-Darmois 分布族下, SPRT 方案都是以坐标系 (n, Tn =
∑n

i=1 Xi) 中的一

组平行线作为判断边界, 由此可得到 k 组平行线.

第 4步. 确定检验问题 (1)的判断边界. 由于最终的判断是拒绝 θ0 或拒绝 θ1,因此我们

取第 3 步 k 个 SPRT方案中拒绝 θ0 和拒绝 θ1 的两条直线作为序贯网图检验方案的判断边

界.
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第 5 步. 确定最大样本量 nt 和 Tnt 处的临界值 rt, 使得方案满足两类错误概率的要求

并且 nt 尽量小.

以上 5个步骤描述了序贯网图检验方法的构造. 接下来将讨论序贯网图检验方法的一些

性质.

首先,我们证明,对于序贯网图检验方法,当 k�3时,插入 k−1个点等价于插入 2个点.

定理 1 设插入的 k − 1 (k � 3) 个点为 θ2, θ3, . . . , θk (θ0 < θ2 < θ3 < · · · < θk < θ1). 设⎧⎨
⎩

H01 : θ = θ0 vs. H11 : θ = θ2,

H02 : θ = θk vs. H12 : θ = θ1.
(3)

则由检验问题 (2) 所确定的序贯网图检验方案边界与由 (3) 所确定的边界相同.

证明 在检验问题 (2) 中, 拒绝 θ0 的边界由第 1 个检验问题得到, 拒绝 θ1 的边界由第

k 个检验问题得到, 由此可见, 判断边界的确定与 (2) 中其他 k − 2 个方案无关, 因此采用插

入 k − 1 个点的检验问题 (2) 等价于插入 2 个点的检验问题 (3). 证明完成.

由定理 1, 我们只需插入 2 个点 (记作 θ2 和 θ3), 分别得出 θ0 ↔ θ2 和 θ3 ↔ θ1 的 SPRT

方案,并采用其中拒绝 θ0 和拒绝 θ1 的两条边界作为序贯网图检验方案的判断边界. 由于 θ2

与 θ3 不需要建立检验关系, 因此可取作 θ0 < θ2 � θ3 < θ1. 由此, 我们可将 (3) 写为:

H01 : θ = θ0 vs. H11 : θ = θ2, (4)

H02 : θ = θ3 vs. H12 : θ = θ1. (5)

在 Koopman-Darmois 分布族下, 由 (4) 和 (5) 所得的 SPRT 方案均是一组平行线. 设

AB//A′B′ 为检验问题 (4) 的判断边界, CD//C′D′ 为检验问题 (5) 的判断边界, 即:

AB : Tn = s1n + h1, A′B′ : Tn = s1n − h1,

CD : Tn = s2n + h2, C′D′ : Tn = s2n − h2,

其中, s1, h1, s2 和 h2 的取值将在后面讨论. 图 1 显示了这些判断边界.

图 1 序贯网图检验方案的判断准则
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根据前述构造方法, 我们应取检验问题 (4) 中拒绝 θ0 的边界 (即图 1 中 AB) 和检验问

题 (5) 中拒绝 θ1 的边界 (即图 1 中 C′D′) 作为检验问题 (1) 的序贯网图检验方案的判断边

界. 在图 1中,当 n < nt 时, AB 及以上区域为拒绝 θ0 的判断区域, C′D′ 及以下区域为拒绝

θ1 的判断区域, AB 与 C′D′ 之间的区域为继续抽样区域.

通常, 用 (τ, d) 来表示序贯检验方案, 其中, τ 表示样本量 (实际是一个停时), d 表示作

出的决策 (d = i 表示接受 Hi (i = 0, 1)). 那么, 序贯网图检验方案 (τ1, d1) 可表示为:

τ1 = inf
{

n � nt :
fθ0n

fθ2n
� A0 或

fθ1n

fθ3n
� A1

}
,

d1 =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0,当 τ1 < nt 且
fθ1τ1

fθ3τ1

� A1,或 τ1 = nt 且 Tnt < rt,

1,当 τ1 < nt 且
fθ0τ1

fθ2τ1

� A0,或 τ1 = nt 且 Tnt � rt,

其中, A0, A1 (0 < A0, A1 < 1) 的取值将在后面讨论.

经简单推导可知, 在 Koopman-Darmois分布族下, (τ1, d1) 等价于 (τ2, d2), 其表达式为:

τ2 = inf{n � nt : Tn � s1n + h1 或 Tn � s2n − h2},

d2 =

⎧⎨
⎩

0,当 τ2 < nt 且 Tτ2 � s2τ2 − h2,或 τ2 = nt 且 Tnt < rt,

1,当 τ2 < nt 且 Tτ2 � s1τ2 + h1,或 τ2 = nt 且 Tnt � rt,

其中, s1, h1, s2 和 h2 为: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

s1 =
b(θ0) − b(θ2)

θ0 − θ2
,

h1 =
lnA0

θ0 − θ2
,

s2 =
b(θ1) − b(θ3)

θ1 − θ3
,

h2 = − lnA1

θ1 − θ3
.

(6)

图 1 显示了序贯网图检验方案的判断准则.

那么, 序贯网图检验方案的两条判断边界是否都如图 1 所示的 AB 和 C′D′ 那样相交

呢？定理 2 给出了肯定的答案.

定理 2 考虑 Koopman-Darmois 分布族参数的检验问题 (1), 对任意的 θ2 和 θ3 (θ0 <

θ2 � θ3 < θ1), 序贯网图检验方案的两判断边界在坐标系 (n , Tn) 中相交.

证明 令

s1n + h1 = s2n − h2,

即
b(θ0) − b(θ2)

θ0 − θ2
n +

lnA0

θ0 − θ2
=

b(θ1) − b(θ3)
θ1 − θ3

n +
lnA1

θ1 − θ3
. (7)

则 (7) 式等价于 (
b(θ1) − b(θ3)

θ1 − θ3
− b(θ0) − b(θ2)

θ0 − θ2

)
n =

lnA0

θ0 − θ2
− lnA1

θ1 − θ3
. (8)
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整理 (8) 式左边, 可得[
I1(θ3)
θ1 − θ3

− I0(θ2)
θ0 − θ2

+ b′(θ3) − b′(θ2)
]

n =
lnA0

θ0 − θ2
− lnA1

θ1 − θ3
, (9)

其中, Ii(θ) = Eθ[ln( fθ(x)
fθi

(x))]. 显然, Ii(θ) > 0 且 Ii(θ) = (θ − θi)b′(θ) − [b(θ) − b(θi)], i = 0, 1.

由于 θ0 < θ2 � θ3 < θ1 且 Ii (θ) > 0 (i = 0, 1),则有 I1(θ3)
θ1−θ3

− I0(θ2)
θ0−θ2

> 0. 因为 b(θ) 为可导

的凸函数, 所以 b′(θ3) − b′(θ2) � 0. 故 I1(θ3)
θ1−θ3

− I0(θ2)
θ0−θ2

+ b′(θ3) − b′(θ2) > 0.

因此,

n =
lnA0

θ0−θ2
− lnA1

θ1−θ3

I1(θ3)
θ1−θ3

− I0(θ2)
θ0−θ2

+ b′(θ3) − b′(θ2)
. (10)

由于 0 < A0, A1 < 1,故 (10)式右边为正. 也就是说,序贯网图检验方案的两边界在 (10)

式所确定的样本量处相交. 定理得证.

图 1 中, 两边界 AB 和 C′D′ 相交处所对应的样本量记为 n0, 其值即由 (10)式确定. 我

们要求 nt � n0.

下面的定理 3 说明, 当 θ2 = θ3 且 A0 = A1 时, 在某个 θ2 处 n0 可以达到极小值.

定理 3 在 Koopman-Darmois分布族下,若 b(θ)为凸函数且在 [θ0, θ1]上连续、二阶可

导, 则当 θ2 = θ3 且 A0 = A1 时,

(1) 存在 θ2 ∈ (θ0, θ1), 满足:

(θ1 − θ0)b′(θ2) + b(θ0) − b(θ1) = 0. (11)

(2) 满足 (11) 式的 θ2 能使 n0 达到极小值.

证明 (1) 因为 b(θ)为凸函数且在 [θ0, θ1]上连续、二阶可导,由 Lagrange中值定理知,

存在 θ2 ∈ (θ0, θ1), 使得

b′(θ2) =
b(θ1) − b(θ0)

θ1 − θ0
,

即 (θ1 − θ0)b′(θ2) + b(θ0) − b(θ1) = 0.

(2) 当 θ2 = θ3 时, 由 (10) 式有,

n0(θ2) =
lnA0

θ0−θ2
− lnA1

θ1−θ2

b(θ1)−b(θ2)
θ1−θ2

− b(θ0)−b(θ2)
θ0−θ2

. (12)

若 A0 = A1, (12) 式可简化为

n0(θ2) =
(θ0 − θ1)lnA0

(θ1 − θ2)[b(θ0) − b(θ2)] − (θ0 − θ2)[b(θ1) − b(θ2)]
. (13)

由于 θ0 < θ1 且 0 < A0 < 1, 故 (13) 式右边的分子大于 0. 因为定理 2 已经证明了 n0

取值为正, 故 (13) 式右边的分母 (记为 g(θ2)) 也大于 0. 要使 n0 达到极小值, 只要使 g(θ2)

达到极大值.

经推导, 可得

g(θ2) = −(θ1 − θ0)b(θ2) − [b(θ0) − b(θ1)]θ2 − θ0b(θ1) + θ1b(θ0).

令 g′(θ2) = 0, 即可得 (11) 式.

进一步,

g′′(θ2) = −(θ1 − θ0)b′′(θ2).
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由于 b(θ) 是凸函数, 因此 b′′(θ2) � 0, ∀ θ2 ∈ (θ0, θ1), 从而

g′′(θ2) � 0, ∀ θ2 ∈ (θ0, θ1).

因此, 满足 (11) 式的 θ2 使得 g(θ2) 在 (θ0, θ1) 上达到极大值, 也就是使 n0 达到极小值.

证明完成.

3 序贯网图检验方案的设计

这一部分将讨论如何确定序贯网图检验方案中的设计参数. 具体来说, 有两个方面需要

考虑:

(1) 如何计算实际的两类错误概率;

(2) 如何确定方案的设计参数 (s1, h1, s2, h2, nt, rt).

首先讨论实际的两类错误概率的计算问题.定理 4给出了计算表达式,其证明是显然的.

定理 4 对给定的序贯网图检验方案 (s1, h1, s2, h2, nt, rt),实际的两类错误概率分别为:

α′ = Pθ0(T1 � s1 + h1) +
nt−1∑
i=2

Pθ0(Ti � s1i + h1 , s2j − h2 < Tj < s1j + h1 , j = 1, 2, . . . , i − 1)

+Pθ0(Tnt � rt , s2j − h2 < Tj < s1j + h1 , j = 1, 2, . . . , nt − 1), (14)

β′ = Pθ1(T1 � s2 − h2) +
nt−1∑
i=2

Pθ1(Ti � s2i − h2 , s2j − h2 < Tj < s1j + h1, j = 1, 2, . . . , i − 1)

+Pθ1(Tnt < rt , s2j − h2 < Tj < s1j + h1, j = 1, 2, . . . , nt − 1). (15)

(14)和 (15)式以概率表达式的形式给出了 α′ 和 β′ 的计算公式. 由此看出,若不采用编

程很难计算出 α′ 和 β′. 对于离散分布,由于继续抽样区域内的支撑点是有限个,我们可以获

得 α′ 和 β′ 的精确值. 而对于连续分布, 我们只能在继续抽样区域中划分若干个小区间以转

化为离散分布的情况, 从而得到 α′ 和 β′ 的近似值. 后面的例子表明, 只要在继续抽样区域

中划分足够多的小区间, 近似效果是比较好的.

下面讨论如何确定方案的设计参数 (s1, h1, s2, h2, nt, rt).

如图 1 所示, 序贯网图检验方案由 6 个设计参数 s1, h1, s2, h2, nt 和 rt 决定. 对于

Koopman-Darmois分布族,一旦确定了 θ2, θ3, A0 和 A1, 那么根据 (6)式便可得到 s1, h1, s2

和 h2. 因此, 我们只需确定设计参数 (θ2, θ3, A0, A1, nt, rt) 即可.

先讨论在给定的 (θ2, θ3, A0, A1) 下如何确定 nt 和 rt.

对于给定的 (θ2, θ3, A0, A1),

nt = inf{n � n0 : αn,r
′ � α 且 βn,r

′ � β, 对某 r (s2n − h2 � r � s1n + h1)}, (16)

其中, αn,r
′ 和 βn,r

′ 是以 n 为最大样本量、以 r 为 n 处的判断临界值时的实际的两类错误

概率.

确定 nt 后, 便可确定 rt, 以使 αnt,r
′ + βnt,r

′(近似) 达到最小. 即, rt 应满足:

rt = {r : s2nt − h2 � r � s1nt + h1 , αnt,r
′ � α, βnt,r

′ � β,

αnt,r
′ + βnt,r

′ (近似) 达到最小}. (17)

注意, 若 (θ2, θ3, A0, A1) 选取不当, 就可能不存在满足 (16) 和 (17) 式的 (nt, rt).
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同样, 很难给出 nt 和 rt 的计算公式. 我们通过编程搜索来确定 nt, 即从 1 开始逐渐增

大 (不超过 n0) 来搜索 nt. 在每一个被搜索的 nt 下还需搜索 r, 以确定被搜索的 nt 是否满

足 (16) 式. 一旦满足实际的两类错误概率的 nt 出现, 便停止对 nt 的搜索, 只需在此 nt 下

继续搜索满足 (17) 式的 rt.

接下来讨论如何确定 θ2, θ3, A0 和 A1. 由于无法建立起 (θ2, θ3, A0, A1) 与 (nt, rt) 之间

的显式关系式, 因此很难得到 (θ2, θ3, A0, A1) 的精确值. 为获得恰当的 (θ2, θ3, A0, A1), 我们

可以穷举出 (θ2, θ3, A0, A1) 所有可能的取值, 然后选择使得 nt 达到最小的值. 然而, 这 4 个

设计参数都在其值域中连续取值, 这导致我们不可能穷举出所有可能的取值, 只能列出某些

取值, 从中挑选最优方案.

类似于 SPRT 方法, 我们采用名义错误概率 α0 和 β0 来计算 A0 和 A1, 即,

A0 =
β0

1 − α0
, A1 =

α0

1 − β0
. (18)

由于 A0 和 A1 应在 (0, 1) 取值且错误概率的值一般不超过 0.50, 因此我们将 α0 和 β0 的值

域取为 (0, 0.50). 我们通过编程搜索 α0 和 β0 来确定 A0 和 A1. 当 α = β 时, 我们相应简化

为 α0 = β0 (即 A0 = A1), 本文例子中即是考虑这种情况.

θ2 和 θ3 的值也需通过编程搜索获得. 我们建议首先考虑 θ2 = θ3 的情况. 当 θ2 = θ3 时,

应优先考虑采用使得 n0 达到最小的 θ2 (见定理 3) 作为搜索的初始值.

得到 θ2 = θ3 情况下的序贯网图检验方案后, 若对该方案中最大样本量 ñt 不满意, 可以

尝试进一步寻找 θ2 < θ3 情况下的序贯网图检验方案, 并将 ñt 设置为搜索 nt 时的上界. 在

对 θ2 和 θ3 进行搜索时, 一种方法是先设置 l (0 < l < θ1−θ0
3 , l取较小值), 将 θ2 从 θ0 + l 搜

索到 θ1 − 2l, 同时在给定的 θ2 下将 θ3 从 θ2 + l 到 θ1 − l 的情况列出. 但是, 这样的搜索可

能很耗时间, 特别是在连续分布情况下. 我们建议简化搜索, 将搜索值取为:

θ2 = θ0 +
θ1 − θ0

m
, (19)

θ3 = θ1 − θ1 − θ0

m
, (20)

其中, m 可取值为 2, 3, . . . . 当然, 这种搜索方法可能导致遗漏了最优方案, 应用时应引起注

意.

4 对指数分布均值进行检验的例子

在这一部分中, 以指数分布均值的检验为例, 我们对序贯网图检验方案的设计及其效果

作进一步说明.

例 1 设依顺序收集的样本 X1, X2, . . . 来自指数分布 Exp(λ), 其中 λ 是均值. 设要求

的两类错误概率为 α = β = 0.10. 考虑假设检验问题:

H0 : λ = λ0 = 1 vs. H1 : λ = λ1 = 2. (21)

以下分 6 步具体介绍连续分布情况下序贯网图检验方案的设计方法.

第 1 步. 确定实际的两类错误概率的计算方法. 由于指数分布为连续分布, 故只能近似

计算实际的两类错误概率. 这里, 我们将继续抽样区域中每个 n 所对应的上下边界之间的取

值划分为 500 个小区间, 采用离散分布情况的方法, 根据 (14) 和 (15) 式计算 α′ 和 β′. 从

100 万次随机模拟的结果来看, 近似计算值可精确到 0.01.
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第 2 步. 确定搜索 λ2 (= λ3) 的适当起点. 由于 α = β, 故我们设定 α0 = β0, 由 (18) 式

亦有 A0 = A1. 因此, 我们可采用由 (11) 式所得的 λ2 作为搜索的起点. 经简单推导, 可得

λ2 =
lnλ1

λ0
1

λ0
− 1

λ1

.= 1.3863. (22)

第 3 步. 采用 (22) 式中的 λ2, 进一步搜索 α0 (= β0). 在搜索中, 我们以 0.01 为步长将

α0 从 0.01 取到 0.49.

第 4步.在前面给定的 λ2 (= λ3)和 α0 (= β0)下,搜索 nt 与 rt. 本例中,我们从 1开始

搜索 nt, 在每一 nt 下搜索是否有符合两类错误概率要求的 r. 一旦确定 nt 后, 再进一步在

nt 下搜索满足 (17)式的 rt. 由于本例中 r 与 rt 为连续取值, 我们采用二分法对它们进行搜

索.

根据第 1至第 4 步中所有的搜索结果,我们可以选择出这些结果中最优的方案.表 2 第

2 行显示了 λ2 = λ3 = 1.3863时所搜索出的最优方案. 该方案是取 α0 = β0 = 0.16 而得到的.

表 2 检验问题 (21) 下 λ2 = λ3 时的序贯网图检验方案与截尾 SPRT 方案 (α = β = 0.10)

方案 s1 h1 s2 h2 nt rt α′ β′

序贯网图检验 1.1722 5.9509 1.6558 7.4915 15 20.1014 0.0994 0.0986

截尾 SPRT 1.3683 4.3944 1.3683 4.3944 17 22.4684 0.0969 0.0978

第 5 步. 在 (λ0, λ1) 内搜索 λ2 (= λ3), 从而寻找 λ2 = λ3 情况下的最优方案. 在搜索中,

我们可令 l (0 < l < λ1−λ0
2 , l取较小值) 为步长, 将 λ2 从 λ0 + l 搜索到 λ1 − l. 本例中, 我们

取 l = 0.01. 我们在前面 4 步中已经得到了 nt = 15 的方案 (如表 2 第 2 行所示), 为提高搜

索效率, 可取 15 为 nt 的搜索上界. 经过这一步的搜索, 我们获得的最优方案与表 2 第 2 行

的方案几乎完全相同.

第 6 步. 进一步搜索 λ2 和 λ3, 以寻找 λ2 < λ3 下的最优方案, 从而结合第 5 步的结果

得到 λ2 � λ3 下的最优方案. 本例中, 我们采用 (19) 和 (20) 式所确定的 λ2 和 λ3 进行搜索,

取 m 的值为 2, 3, . . . , 10. 最终, 我们未搜索到比表 2 第 2 行的方案更优的方案. 因此, 对于

检验问题 (21), 序贯网图检验方案取为表 2 第 2 行所示的方案.

为进行比较, 我们也计算了相应的截尾 SPRT 方案, 列于表 2 第 3 行中.

由表 2 的结果来看, 序贯网图检验方案与截尾 SPRT 方案实际的两类错误概率差异不

大, 但序贯网图检验方案的 nt 更小.

最后, 为考查实际的两类错误概率的近似计算效果, 我们分别进行了 100 万次的随机模

拟,所得结果列于表 3中. 从表 3可知,近似计算的结果是比较精确的,近似值与随机模拟值

的相对差异不超过 0.4%.

表 3 实际的两类错误概率近似计算的精确性

序贯网图检验方案 截尾 SPRT 方案

α′ β′ α′ β′

计算值 0.0994 0.0986 0.0969 0.0978

随机模拟值 0.0994 0.0989 0.0967 0.0980
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5 结论与总结

表 1 和例 1 显示, 序贯网图检验方法能有效地减小最大样本量, 从而降低成本预算. 作

为一个有实用价值的方法, 目前, 它已在武器鉴定中得到应用, 取得了良好的效果.

我们发现, θ2 � θ3 下所获得的最大样本量与 θ2 = θ3 下的方案差异很小. 作为例子, 我

们在表 4 中列出了 IEC 1123 中的几个检验问题下两种方案最大样本量的比较. 其中, θ 表

示不合格品率. 我们根据 (19) 和 (20) 式, 分别取 m 为 2, 3, . . . , 10 来搜索 θ2 和 θ3.

表 4 θ2 = θ3 与 θ2 � θ3 情况下的序贯网图检验方案的比较

θ0 θ1 α = β
最大样本量

θ2 = θ3 时 θ2 � θ3 时

0.15 0.4500 0.05 23 23

0.20 0.4000 0.10 36 35

0.05 0.0750 0.30 107 107

0.01 0.0175 0.30 270 265

由例 1 和表 4 的结果来看, 对 θ2 = θ3 情况下所得的方案进行改进是存在一定可能性

的, 但即使耗费了很长的计算时间, 这种改进也是不明显的. 因此, 我们建议首先考虑采用

θ2 = θ3 下所得的检验方案.

当然, 序贯网图检验方法还不完善, 尚有一些问题有待进一步研究. 可以主要考虑以下

几个方面:

(1)针对具体的分布,寻找更好的方法来确定设计参数. 在一些特定的分布 (如二项分布

和正态分布) 下,通过研究设计参数与最大样本量的关系, 寻找更简单、更高效的设计参数确

定方法.

(2) 采用试验设计方法, 优化序贯网图设计参数的搜索.

(3)研究进一步减小最大样本量 nt 的方法,如设置了最小样本量 nmin(即在 n < nmin 时

不作任何判断) 的序贯网图检验方法.
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