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摘 要

本文视出了在形式证明系统中
,

证明长度
、

深度和宽度的概念
,

并且证明了长度

的对数
、

深度和宽度三者之间是线性相关的
.

说明了任何定理的证明都可以高度地

并行化
,

是一个与确定型计算截然不同的结论
.

一 已 l 侣绪
、 J . `二

欧几里得的公理化方法以及 C 6 de l ( 19 3 1) 的不完全性定理
,

给了数学和数理逻辑以深远

的影响
.

半个世纪以来
,

数学家建立了一门理论的可证明性理论
.

但是仅仅研究理论的可证

明性是不够的
,

还需要研究现实的可证明性
,

即研究证明复杂程度如何
.

我们研究的目的是要

阐明证明的一些基本性质
,

加速证明的进程
.

从计算的观点来看
,

要加快计算的进程
,

主要的方法是并行化
.

是否每个计算间题都可以

高度并行化呢 ? 看来答案是否定的
〔1]

.

但是对于数学的证明而言
,

本文却给出了一个肯定的

回答 : 如果一个定理有一个长度为 L 的证明 (相当于 串行时间 )
,

那末一定有一个深度不超过

,.l go L 的证明 (深度相当于并行时间
, `
是一个仅和公理系统有关的常数 )

.

作为非确定型计算的数学证明
,

比起确定型的计算困难得多
.

可是数学家为什么能写出

那么长而复杂的证明呢 ? 可能正是由于这种可并行性
.

实际上
,

这表现为对前人的继承
,

多人

的分工合作
,

以及每个人界维本身的并行性
·

也许定理的机器证明 也应当走这一条并行化的

道路
.

这一想法来源于作者
“

论计算的相似性与对偶性
” 一文〔2 ,中的非确定型定理 1

.

本文则进一步提出一个一般的形式证明系统 (正规系统 )
,

并且定义了证明的 长度
、

深度和

宽度
,

所谓证明的长度
,

就是把证明写出来以后字符的个数
.

所谓证明的深度
,

就是把它推导

出来的层次数
.

所谓证明的宽度
,

就是假定把证明写在一条只读带上
,

为 了检验它是不是一个正确的形式

证明所需机器的最小内存
.

这里的长度
、

宽度和深度分别相当于非确定型计算所需的串行时

间
、

空间和并行时间
,

所以都是一些稳定的概念
.

本文 l q昭 年 6 月 10 日收到
.
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证明的长
、

宽
、

深三者之间有什么关系呢 ?我们发现
,

证明的长度取对数就相当于深度
.

换

言之
,

对任何一个正规系统 N
, ,

都存在一个与之等价的系统 N
Z ,

使得对任何公式 洲
,

若它在队

中的证明长度为 乙
,

则它在 N
Z

中的深度不大于
: log L

,

这里
`
是一个与 留无关的常数

.

反过

来
,

对任何正规系统 N
Z ,

也都存在与之等价的系统 N
: ,

使对任何可证公式 阳 而言
,

若它在 从

中深度为 D
,

则在 N
,

中证朋长度的对数 log L 簇
。 D

.

我们还发现证明的宽度和证明长度的

对数之间也有这种线性关联的关系
.

本文的主要结果就是证明了证明长度的对数
、

深度和宽

度三者之间是线性关联的
.

需要注意的是
,

本文所讨论的形式数学并非数学的全貌
,

二
、

正规形式证明系统

任何形式证明系统总是从某些公理或公理模式出发
,

运用某
.

些推理规则一步步得到新的

公式的一个重写系统
.

这里重要的是
:

l) 这个形式证明系统要有足够的一般性
.

2 )推理的每

一步又应该是初等的 (不然的话我们可以在一步之内得出任何可以得出的结论 )
.

既然是一个

重写系统
,

我们用一个非确定型的图灵机器来完成从某些字出发改写成另外一些字的工作
,

而

且允许记录下某些中间信息
.

但是要求在每一个地方
,

改写和扫描的总次数不超过一个固定

的常数
,二

定义 1
.

一个正规 (形式证明 )系统是一个非确定型的图灵机器
,

它有 友条双 向只读输人

带
,

左条双向只读辅助输人带
,

及条工作带
,

一条单向只写输出带和一条单向只写辅助输 出带 ;

它的输入
、

偷出和工作字母表都是 万 ; 它的所有带头改变方向的总次数不超过一个固定的常数
; ;它的停机状态分为接受和拒绝两种

,

对任何输人和任何一系列非确定的选择都会最后停机
.

如果开始工作时第 i 个输人带的内容是 留 , ,

第 i 个辅助输人带上的内容是 斌
,

那末当机器进

人一个接受状态时
,

它的输出带上的内容 (辅助输出带上的内容 )就叫做由前提 。 1 ,

…
, “ * 和

辅助前提
。 ,

;
,

一
, 即又直接推 出的结论 (辅助结论 )

.

定义 2
.

设在字母表万上给出了一个正规系统 N
,

我们递归地定义可证公式 (又称为定

理
,

下同 )和辅助公式的集合如下
:

l) 空字是可证公式
,

也是辅助公式
.

2 ) 若 洲 (却
’

) 是由可证公式 留 : ,

…
,

留 * 为前提
,

辅助公式
t’ ,

;
,

…
, “
咦为辅助前提而得

到的直接结论 (辅助结论 )
,

则 州 (叼
’

) 是可证公式 (辅助公式 )
.

3 ) 所有辅助公式和可证公式均可使用 1 或 2 在有限次内得到
.

定义 3
.

如果它们可证公式集相等
,

则两个正规系统称作等价的
.

例 1
.

在由命题变元
。 ,

b
,

命题联结词 ~
,

D
,

以及括号所构成的命题演算系统中
,

有三

条公理
:

l ) ( A 〕 ( B 〕 理 ) )
,

2 ) (咬左 D ( 召 D e ) ) 〕 ( ( 刀。 刀 ) 〕 (才 D e ) ) )
,

3 ) ( ( ( ~
,

1 )〕 ( ~ 刀) ) 〕 ( 刀〕 才 ) )

和一条推理规则 ( m o d us p o n e n s

)

(刀 D B )
,

A

B
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所构成
,

其中 刀
,

B
,

c 等都代表一个
“

合乎语法
”
的公式

.

为了说明它只是正规系统的一个特例
,

我们构造一个非确定型图灵机 N
,

使得由它推出的

公式恰是全体恒真命题
,

推出的辅助公式恰是全体合乎语法的公式
.

N 非确定地执行下列工

作之一 :

l) 在辅助输出带上写下符号串 (
。

) 或 (的
.

2 ) 如果辅助输人之一是字符串 A
,

则在辅助输出带上写下 ( ~ 才 )或 (刀 )
,

3 ) 如果辅助输人是 A 和 B
,

则在辅助输 出带上写下 ( A D B )
.

斗) 如果辅助输人是 A 和 B
,

则在输出带上写下 ( 才 D ( B D A ) ) 或 ( ( ( ~ A ) 〕 ( 一 B )) D

( 召〕 月 ) )
.

约 如果辅助输人是 刀
,

B 和 C
,

则在输出带上写下 ( ( A 〕 ( B D c ) ) 〕 ( ( 才〕 B )〕 `
,

寸〕

C ) ) )
.

6 ) 如果输人是 、 和 ( A D B )
,

则在输出带上写下 B
.

以上 l )
, 2 )

,

3 ) 是为了构造合乎语法的公式
, 4 )

, 5 ) 对应于三条公理模式
, 6 )对应于推理

规则 m od us p o
en

n s
.

为了完成上述的每一步
,

N 的各带头改变方向的总次数都不超过八次
.

我们不难验证各种命题演算和谓词演算系统
,

oP st 系统等都是正规系统的例子
.

为了说

明正规系统中每一步推理仍然具有某种初等的性质
,

我们证明下面的引理
.

引理 1
.

设 留 是由前提 留 l ,

…
,

即 * 和辅助前题 州
,

…
,

诚 推出的 直接结论或 直接辅

助结论
,

则

I洲 { 毛
c

( l留
;

I + … 十 }翻 * { + }即 ; } + … + }留义l)
,

此处 }即 }代表 。 的长度
, `
是一个仅依赖于正规系统的常数

.

证
.

正规系统中的非确定图灵机 N 的计算可以分成不超过
/
个阶段

,

在每一个阶段中
,

任

何带头都不改变方向
.

因为万一共只有有穷多个内部状态
,

艺只有有穷多个字母
,

所以 N 在常

数步之内必须把工作带或输人带头向前走一格
,

否则就会陷人一个无穷的死循环
.

换句话说
,

每过若干步就必须走过一个曾经用过的方格
.

如果用 s ( i ) 表示第 i 个阶段中输 人 带 和工作

带内容的总长
,

用 ,
( ,’) 表示第 i 个阶段计算的总步数

,

则有关系式
z
( i ) 簇 ` 1 5 ( i 一 l )

,

S ( i )
·

( r
( i ) + s ( i 一 l ) 成 (

: ,
+ l ) s ( i 一 l )

,

c :

是常数
.

于是
,

输出的长度 1叫 满足

洲 {镇 艺
,
( , ) 簇

c

( l
。 少,

} + … + {叨 * l + l留 ; } + … + }
u ,

又1)
,

`
是某个只依赖于 N 的常数

.

这一结果不仅对于输出的长度
,

就是对于工作带上的中间结果

的长度也是正确的
.

引理 1 证毕
.

由此可见
,

正规系统的每一次直接推导
,

只借助一个有穷非确定图灵机作不超过
/ 次的扫

描和改写
,

而且改写的中间结果和结论的长度都不超过输入总长的一个常数倍
.

三
、

证明的长度
、

深度和宽度的关系

在本节中将介绍本文的主要结果
.

定义 4
.

设 N 是一个正规系统
.

N 中的一个证明是由一串用分隔符
“ , ” 分开的有穷多个
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公式组成的序列
.

其中每 个公式都是一个 N中的定理或辅助公式
,

并且每个公式或者是一个

空字
,

或者是由前面的若干公式作为前提得到的直接结论 (当它是一条定理的情形 )
,

或者是由

前面的若干公式作为前提得到的辅助直接结论 (当它是一个辅助公式的情形 )
.

最后一个公式

应该是一条定理
,

被称作该证明的结论
.

该公式串被称为这条定理的一个证明
.

证明中全休

符号的总数叫做该证明的长度
.

一条定理的证明长度被定义为其最短证明的长度
.

定义 5
.

在一个证明中
,

空公式的深度为 1
.

如果一个公式是一组前提的直接推论
,

则该

公式的深度定义为该组前提中深度的最大值再加一 如果该公式是好几组前提的直 接 结 论

(即由不同的前提组都可以直接推出该公式 )
,

则取上述方法得到的各值中的最小者
.

一个可

证公式的深度被定义为以它为结论的所有证明中深度的最小值
.

证明复杂性的另一种度量
,

就是证明的宽度
.

假定给了一串符号
,

它是不是 N 中的一个证

明呢 ? 我们可以把它存在一个只读寄存器中 (例如图灵机的 只读带上 )
,

然后用一架确定型机

器对来检验
,

称 M为 N 的一个检验 系统
.

那末
,

为了检验一个符号串是否构成一个证明所需要

的最小工作内存加上输人长度的对数
,

就定义为该证明相对于M 的宽度
.

为什么要加 仁输人

长度的对数呢 ? 因为一般说来
,

要有一个对数长度的计数器
,

才能记住正在扫描的输人符号的

位置
.

所以这个假定是合理的
.

由此得到下面的定义
.

定义 6
.

设 N是一个正规系统
,

M是它的一个检验系统
,

即检验一个 字 符 串 洲 〔 (艺 U

{
,

} )
*

是否构成 N 中的一个证明的确定型图灵机器
.

M 作用在 川上所使用工作空间与 1叹 }川

之和称为 (关于M )的宽度
.

所以
,

宽度总是相对于一个固定的检验系统 M
.

只是有时为了说话方便才
`

省去这几个字
.

严格地讲
,

我们在第一节中讲到的结果
,

可以表述为下面三个定理
.

定理 1
.

对于任何正规系统 N
:

都存在一个等价的正规系统 N
Z ,

使对任 何 可 证公式 f 而

言
,

若 f 在 N
,

中的深度为 D
,

则在 从 中证明长度 L 的对数 log L 不大于
: D

, 。
是一个仅依赖

于 N
,

的常数 ;反之
,

对任何正规系统 N
Z ,

都存在一个与之等价的正规系统 刃
, ,

使对任何可证公

式 f 而言
,

若 f 在 N
Z

中的证明长度为 L
,

则 f 在 N
,

中的深度不大于
c : log L

, c ,

是一个仅依

赖于 N
:

的常数
.

把定理 1 中的深度 D 换成宽度 W
,

就得到一个与之对偶的定理 :

定理 2
.

对任何正规系统 滓
:

和它的一个检验系统 M
,

都存在与之等价的正规系统 N
Z ,

对

任何可证公式 f
,

若 f 在 N
,

中关于M 的宽度为 W
,

则 f 在 N
Z

中的证明长度的对数不大于
`

w
,

`
是一个仅依赖于 N

:

的常数 ;反之
,

对任何正规系统 N
Z ,

都存在与之等价的正规系统 从 和它

的一个检验系统M
,

使对任何可证公式 f 而言
,

若 f 在 从 中的证明长度为 乙
,

则 f 在 N
,

中相

对于 M的宽度不大于
: : log L

, : ,

是一个仅依赖于 河
:

的常数
.

定理 3
.

对任何正规系统 N
:

都存在一个与之等价的正规系统 N
:

及其检验系统 M
,

对任

何可证公式 f
,

若 f 在 从 中深度为 D
,

则在 N
Z

中相对于M 的宽度不大于 D ;反之
,

对任何正规

系统 N ,

及其检验系统M
,

都存在一个等价的正规系统 N
: ,

使得对任何可证公式 f 而言
,

若 f

在 N
Z

中相对于M 的宽度为附
,

则在 N
,

中的深度不大于川
.

四
、

从非确定图灵机构造正规系统

受 T 是一个 左带非确定图灵机
,

它的状态集合为 Q
,

工作字母表为 茗
,

包含空格符号 日
.

那
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么一个部分瞬时描述 (P ID )是如下形式的字 :

x i q y
:△x :呀y Z△… △x 女口y 友

,

其中△是不属于 艺 U夕的一个字母
, q ` Q

,

价y
、 ` 艺*

.

它表示在某个瞬时
,

机器处于状态 q
,

xl 夕, 是第 i 条带上的内容的一个子字
.

第 i 条带的带头正扫描着 y
;

的最左许号
.

注意
,

戈夕
,

不见得是带上的全部内容
,

只是带头附近的内容
,

所以称为部分瞬时描述
.

为了描述图灵机 丁 的一个简单动作
,

可根据 T 的下一动作函数写出 一组基本推演式
:

伪△嘶△… △叭一 几△尽△… △风
,

( l)

其中每对
a ,

~ 月, 具有下列三种形式之一 :

一) 石 q。 ,

一 石i q
` a

:
,

2 ) 占 : 。 ,

一 占, a

:。
’

,

3 ) b 。。 ;

。 。
’

b
, a

:
.

此处 q
,

丫〔 Q
, 。 ; , “

:
,

b、 〔 万
.

( l) 式的意思为
: 若机器 T 正处于状态 q

,

它的第 i 个带头正

扫描着符号
。 ; ,

i 一 l
,

2
,

…
,

左
,

那么 T 可以做下面的动作
: 把它扫描的第 i 条带上 的符号

。 ;

改成
。

:
,

( i 一 1
,

2
,

…
,

左) ; 把自己的状态由 q 改为 了 ;不改变第 i 个带头的位置 (当情形

1 成立 )
,

把第 i 个带头右移一格 (当情形 2 成立 )
,

或者把第 i 个带头左移一格 (当情形 3 成

立 )
.

对于任一非确定图灵机 T
,

基本推演式的集合是有限的
,

记为少
。

.

图灵机的活动可由部

分推演式的集合 少 来刻划
,

其定义如下
:

l) 少
。

仁切
.

2 ) 若 I 、 J 及 J 一 K 属于 少
,

则 介、 K 也属于 少
.

3 ) 若
x :

q y
,△… △ x * q y * ” x ;q

`

y ;△… △ x

又q
’

y又属于切
,

则 u , x , q y
, 。 ,△… △ u * x * q y

专。 * ~
,` l x
冲

’
, ;

。 ,△… △ u * x
又、

’

夕是
。 *

一

也属于 必
,

此处 “ ,

…
“ * 。 ;

…
。 。 〔 万*

.

4 ) 必 中元素均可由以上三条得到
.

非形式地讲
,

l) 描写了 T 的一步动作 ; 2 )可把各动作串联起来
: 3 )则用于扩充部分瞬时描

述的范围
,

本身不对应 T 的动作
.

不难用归纳法证明 : 若 a l

△… △气 ~ 热△… △爪 属干 少
,

则 队 } 一 ,
,
}

,

且 嘶△… △气 和 几△… △口
冷

都是部分瞬时描述
,

图灵机 T 从初始状态 q0’ 出发
,

开始的时候
,

第一条带上的内容为字 留 〔 (万 一 {日 冲
* ,

其

余的带上全为空格符 U
.

如果 T 最终进人某一接受状态 q , 〔 Q
, ,

我们就 说 T 接受了输人 u)
.

形式地讲
,

如果
,` ,

q
o u , 。 , △ u Z

q
。 , : △… △ u , q

。。 * 一
x l q `

y
,△… △ x 、 q

,

y 、 属于 少
,

并且
u 、

…
u , 。 ,

…
。 * 〔 { U }

* ,

q , 〔 口
, ,

就说 T 接受输人 即
.

现在我们从 T 出发
,

构造一个正规系统 N
Z ,

使得对任何留 而言
,

T 接受 。 当且仅当 州是从

所推出的结论
.

N
:

非确定地执行下列任务之一
:

l) 在辅助输出带上写下 必
。

中任一基本推演式
.

2 ) 如果有两个辅助输人 I 一 ,
J 和 了一 K

,

则在辅助输出带上输出 I ~ K
.

3 ) 如果辅助输人为 伪△… △傲 一 几△… △月、
,

则非确定地选取
u ; , 。 ,

〔 刃* ,

并在辅助

输出带上写下
。 , a : , , △二△ “ *叭 , *

一
。 ,

夕
1。 ,△… △“ *夕沪 *

.

但输出长不超过输人长的一个常数

倍
.

4 ) 如果辅助输人为 ul q 。“ , 。 :△ “ 2 (0I 约△ … △“ *咖 。 、
一 J

,

其中 J 的 内部状态属于 Q
` ,

且
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姚 ”
’ “

必
` ’ ·

“ *〔 粗口}
*,

则在输出带上写下 留 (作为结论 )
.

引理 .2 N
:

的可证公式集恰为 T 所接受的语言
.

证
.

只需要证
: N

:

的辅助公式集恰为 必
.

其实
,

N
:

用第一条可以得到 少
。

中任一基本

推演式
,

再用 2 )
,

3 )两条可得 必 中任一部分推演式
.

反过来
,

从 的辅助公式也都属于 少
.

引

理 2 证毕
.

引理 3
.

系统 N
Z

中的任何一个证明都可以在对数空间中验证
.

换言之
,

存在一个确定型

图灵机 M
,

在对数空间中判定任何字符串是否构成 N ,

的一个证明
.

证
.

设输人为 f0
,

f
; ,

儿
,

…
,

f
, ,

总长为 L :
.

M 依次检查各个 介( i 一 。
,

1
,

2
,

…
, ,

)是

否一个辅助公式或可证公式 (不难区别
,

有* 号的一定是一个辅助公式
,

否则不是 )
.

因为在

N
Z

所执行的 4 条任务中
,

只有第 2 条用到两个前题
,

故可逐个试验 l’z 个可能的前提对
,

这只需

两个长度 l og n 的计数器
.

在选定了前提后
,

为了检验 f
;

是否可由它 们推出
, o ( 109 乙 :

) 的空

间是足够的
.

引理 3 证毕
.

设 任 艺*

被 T 在时间 L 内接受
,

那么每条带上只有那些距离带头初始位置不超过 L 的方

格可能被用到
.

所以我们可以假定
,

一个完全的瞬时描述形为
x :

qy
,△… △: * qy

* ,

且有 ! x, qy
;

!

~ Z L 十 1
.

整个瞬时描述长为 2权乙 十 l) 一 1
.

设在计算过程中
,

瞬时描述每一步的变化

为 :

l 。 一 I 、

一 1 2

一
· ·

一
I :

.

( 2 )

考虑其中的 I
;

” rI
+ , ,

它是少 中的一个部分推演式
.

设 xl qy
` 为 I

,

在第 i 条 带上的描

述字
.

因为只经历了 !
步

,

故在 I
, + ,

的相应描述字中
,

只有相应于
: `最右边 ,

个位置
、

y
,

的最

左边的
,

个位置以及 q 的位置上的符号可能有变化 (一共 2 , 十 l 个 )
.

其余部分不会有变化
.

所以我们可把不会有变化的部分从部分推演式的两端省去
,

得到一个缩短了的形式 z ; ~ I ;
+ , .

它仍然属于 必
,

我们将用 权 I
,

” I
r + 了

) 来表示它
.

不难知道
,

它的长度满足

}P ( I
r

” I
, + :

) } 一 4友(
, + l ) 一 1 < s友、

.

( 3 )

引理 4
.

对 ,
·

, ! ) o
,

部分推演式 尸(了
,

。 z
r + 2、

) 可由 p ( z
,

一 I
, + ,

) 及 尸( I
, + ,

一 I
, + 2;

)

在 从 中应用两次规则 3 )和应用一次规则 2 )得到
.

证
.

考虑 I
,

一 几+ ,

。 rI +2
, .

设它们在第 i 条带上的描述字分别为 价 qy
, ,

式宁丫
,

:x’ e’’ 广
.

我们把 q 为中心长为 4 , 十 l 的区间记为 乡
,

把 q 为中心长为 2 , 十 1 的区间记为 乡
、 ,

把 了为

中心长为 2 , + l 的区间记为 乡
2 ,

则 乡
;

和 夕
2

都是 乡 的子区间
.

我们把 I
r

、 乙
+ ,

两端的

瞬时描述都限制在 乡
,

上
,

记为 ( l
,

” I
, + :

) {乡
`

(其实它就是 尸( z
。

、 z
, + `

) )
.

把 z
,

一 z
, + `

两端限制在 乡 上
,

记为 ( I
,

一 人+, ) }乡
.

显然
,

它可由 ( I
;

。 人
+ ,

) }乡
:

经由 从 应用一次规

则 3 ) 而得到
.

同样
,

( z
r + ,

一 z
, + z f

) !乡 可由 ( I
, + ,

一 z
r + 2,

) }乡
2

(即 尸( I
r + ,

、 z
r + : :

) ) 应用一

次规则 3 )得到
.

最后
,

应用规则 2 )
,

可由 ( I
r

” 乙+I ) !乡 和 ( I +r
,

~ rI +2
;

) 】乡 得到 ( I
,

。
z

; 十 : 了

) 】乡 (即 P ( I
,

一 I
, + 2了

) )
.

引理 4 证毕
.

引理 5
.

若输人 f 在时间 L 内接受
,

则 f 在 从 中有一个证明
,

其长度镇
: L 109 乙 ,

深度

(
。 fo g L

,

这里
`

是一个与 f 无关的常数
.

证
.

不妨设 乙 ~ 2
` .

因为 f 在时间 L 内被 T 接受
,

所以存在一个瞬时描述串

I 。

一 I ;

~ 1 2

~
· · ·

一 几
,

其中 I 乙 的状 态是一个接受状态
,

每个 I 。 + :

是由 I
。

经过一步得到的
.

考虑一串部分推演式
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尸 (I。

~ I,

)
,

P ( z 卫一 z ,

)
,

…
,

尸( I L一 ,

一 I L )
.

它们都是基本推演式
,

每个的长度 < 8左
,

深度都是 l ,

总长镇 8左
·

2
产 .

根据引理 4 ,

从它们出发
,

可应用规则 3 ) 和规则 2 ) 得到部分推演式

尸( I 。 一
,

1 2

)
,

尸( 2 2

一 z ,

)
,

…
,

尸( I L 一 2

~ I L

)
.

它们每个深度为 3
,

长度 < 2
·

8友
,

总长 ( 8受
·

2
` .

再由它们出发
,

可得部分推演式

p ( I。 一 I 。

)
,

尸( z 、

一 1 8

)
,

…
,

尸( L 。 一 ,

* I L

)
.

它们每个深度为
, ,

长度 < 斗
·

8咬
,

总长毛 8友
·

2
亡 .

如此等等
.

最后一直得出代 I 。

~ I :

)
,

它的

深度为 c2 十 1
.

再用第 4 )条规则
,

得到 f 作为输出
.

把上面的过程写下来
,

就得到 f 在 N
:

中

的一个证明
,

其总长一 。 ( L l og L )
,

深度一 。 l( og L )
`

引理 , 证毕
.

五
、

定 理 的 证 明

我们将在本节中逐步证明前面提到过的三个定理
.

引理 6
.

如果在一个正规系统中
,

可证公式 f 的深度为 D
,

则在同一个系统中
,

它的证明

的长度不超过
` D ; 同样

,

如果可证公式 f 相对于某检验系统的宽度为 W
,

则它的证明的 氏度不

超过 产
,

这里
`

是一个与 f 无关的常数
.

证
.

由引理 1 和定义 6 直接可得
.

于是
,

定理 1 和定理 2 都已经被证明了一半
.

剩下的另一半在证明了下面的定理 4 之后
,

也可自然推出
.

定理 4
.

设 N
l

是一个正规系统
,

那末存在一个与之等价的正规系统 N
:

和 从 的一个检验

系统M
,

使得对任何可证公式 f 而言
,

若 f 在 从 中的证明长度为 L
,

则在 从 中存在 f 的一个

证明
,

其长度为 。 ( L ’ l og L )
,

深度为 。 ( log L )
,

且该证明可在 。 ( log L ) 的空间中被M 接受
.

引理 7
.

对任何正规系统 N
, ,

都存在一个非确定图灵机 T
,

使得

l) T 接受的语言恰为 N
:

的可证公式集
.

2 ) 若 f 的证明长度为 L
,

则 T 接受 f 的时间为 0 (厂 )
.

证
.

T 非确定地猜测长度 L 和 f 的一个长度为 L 的证明
,

所需时间是 。 ( L )
.

设所猜出

的证明为 f
。 ,

f
: ,

f
Z ,

…
,

九( f
。

一 j)
,

并且标明了那些是辅助公式
,

那些是可证公式
.

T 可以

逐个验证每个 六( i 一 0
,

l
· , ·

2
,

…
, 。

) 是否可由前面的公式作为前提而推出
.

为此
,

非确定地

选取不超过 左个前提和 互个辅助前提
,

并且记录在 2友条工作带上
,

所需时间为 。 ( L )
.

然后
,

T 模拟 N
,

的一步推理
,

检验是否可以从这些前提得出 f
,

作为结论或辅助结论
.

根据引理 l ,

完成这一步的时间不超过前提总长的一个常数倍
,

因而等于 0 ( L )
.

故整个接受 f 的时间为

o (
, L ) ~ o ( L ’

)
.

引理 7 证毕
.

定理 4 的证明
.

对任何正规系统 N
l ,

可根据引理 7 构造出一个非确定图灵机 T
,

使得 T

接受的语言恰为 N
:

中的可证公式的集合
.

根据上一节的办法
,

对于 T 又可以构造一个正规系

统 N
Z ,

使从 中的可证公式集恰为 T 所接受的语言
.

因此 N
,

和 N
Z

是等价的
.

设 f 是 N
;

中的

一个可证公式
,

证明长度为 L
.

那么
,

丁接受 f 的时间为 o ( L ’

)
.

根据引理 5 ,

f 在 从 中有一

个长度为 。 ( L ’ 10 9 ( L ’

) ) = o ( L ’ l o g L ) 的证明
.

其深度为 O ( 10 9 ( L ’

) ) 一 o ( l o g L )
.

根据

引理 3 ,

这个证明可在对数空间中检验
.

也即存在一个检验系统 M
,

M 接变该证明的空间为

O ( 10 9 ( L ’

) ) 一 o ( lo g L )
.

定理 4 证毕
.
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根据定理4 和引理6 可得定理 1及定理 2
.

为了能使其中常数
`

、

。

取为 三
,

我们需要两个

加速定理
.

关于空间的加速定理可参见文献 走3 ]
,

关于深度的加速定理也不难证明
,

但不在此

赘述
.

[ I }

! 2 〕

王3 }

从定理 1 和定理 2 (取
。 ,

~ l ) 可以立刻得到定理 3
.
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