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规 范 场 理 论 的 若 干 问题
*

谷 超 豪 杨 振 宁

摘 要

规范场理论是电磁场理论的推广和发展
.

本文在资料 [ 1 ]的基础上
,

对规范场理

论作 了进一步的探讨
.

文中研究了规范场的对偶问题和两个规范场的相互 作 用 问

题
.

又引进了和洛仑兹规范相类似的补充条件
,

把场方程化为达兰贝尔型方程
,

并证

明了初始值问题的可解性
.

本文还讨论 了资料〔1〕中的引力场无源方程在相对论 流

体力学中的意义
.

此外
,

在球对称静态情况下确定了无源方程某些解的存在性和 自

由度
.

一
、

规 范 场概 述

在资料「l] 中用积分形式叙述了规范场的理论
,

本文将对此作进一步的探讨
.

为了后文的

需要
,

我们在这里再作一简短的叙述
, ’ .

依照资料〔11 中的定义
,

规范场是指一个微分流形 M
,

(对于物理学中的问 题
n ~ 4 ,

M
。

表示四维时空 ) 和一个规范群 G ( G 是李群 )
,

并且有 M
,

上分段光滑曲线弧 A B 和 ` 中的元

素相对应

筋 。 价, 。 〔 `
,

( r一 )

它满足如下的同态性质
:
曲线弧 ;鑫沱所对应的群的元素 价A B。

就是

价
, 。 。

= 小
, 。
价

。 c ,

( 1
.

2 )

特别当 A B 化为弧的微分 A A 十 dx 时
,

小 , , + ` 二 注 I + b二(二 ) d x “ X , ,

( 1
.

3 )

式中
x “

(井 = l
,

2
,

…
, n

) 表示流形上点的坐标
,

X ,
(王= 1

,

2
,

…
, 。 ) 是 G 的李代数 G

’

的

一组基
,

I 是群 ` 的恒等元素
,

对无限小回路 A B C D A 作

帐或 b ;

一 帐X , 称为规范场的势
.

币
,
cB

D , ,

可以导出

劝
, : c 。 汉 一 I 一 f轰

。

X * d x “ d x ” ` ,

( 1
.

4 )

这里 d尹 和 d尸
`

是构成回路 A B c D A 的两组微分
,

f态
,

= b轰
, ,

一 b杏
,
,
一 b弘b二c怎

,

式中
“ , ”

表示偏导数
, 。

怎为李代数 G
`

的结构常数
,

也就是说

( 1
.

5 )

本文 19 7斗年 8 月收到
.

. 本文是美国纽约州立大学教授杨振宁于 19 7 4 年 6 月访沪期间
,

与复旦大学部分教师共同讨论和研究的成果
.

参加

这项工作的复旦大学教师还有 : 孙 鑫
、

苏汝铿
、

严绍宗
、

沈纯理
、

胡和生
、

夏道行
.

l) 规范场的概念实质上和微分几何 中纤维从上
.力联络相 等价

,

但我们这里采用物理学的术语
.
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[ x;,

尤 , ] 一 戈 ,尤 ,

一 尤 , x ,
~

c

怎X
* .

玲
,

或 耘
,

一 :.f x * 称为规范场的强度
,

又称

中, 。 ” 中几
。

= 互
J
币汉

:

杏万
,

(参
刁 〔 G ,

g。 〔 ` )
为规范变换

.

在 M
。

为阂可夫斯基时空的情况下
,

定义

或 f
二 , }、 一 f

二 , ,

: + [ b
、 ,

f
, ,

]

浩
, . ; ~ f盏

, ,`
+ 云仪f么

, c

怎

为 九
,

或 难
,

的规范导数
.

成立毕安基恒等式

f
; , l: + f

, ` . ; + f*
, 卜 一 0

.

如果 M
。

有黎曼度规 取声尹 d尹
,

那末定义

f
; , r一:

= f
。 , ;: + [ b

; ,

f
; ,

]

为 九
,

的协变规范导数
,

九
, ; ;
中的

“ ; ” 表示协变导数
,

即

( 1
.

6 )

( 1
.

7 )

( 1
.

8 )

( 1
.

9 )

( 1
.

10 )

( 1
.

1 1)

.

~
,

_

_ f
叮
飞

, _ J
叮

1
,

、
拜人

, “ 尹儿 ,

( 1
.

1 2 )

仍然有毕安基恒等式
f
二 , l以 + f

, ; 一1 , + f:
; : 1,

~ 0

在资料〔1] 中还讨论源的概念
,

它的定义是

( 1
.

13 )

J
;
= g

, I f
二 , 。 :

J轰~ g
, 孟f尧

, l , ; .

需要注意的是
,

在现在的符号系统下
,

b , ,

九
,

和 J
二

是李代数

称满足

g琳 J
, 111 ~ 0

.

J
,
一 O

( 1
.

14 )

( 1
.

1 5 )

G’ 中的元素
.

源 J
;

满足方程

( 1
.

1 6 )

( 1
.

1 7 )

的场为无源的
,

无源的场方程 ( 1
.

17 ) 可以由变分

。

!
“ 丫兀 。 一 0

得到
,

这里 L 是拉氏密度函数
:

L ~ f土
,

f乙
。g “ a

g
” 夕G * , ,

( 1
.

1 8 )

式中的 G , ,
是李代数 G

`

的关于伴随群不变的一个非退化对称二次型的系数
.

L的这种写法比

资料 [ l] 中的 ( 2 0) 式拓广了一些
,

这里群 ` 比半单线群广泛一些
,

它可以是 u ( 1) (相当于电

磁场 )或任何可换群和半单纯群的直积
.

此外
,

从这个拉氏密度函数 出发
,

还可导 出规范场的能量动量张量
.

对坐标作无穷小变换

丫
“
~ 二“ + 叙

” ,

这时 扩“ ,

嵘产生相应的变更

利用无源方程 滩 一 。

占S

g
` a口 一 g

a 夕 + 占扩口,

可以得出

才 一 嵘 + 孙荟

一

小了而 d’x

一

{{写乒
占g

一 旦

护
占占“

一

!
T

。夕
( 。二 )

; , 。一了兀
、 4二 ,

+

瓮矛
占( `“

, ·

)
]
“ 4 ·

( 1
.

1 9 )
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这里

T
。 ,

~ 一 4 G , ,

f杏
,

f二
:

g
r `

+ g
。口G 硬, f轰

,

f季
:
g

“ ` g
, “ ,

就是场的能量动量张量
,

它是一个对称张量
,

而且成立

T二
; , ~ .0

( 1
.

2 0 )

( 1
.

2 1 )

二
、

规范场的对偶

对于电磁场
,

有熟知的对偶关系
,

现在要对一般的规范场讨论对偶问题
,

但只限于
。 ~ 4

的情况
.

对规范场强度作 * 算子

* f
: ,

~
6 * 。 a , g

a 了

g口
叮

f
r 。 ,

( 2
.

1)

式中

并称 *

当 又, 产
, a ,

夕为 l , 2 ,
3

,

4 的偶排列时
,

当 又 , 产 , a ,

夕为 l , 2 , 3
,

4 的奇排列时
,

其他情况
,

一g一g
ó一一一nU

一

.r
l
.̀,之

!
龟

一一邵
8

1一2

九
二

为 了
, ,

的对偶强度
.

显然有

* 九浏
二

~
。 ; ; a , ga

r

g口
口

( f
: 。 ; ,

+ t b
, ,

f
r 。

] )

。 ; ; 。 , g
a r

g口
“

f
r。 ; z,

.

容易看到
* f*

; . } ,

+ * f
。 二 1, 、 + * f

, * } , , 一 。 * 。 , a

g
“ “

g 口
丫

f
, 。 一1口 ,

因此规范场的无源方程可写为
:

* f:
; .: ,

+ * f
; , {、 : + * f

, ; .、 ; = 0
.

( 2
.

2 )

同样
,

规范场的毕安基恒等式也可写为
:

g兔
,
* f , , {! 。

~ 0
.

( 2
.

3 )

现在要问
,

场的对偶强度能否作为另一个规范场的强度? 如果存在规范势 磅
,

使 砍 的强

度就是 * 九
二 ,

那末就称 砍 为 b二 的对偶势
,

称相应的场 F *

为场 F 的对偶场
.

当群 G 为可换群

时
,

场 F 在局部范围中存在对偶场的充分必要条件是场 F 为无源的
,

事实上
,

由于群 G 是可换

的
,

对偶势 时 满足方程
b士

,。

一 b沈
,
~ * f

; , ,

( 2
.

4 )

而场 F 的无源方程 ( 2
.

2 ) 化为
:

* f
; , ; *

+ * f
, : ; ,

+ * f
: , ; ,

~ 0
.

这正是方程 ( 2
.

4 ) 的可积条件
,

因此方程 ( 2
.

4 ) 的解 岭 存在
.

反之
,

如 硅 存在
,

由它的毕安基

恒等式就推出 F 的无源方程
.

现在讨论 ` 为非可换群的情况
.

引理 1
.

设 b ;

有对偶的规范势 嵘
,

那末 b ;

无源的充要条件是

[ b
`
一 b梦

,

f
; ,

] g
, 孟 一 0

.

( 2
.

5 )

证
.

由 * 九
,

的毕安基等式得出
:

[ b犷
,

* j
, ,

I + [ b广
, * f

, : ] + [ b梦
, * f;

;

1

~ 一 * f
; , ;

一 * f
, * ; ,

一 * f;
; ; , ·
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因此
,

利用对偶关系得到
:

[ b犷
,

f
二 ,

] g
” , 一 一 f

, , ; ;
g

· ` .

因 b二的源为
:

J ; , f
; , ! , ; g

’ 几 ~ [b * 一 b犷
,

f
; ,

] g
,几 ,

所以场 F 无源的充要条件就是 ( 2
.

5) 式
.

但是在群 G 不是可换群的情况下
,

无源的场不一定有对偶的场
.

现在举出一例来说明
.

取 ` 一 s U ( 2 )
,

邵
,

为阂可夫斯基度规
,

考察资料〔2 ]中所得的特解

b
;
~ 0

,

石* ~ g (
r

)
r x e *

(友= z , 2 , 3 )
,

这里 气伙 一 1 , 2
,

3 ) 表示三维空间中三个直交的单位向量
, r 一 护 e :

+ x 、 2
+ 尸e , , “ X ”

表

示向量积
,

而 g (
:
) 满足常微分方程

:

(
· : )

, ,

+

予
( 。

·

丫一 ( 1 + 一。 )

(警
+ · :

今
一 ”

·

这样的规范势是无源的
,

下面来证明它没有对偶的规范势
.

对于 b
二

下式成立

式
,

~ 汽
2
~ 式

,

~ 0
,

式 · “ 3

一

(子
一 。 2

)一
( 、

, ·
+ 2、 ) ·

: ,

凡 · 汽
1
一

(子
一

小
2

一 (:
, / + 2 9 )

· 2 ,

只 · “ 2
一

(子
一 9 2

)一
( ;

, · + 2 : )
· 3 .

当 。 今 一
杀
时

·

这三个向量凡 ( “ - ,

2
,

3 ) 是线性无关的
.

先注意到方程组

u Z x 只 一 u
弓

x 只 = o
,

一 u , X 只 + u
、

x 只 = o ,

u ,
x 只 一 。 :

x 式 一 O

( 2
.

6 )

( 2
.

7 )

( 2
.

5 )

只有唯一的向量解 。 ;
~ 仇 ~ 。 弓

~ 0
.

事实上 ( 2
.

6 )一 ( 2
.

5) 式分别表示
: 巩

,

只
,

叭
,

只 共面 ;

。 ; ,

只
,

u 3 ,

lF 共面 ; 。 l ,

只
,

u Z ,

lF 共面
,

因此 。 * 必须和 只 (反~ l
,

2
,

3 ) 共线
.

再由 ( 2
·

6 )一
( 2

.

8 ) 式可知
, 。 * 一 0

.

若置 。 , 一 6 * 一 6才(熨一 l
,

2
,

3 )
,

方程 ( 2
.

5 ) 就化为 ( 2
.

6 )一 ( 2
.

8) 式
.

因此必然有付 一 热
.

又从 ( 2
.

1) 式得到

式
2
~ 式

l ,

式
3
一 汽

2 ,

人
t
~ 式

.3

但这是和 式
2 ,

式
,

等等的表达式相矛盾的
,

所以 6
二

不存在对偶的势
.

还可以证明
,

同位旋场 3[] 的另一无源场的势
`2]

b
4

一 o
,

b * = 刃( t ) e *
(交一 l , 2 , 3 )

,

月+ 2 1刀 ( t ) ]
,
= O

也没有对偶的规范势
.

从这两个例子 可以见到
,

在非可换群的情况
,

对于某些无源的场来说
, ’

已们的对偶势确实

不存在
.
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三
、

规范场的相互作用

在本节中
,

考虑两个规范场相互作用的问题
.

设 F l

和 F :

是两个规范场
,

规范群分别是 lG

和 G , ,

现在要问
:
在不考虑其它场的影响时

,

这两个规范场可能有哪些相互作用 ? 这里限于在

规范场的理论体系中考虑这种相互作用
,

因而就希望制作一个新的规范场 F ,

它的规范势可以

分为两个部分
,

一部分相应于 F ;

的规范势
,

另一部分相应于 F Z

的规范势
.

当相应于 F :

的规范

势化为零时
,

场 F就退化为场 F Z ,

当相应于 F Z

的规范势化为零时
,

场 F 就退化为场 F : .

这样
,

我们自然就要求 F 的规范群 ` 满足下述要求
: G 中有两个子群 云

;

和 氏
,

云
:

和 ` ,

同构
,

云
2

和

` 2

同构
,

而 ` 中每个元素 g 均可表示为 g 一 gl 豹
,

g
; 。 云

; , 9 2 。 氏
.

相应地
, ` 的李代数 G’ 要

分解为两个子代数 己 和 己 的和
,

己 和 民分别和 G ; , G Z

的李代数 侧
, ` 三同构

.

并且
,

群 `

和李代数 G’ 的维数
r ~ r l

+ 勺 ,

这里
; :

和
r Z

分别是 ` :

和 ` :

的维数
.

如果这样的规范场 F 已经作好
,

那末可以选取李代数的基 ..x
,

使 凡
1

( ,
,

一 1
,

2
,

…
, r

l)

构成 斌 的基
,

ix 不̀
2

一 r l
+ 1

,

…
, , ,

+ 八 ) 构成 己 的基
.

因为 己
,

司 为子代数
,

所以 ` 的

结构常数满足条件
:

:

愁
,
一 。

, :

愁
2
一 。

.

( :
·

` )

容易看到
,

这时规范场 F 的强度 几
,

可以分为两部分
:

r九一 b上!
,

一 右舞一 占公占 ,
`

匀
,
一 占公。少

:

愁
:
一 占会占少

`

愁
; ,

( 3
·

2 )

f之卜
占上:

,

一 石魏一 占分占护
`

愁
2
一 右公去护

:

尔
2
一 右分乡二

1`

愁
; .

( 3
·

3 )

此外
,

场 F 的源 乃也可以分为两部分
:

,之
1
一 :

· `
r聋:

,}: 一 。
· ` ( r之:

; ; + 西;
l

r玩
`

愁
:
+ 占;

l

r怎
:

愁
2
+ , ;

,

j抚
c

愁
1

)
,

,之
,
一 g

· `
r之:

, . ; 一 g
· `
( r: :

; :
+ ,护r流

由此可见
,

当 玲一 。时
,

众一 。 ,

尤
,
一 。 而

众一 b乏
,

一 办东一

c

愁
2
+ 石;

,

r浇
c

尔
2
+ 乡;

Z

j蕊
c

愁
:

)
,

( 3
.

4 )

( 3
.

弓)

`
淤

·

愁
1
一

彝
J之

,
一 ;

· ` r主二
}} ; 一 J冬

,

因而规范场 F 化为规范场 F ; ; 同样
,

当 去》 一 。 时
,

规范场 F 化为规范场 F .2

( 3
.

6 )

( 3
.

7 )

所以这样的 F 能

够成为规范场 F ;

和 F :

相互作用的可能形式
.

由于 G 的维数
; ~ , 1

+ , 2 ,

所以除时空度规外
,

其他因素是忽略不计的
.

从 ( 3
.

2 )一 ( 3
.

5) 式可以见到
,

在一般情况下
,

两个场的势直接参加相互作用
.

但当 云
2

为

` 的正常子群时
,

由于
c

愁
2
一 。

,

众和 J冬不依赖于 b冬
,

所以场 ; 2

的势不直接参加对场 F
:

的

作用 ;特别
,

当 ` 分解为瓦 和 瓦的直积时
,

由于
。

气
,: 一 。 ,

场 F : ,

F Z

的势均不直接相互作用
·

因而
,

从已给的 F ; , F ,

出发来制作 F 的问题
,

也就化为从 已给的 G ; ,

` 2

出发作 G 的问题
,

或从已给的 侧
,

试 出发作李代数 G
’

的问题
.

这样
,

就把决定相互作用的可能形式问题归结为

纯粹的代数学的问题
.

这种代数学的问题
,

可能有多种形式的解答
,

例如 :

1
.

作 ` ; 和 ` ;的直接和
,

把它取为 G’
,

这时 侧和 试 都是 G
’

的理想子代数
,

把 以 和 ` 三取
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为 瓦
,

云二
,

就得到一种最简单的相互作用方式
.

这种解答一定存在
,

是平凡解
.

2
.

作 粼 和 试 的直接和
,

把它取为 G’
,

如果 侧 和 试 的某一子代数同构
,

那末 瞬 有一组

基 x
; , + : ,

…
, x Z , , ,

x
Z, : + , ,

…
, x

, ,

使 [ x
; : + : L , 二

, : 、 ,
:

] 一 c

愁
, x

r , + ,
l

成立
.

这时取 。 ;为 民
,

取 X
,
+ 凡+l ; ,

…
,

弋
:

+ 凡
, ,

所组成的李代数为 司
,

那末 疏是理想子代数
,

民 不是理想 子

代数
.

这又是一种相互作用的方式
.

这种解答的存在是有条件的
.

此外
,

是否还有其他的解答
,

要看李代数 粼 和 以 的性质而定
.

以 G ;
~ u ( l)

, G Z
~ s u ( 2 ) 为例作一说明

.

这时除解 1外
,

显然还有解 2
.

因为 U
,

( l)

为一维的李代数
,

而任何一维的李代数都是同构的
.

这时除这两种解以外没有其他的解答了
,

因为显然没有由这两个李代数合成的单纯或半单纯的李代数
,

而包含它们的四维的非半单纯

李代数
,

又必然要分解为一维的理想和 s U’ ( 2 ) 的半直和
,

如设 X0
, x l ,

凡
, X 。

为基
, X 。

属于

一维理想
, x l , x Z ,

x ,

属于 S U
`

( 2 )
,

则

[ X
。 , X , ] ~ c ; X 。 ,

[ X ; ,

X , ] ~ c

岛X *
,

` ,

i
,

天一 l , 2 , 3
.

利用雅科比恒等式

【X
。 ,

IX , ,

X
,

] ] + [ X , ,

[ X z , X o

l ] + 1X z ,

[ X
。 , X , ] ] 一 o ,

就容易知道
: ,

~ 0
,

因而就归结为解 1 和解 2
.

这个例子说明
,

电磁场和同位旋场在规范场理

论体系中可能的相互作用方式有两种
: 1

.

两个场的势不直接参与相互作用 ; 2
.

同位旋场的势

不直接参与相互作用
,

而电磁场的势却直接影响同位旋场
.

重申一下
,

这里所列举的只是在

规范场理论范围内可能的相互作用
,

而没有涉及其它类型的相互作用
.

四
、

达兰贝尔型的场方程

在电磁场理论中 往往对电磁势 才
,

A ,
, , ,

引人一个补充条件 A
, , ,

一 O
,

使场方程

简化为
一 A

, ,

,, ,

~ 价
;

( 二 )

才 ; , ,

~ 币
,

(劣 )
.

这里 价
,

(劝 是四维的电流矢量
,

满足电荷守恒方程 价
;

,

,
~

满足

a
才

, . , ,

一 O
。

一生上 ( A
, , , ,

) 一
O t

( 4
.

1)

( 4
.

2 )

0
.

可以证明
,

如果 A ,

在 , ~ 0 时
,

同时 A ;

又满足简化的场方程 ( 4
.

2 )
,

那末补充条件 才
, ,

~ 。 就常成立
,

场方程 ( 4
.

1) 就和方程

( 4
.

2 ) 等价
.

所以引人补充条件后
,

方程组 ( 4
.

1) 化为波动方程 ( 4
.

2 )
,

由它可以得出许多结论
,

例如初始值问题可解
、

电磁波以光速传播等等
.

在本节中
,

我们要证明
,

对于规范场 (不论有源或无源 )也成立类似的情况
,

即可引人补充

条件
,

使规范场方程化为和它等价的达兰贝尔型方程
·

由此也石

甲出相应的结论
:
规范场方程

的初始值问题在一定范围内是可解的
,

它的扰动的波前以光速传播
.

在本节中还作出了这个

达兰贝尔型方程相应的拉氏密度函数
.

我们先证明两个引理

引理 2
.

对任何一个规范场
,

必可作规范变换
,

使得补充条件

S “ 二 。一去“
;孟

-

一
( `

· “

V 一 g

了几 )
, ,

~ 0
( 4

.

3 )
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在适当范围中成立
.

证
.

在规范变换下
,

规范势的变化是

石尧~ A全(
4
(
: ) )

a

{
,
+ B夕(

a
(
万 ) ) b二

,

( 4
.

4 )

式中
。 `
是群 ` 的元素 g 的参数

,

现为
x 的函数

,

B全是元素 g 在李代数 G’ 中伴随表示的矩阵

元
,

而 A挤由

g (
a
) g

一 ,

(
a
+ d a

) 一 I + A挤(
a

) d
a ` X *

所确定
,

显然成立 de t }A犷}铸 。 ,

这时

g “ ,

石盏
; ,

一 A季g
“ , a

{
。 ,

+ A袭
, a

{
; a

军g
“ ”

+ 刀袭
, a

咒b二g
“ ”

+ B季g
“ ,

b二
; . ,

为了使条件 扩喀念
; ,

~ 。 成立
,

其充要条件是
。 ` (幻 满足

g “ ” a
{
, ,

+ 万戈:
” ,

( A轰*
a

{
二 a

{
,

+ B久, a {
,

,二+ B季b二
; ,

) ~ o ,

( 4
.

。 )

式中 万轰是矩阵 ( A二) 的逆阵中的元素
.

由于物理学中四维时空的度规是 ( +
,
十

,

+
,

一 ) 型

的
,

所以 ( 4
.

约 式是一个双曲型方程组
,

依据一般理论 4[] ,

在适当范围内
,

这种方程组的初始值

问题有唯一解
.

现在取 ( 4
.

约式的任一解来作规范变换
,

就能使补充条件 g洲靡
; ,

~ 0 成立
.

引

理 2 证毕
.

现设规范场的方程为
:

J轰三 g
, , f悉

, }: :
~ 币盏

,

( 4
.

6 )

这里 摊 表示场的外源
,

在一般情况下
,

它是表示相互作用的某种表达式
,

而且

g “ ”

价盏
}{ ,

一 O ( 4
.

7 )

能作为外源的运动方程的推论而满足
.

在可换群的情况
,

价盔也可以是满足 (斗
.

7 ) 的
; 的已给

函数
.

引理 3
.

对规范场的源 乃
,

成立恒等式

乃 二 了呱
, :. ;

~ 眯 一 S乳一 b沁cj 怎一 玲 一 s气
, ,

( .4 5)

这里
p怎三 g

, 孟

( b悉
; , : + b誊R :

; 二 + b又
c

隽几
,

一 b二
: ` b石

c

怎)
.

( 4
.

9 )

证
.

乃 的表达式为
:

乃 ~ g
, 1 [ (占盏

; , ` 一 b蕊
, *
) 一 ( b二

; ` b二+ 香二占{
; ; 一 b戈f二

,

)
c

怎]
,

利用协变微分交换次序的恒等式

( 4
.

10 )

b杏
; , :

= b杏
; ; ,

+ b誊R :
; ; ,

( 4
.

1 1)

直接可得 ( 4
.

5) 式
.

引理 3 证毕
.

定理 1
.

设补充条件 乎 ~ C成立
,

则场方程 ( 4
.

6 ) 就化为达兰贝尔型的场方程

p聋~ 小盘
,

( 4
.

12 )

目口
g

。几

(占聋
; , 、

+ 占香凡
* 、 一 此

; b盖
c

怎+ b二j二
, c

乌) 一 摊
.

相反地
,

设雌 为方程组 ( 4
.

1 2 ) 的一组解
,

而且在 尹 ~ 0 时有

( 4
.

12
’

)

S交一 g `
”

b杏
; * = o ,

S气一 0
.

( 4
.

1 3 )

那末在 尹 污 0 时
,

补充条件 乎 ~ o 也满足
,

因而 b怎伽 ) 也能满足场方程 ( 4
.

6 )
.

证
.

由引理 3 立即可见定理的上半部分成立
.

现设 b念。 ) 是 ( 4
.

1 2) 式的解
,

并且 ( 4
.

1 3 ) 式成立
.

利用 雌 作乃
,

由 ( 4
.

8 ) 式得

J盘一 p怎一 s气
;
~ 小轰一 S气

; ,

( 4
.

14 )
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根据恒等式 ( 1
.

1 6)和 眯 所满足的 ( 4
.

7)式
,

我们有

g ” v

s气
。 ,

~ o
,

( 4
.

1 5 )
即

扩
,

S乳
,

一 2 9 “ ,

乡二
c

怎S:
,

+ g
“ ” c

务
c
l
o b二b二s

,”

= 0
.

这是关于 乎 的齐次双曲型方程组
,

根据初始值问题解的唯一性定理川
,

在 ( 4
.

1 3 ) 式成立时
,

必

然有 乎 ~ 。 ,

因而岭也能满足 ( 4
.

6) 式
.

定理 1 证毕
.

这样
,

求解场方程 ( 4
.

6 ) 的问题就化为求解方程组 ( 4
.

1 2 ) 的问题
,

而后者是一个拟线性双

曲型方程组
,

只要初始条件有适当的光滑性
,

它的初始值问题在适当范围中必有解
L4] ` , .

此外
,

这个方程组的特征锥面就是这个四维时空的光锥
,

因而得到

定理 2
.

规范场方程的初始值问题在小范围内总是有解的
,

场扰动的波前是以光速传播

的
.

由于方程 ( 4
.

5 ) 和 ( 4
.

1 2) 一般并不是线性的
,

所以还只能保证小范围内解的存在性
.

在

可换群的情况
,

设 摊 (幻 为已知函数
,

那末场方程 ( 4
.

12) 是线性的
,

初始值问题的解在大范围

中也必然存在
.

还要指出
,

如果用

p盔+ A二
, S` 一 币轰 ( 4

.

1 6 )

来代替 ( 4
.

12) 式
,

这里 A盏
,
是 帐的一阶微分表达式

,

那末前面的论述仍然有效
.

因而
,

我们把

方程 ( 4
.

12 ) 或 ( 4
.

16) 统称为达兰贝尔型的场方程
.

只要他们初始条件满足 ( 4
.

13 ) 式
,

就可用

来代替场方程 ( 4
.

` )
,

通过一定的计算还可以证明

定理 3
.

从拉氏密度函数

L :
~ g ” “

g
” 口G * ,

( f二
,

f乙
, + Z b孚

; ; b乙
; , 一 Z b含R氛

, , b二) ( 4
.

1 7 )

出发
,

通过变分
,

就得到达兰贝尔型的无源场方程

此 一
c

入b二S
” = 0

.

( 4
.

1 8 )

应当指出
,

这里的 L l

和 l(
.

1 5) 式中的 L 相差后面二项
.

又当 ` 为 s u ( 2 )
,

时空为平坦时
,

L ;

就化为资料 [ 31 中相应的拉氏密度函数
.

五
、

引力论中无源解的一种解释

在资料〔11 中将规范场的理论用到引力场中去
,

得到引力场的无源方程

R
a , ;:

一 R
a , : , ~ o (

a ,

夕
,
了 ~ 1 , 2

,

3 ,
4 )

.

( 5
.

1 )

这里 aR
,
是李契张量

.

这个方程和爱因斯坦引力理论中的真空 引力场方程

R
。 。 = o (弓 2 )

是不同的
.

显然方程 (5
.

2 ) 的解就是方程 (5 l) 的解
,

但方程 (5
.

1) 的解未必是方程 ( 5
.

2) 的

解
.

为了弄清这两种引力理论的关系
,

需要在爱因斯坦引力论的体系中研究无源方程 ( 5
.

1) 的

意义
,

本节就讨论这个问题
.

先讨论一般情况
.

爱因斯坦 弓}力场方程 5[J 是

l) 这里我们假设外源的运动方程也有适 当的可解性
,

使得它和 ( 4
.

12 ) 式联立后仍然可解
.

事实上
,

外源运动方程往往

是双曲型方程组
,

能够满足这里的要求
.
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~1 ~

入叩 一 万 找 g邓 -
Z

8二友
c 2

T
a, ,

( 5
.

3 )

或

aR
/ 一 ”
到aeT 一

含ga6今 ( 5
.

4 )

式中 T
。 , 是能量动量张量

, T ~ ga
“
几 。

将 ( 5
.

4 ) 式进行协变微分
,

代入 ( ,
.

1) 式得到

~ ~ 1 ~
1 · “ `

一 ’ · 了 ; , 一 万 g
· “ ` ; 了

十
1 ~ 。

牙 g
· ` ’ ;” 一 u ·

( 5
.

5 )

把它和 ga 。
并缩

,

并利用能量动量张量的熟知性质 T犷
; , ~ 0 ,

就得出

不
:
~ 0

.

(5
.

6 )

将其代回 ( 5
.

约 式
,

就得到

定理 4
.

如果爱因斯坦的引力场方程 ( 5
.

3 ) 成立
,

那末无源方程 ( 5
.

1) 和下面的方程

T
a , ;:

一 T
a : ; , ~ O ( 5

.

7 )

等价
.

现讨论理想流体的情形
,

这时能量动量张量
`习
是

T
。 , 一 。 u 。 。 , + 共(

u 。 u , 一 。 ,
) ( 5

.

5 )

( 5
.

9 )

x l一 x Z

、 ,矛、 、2、 lj、j .、 、jnU,1,ù24
,.人曰.1,.二ù1.,.1

式中
“ 。

是四维速度向量 (协变分量 )
, p 是密度

, p 是压强
,

p 和 p 由状态方程

P = P (户 )

相联系
.

如果取随动坐标系
,

即选取坐标系统
,

使得粒子运动时它的代表空间位置的坐标

尸 不发生变化
,

而时间坐标 尹选取为从某一瞬时开始计量的固有时
,

那么成立

u a

= 占拿
,

g
a , u o u 夕

~ 9 4;
~ 1

和
g o a

~ “ a .

因而
~

,

P , 、

J 。 夕 ~ P g
、 a

g
,口 个 几 、 g

4a g 4尽一 g
a 口2 ,

C
-

( 5

( 5

( 5

( 5

: 一 , 一
架

·

、 `

因为 T
, ,

~ 0 ,

所以有

p 一助 、
c 2

常数 或 p ( p , 一

合
p` 2
一 常数

·

( 5
.

1 5 )

现假设状态方程不是

, 一

专
p C’ 一 “ (` 一 常数 )

( 5
.

x 6 )

的形式
.

显然这是一个很轻微的假定
,

因为 ( ,
.

1 6 ) 式只是状态方程的一个非常特殊的 形 式
.

在这个假定下
,

由 (5
.

1约 式就得知 p 和 p都是常数
.

又由 ( 5
.

1 3 ) 式作协变微分
,

得到
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一一

1 .几

e s
J

了飞
气

`
J

!叮

介妞 l
一 ~/ P \「

.

丁 a l
Ja尸 ;

~\P--- t一石 ) 1 9
。 ;

,
, g夕4

十 g
a 4g 口4

,
,
一 g

。斗
g召

4
I f 一 g

a 4
g

a 4

\ ` 一 / L ` O 了
J

从而
:

。夕; ,
一 :

。 , :夕 一 (
, +
与 {生 (。

4
,
:
一 : : ;

,
。
+ 。

:
.
;

) :
, 4

+ 。
4

0
4 :

\ c ` / L Z

式中 印 1丫 ) 表示前面诸项将夕和 丫对换所得到的项
.

如果 p
一

特 “ ,

贝。 , + 共、 0 ,

因而

含
“ , 4

( `
“

取
a ~ 4 ,

因 9 44
~ 1 ,

就得到

4
,
:

一 g , ;
,。

+ g
a :

,
;

) + g
。 ; g , 4

,
:

一 (夕!了 ) ~ 0
.

( 5
.

1 7 )

于是 ( 5
.

1 7 ) 式就化为
:

再令
a
~ 夕~ 4 ,

就得到

g 夕4
,
:

一 g : ;
,

口 ~ 0
.

g口; g
。 ,

.
;
一 g r ; g

a 口
,
4

~ 0
.

争
,

,
;
~ 0

.

(多
.

1 5 )

( 5
.

1 9 )

在 (5
.

1 5) 式中令 吞~ 4 ,

利用 ( 5
.

19 ) 式就得到

肠
, , 。

~ 0
.

( 5
.

2 0 )

这表示四维时空的度规不因时间而变化
,

也就是时空是稳态的
.

由此得

定理 5
.

在理想流体的情形
,

如果状态方程不具有形式 ( 5
.

1 6 )式
,

又无源方程 ( 5
.

:1) 成立
,

那末流体的密度和压强都是常数
,

并且时空是稳态的
.

如果在随动坐标的范围内
,

能选到适当的
二 ` ,

使
二 4

一 。时
,

小
。

~ o (
a ~ 1 , 2 , 3 )

,

那末我

们称流体在某一瞬时为静态的
.

在这时粒子运动的世界线和类空超曲面 护 ` 0 垂直
,

这意味

着
: 如果当地的洛仑兹标架的三个空间方向都切于超曲面

二 ` 一 。 ,

那末粒子的初始速度等于

0
.

成立下面的

定理 6
.

如果流体在某一瞬时为静态
,

又状态方程不具有形式 (5
.

1 6 ) 式
,

而且 p 铸 0 ,

那

末无源方程不可能满足
.

证
.

如果无源方程 (5
.

1) 成立
,

则由假设及 (5 20 ) 式得知 小
。

~ o 恒成立
.

这时

天 4 ;

一 一工 g , · 、 “ `。
。 ;

,

。。 , ; ,
一 。 ,

斗

但 另一方面
,

在 p 铸 。 的情况下

凡
;
一
蝉 `几

;
一 工劝一蝉仁 + 典卜

。
,

“ \ 2 / “ \ 2 2“ /

这就发生矛盾
.

所以这时无源方程无解
.

定理 6 证毕
.

六
、

引力场无源方程的球对称解

在本节中我们讨论无源方程

R ; a ; , ~ R 。 。 ; 。

( 6
.

1)

的静态球对称解
.

如所知
,

在球对称的条件下
,

如果度规在无限远处为阂可夫斯基式的
,

那末爱因斯坦方程
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的解
,

就只能是施瓦茨西德解
:

、 ! 2
一

(卜劲
一 d , ’

- d r Z

1 一 生
一 , ’

( d口
,
+

s i n 2 8了甲 ,

)
,

( 6
.

2 )
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