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摘要 本文定义一种关于一个给定权的非交换对称空间, 讨论该空间的性质, 并且证明在等距同构意

义下该空间与权的选择无关. 进一步地, 本文也引入一种非交换对称 Hardy 空间, 研究此 Hardy 空间

的基本性质, 并且给出此 Hardy 空间也在等距同构意义下与权的选择无关.
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1 引言

设 N 是一个 Hilbert空间 H 上的半有限的 von Neumann代数, 并且有一个半有限的正规的忠实

的迹 ν 满足 ν(1) = a (0 < a 6 ∞), φ(·) = ν(Dφ·) 是 N 上的一个局部有限的正规的忠实的权 (其中

Dφ 是 φ 关于 ν 的 Radon-Nikodym 导数, 从而知道 Dφ 是局部可测的, 参见文献 [23]).

对于 1 6 p < ∞ 和 α ∈ [0, 1], 定义

N
1
p
α = {x ∈ N : D

α
p
φ xD

1−α
p

φ ∈ Lp(N )}, ∥x∥p,α = ∥D
α
p
φ xD

1−α
p

φ ∥p,

则 (N
1
p
α , ∥ · ∥p,α) 是一个赋范空间, 并且其完备空间等距同构于 Lp(N , ν) 对于任意的 α ∈ [0, 1] 都成立

(参见文献 [22]).

Ayupov 等 [2] 推广这个结论到一个关于 N - 函数情形下的 Orlicz 空间, 介绍了一类非交换 Orlicz

空间, 这类空间相关于半有限 von Neumann 代数 N 上的任意一个局部有限的正规的忠实的权. 他们

说明这个 Orlicz 空间能被看成是附属于 N 的局部可测算子空间 Lloc(N ) 的线性子空间. 在文献 [1]

中,这一类空间是关于态的非交换 Orlicz空间推广而得到的. 文献 [5]已经推广了文献 [2]中的部分结

论到弱的非交换 Orlicz 空间的情形下.
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本文的目标是在关于一个权的情形下定义非交换准对称空间和非交换准对称 Hardy 空间. 设

0 < p < ∞, 本文推广文献 [2] 中的结论到一个可分的 p- 凸对称的准 Banach 函数空间 E 上.

本文余下内容结构如下. 第 2 节给出一些关于交换和非交换对称空间的必要的基础定义和概念.

第 3 节引入关于一个权的非交换准对称空间的定义并且讨论其基本性质. 第 4 节定义并讨论关于一

个权的非交换准 Hardy 空间.

2 预备知识

2.1 对称的 Banach 函数空间

令

L0(0, a) = {f | f : (0, a) → R 是 m- 可测的, 存在 s > 0 使得 m({t ∈ (0, a) : |f(t)| > s}) < ∞},

其中 m是一个区间 (0, a) (0 < a 6 ∞)上通常意义下的 Lebesgue测度.对于 f ∈ L0(0, a),定义非增重

排函数 f∗ : [0,∞) → [0,∞] 如下:

f∗(t) = inf{s > 0 : m({v ∈ (0, a) : |f(v)| > s}) 6 t}, t > 0.

设 E 是可测函数空间 L0(0, a) 中的一个准 Banach 子空间 (Banach 空间定义中的三角不等式带一个

常数, 即存在常数 K > 1 使得对于任意的 x, y ∈ E 都有 ∥x+ y∥ 6 K∥x∥+ ∥y∥), 简单地称它为 (0, a)

上的准 Banach 函数空间. 如果对于任意的 f ∈ E 和 g ∈ L0(0, a) 使得 g∗(t) 6 f∗(t) (任意 t > 0) 可

推导出 g ∈ E 和 ∥g∥E 6 ∥f∥E , 则称 E 是对称的; 如果对于 E 中的任意非负单增的网 (fi)i∈I 使得

supi∈I ∥fi∥E < ∞, 则在 E 中上确界 f = supi∈I fi 是存在的, 并且有 ∥fi∥E ↑ ∥f∥E , 则称 E 具有 Fatou

性质; 如果对于 E 中任意的网 (fi) 使得当 fi ↓ 0 时都有 ∥fi∥E ↓ 0, 则称 E 的范数是序连续的.

令 E 是 (0, a) 上的一个对称的 Banach 函数空间. 定义 E 上的 Köthe 对偶空间如下:

E× =

{
f ∈ L0(0, a) : sup

∥g∥E61

∫ a

0

|f(t)g(t)|dt < ∞
}
,

有范数 ∥f∥E× = sup∥g∥E61

∫ a

0
|f(t)g(t)|dt. 若 E 是 (0, a)上的一个对称的 Banach函数空间,则 E× 有

Fatou 性质.

设 E 是 (0, a) 上的一个对称的 Banach 函数空间, 则 E 存在序连续范数当且仅当它是可分的, 这

也等价于条件 E∗ = E× (参见文献 [6, 第 1 章, 推论 4.3 和 5.6]). 进一步地, 如果 E 是一个可分对称

的 Banach 函数空间, 则 E 有 Fatou 性质.

令 E 是一个对称的准 Banach 函数空间. 对于 0 < p < ∞, 对称的准 Banach 函数空间 E(p) 定

义为

E(p) = {f : |f |p ∈ E},

配备一个准范数

∥f∥E(p) = ∥|f |p∥
1
p

E

(参见文献 [12, 命题 3.1] 或者 [19, 24]).
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对于任意的 0 < θ < ∞, L0(0, a) 上的伸缩算子 Dθ 定义为

(Dθf)(τ) =


f

(
τ

θ

)
, 若

τ

θ
< a,

0, 若
τ

θ
> a,

其中 τ ∈ (0, a). 对于 (0, a) 上的一个对称的准 Banach 函数空间 E, 如果 f ∈ E, 则 Dθf ∈ E 且存在

一个常数 K(θ)使得 ∥Dθf∥E 6 K(θ)∥f∥E 对于任意的 f ∈ E 都成立 (参见文献 [8, 引理 2.2]). 如果 E

是一个 Banach函数空间,则这个常数 K(θ)能被取成 max{1, θ} (参见文献 [14]). 定义 E 上的下 Boyd

指标 pE 和上 Boyd 指标 qE 分别为

pE = sup
θ>1

log θ

log ∥Dθ∥E
和 qE = inf

0<θ<1

log θ

log ∥Dθ∥E
.

注意到 0 < pE 6 qE 6 ∞ (参见文献 [8, 引理 2.2]), 如果 E 是一个对称的 Banach 函数空间, 则

1 6 pE 6 qE 6 ∞ (参见文献 [15, 命题 2.b.2]).

令 0 < p, q 6 ∞. 设 E 是一个对称的准 Banach 函数空间, 如果存在一个常数 C > 0, 使得对于 E

中的任意的有限序列 (fn)n>1, 当 0 < p < ∞ (分别地, 0 < q < ∞) 时, 都有∥∥∥∥(∑
n>1

|fn|p
) 1

p
∥∥∥∥
E

6 C

(∑
n>1

∥fn∥pE
) 1

p
(
分别地,

(∑
n>1

∥fn∥qE
) 1

q

6 C

∥∥∥∥(∑
n>1

|fn|q
) 1

q
∥∥∥∥
E

)
,

或者当 p = ∞ (分别地, q = ∞) 时, 都有∥∥∥max
n

|fn|
∥∥∥
E
6 Cmax

n
∥fn∥E

(
分别地, max

n
∥fn∥E 6 C∥max

n
|fn|∥E

)
,

则称 E 是 p- 凸的 (分别地, q- 凹). 注意到, 若 E 是 p- 凸的, 则 pE > p; 若 E 是 q- 凹的, 则 qE 6 q.

如果对于某些 q < ∞, E 是一个 q- 凹的对称的准 Banach 函数空间, 则 E 是一个序连续的准范数空

间 (参见文献 [9, 第 5 页]).

令 Ei (i = 1, 2) 是 (0, a) 上的一个对称的准 Banach 空间. 定义乘积空间 E1 ⊙ E2 如下:

E1 ⊙ E2 = {f : f = f1f2, fi ∈ Ei, i = 1, 2}, (2.1)

其上的一个泛函 ∥f∥E1⊙E2 定义为

∥f∥E1⊙E2 = inf{∥f1∥E1∥f2∥E2 : f = f1f2, fi ∈ Ei, i = 1, 2}.

根据文献 [4, 推论 1], 得到一个等价的准范数 ∥ · ∥, 因此 (E1 ⊙E2, ∥ · ∥) 是一个 (0, a) 上的对称的

准 Banach 函数空间. 利用 [4, 命题 2 和定理 1], 可知

E = E( 1
α ) ⊙ E( 1

1−α ), ∀α ∈ (0, 1)

和

A∥f∥E 6 ∥f∥
E( 1

α
)⊙E

( 1
1−α

) 6 B∥f∥E , ∀ f ∈ E, (2.2)

其中 A 和 B 是正的常数.
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设 t 7→ ϖ(t) 是从 (0, a) 到它自身的一个映射. 如果对于任意给定的可测集 e ⊂ (0, a), 都有

m(ϖ−1(e)) 6 m(e), 则称 ω 是从 (0, a) 到它自身的一个非增的可测映射. 令

M(0,a) = {ϖ : ϖ 是一个从 (0, a) 到它自身的非增的可测映射}.

下面引入一个被广泛知晓的基本引理. 为了保证完整性, 给出了一个简单的证明.

引理 2.1 设 E 是 (0, a) 上的一个对称的准 Banach 函数空间. 设存在一个范数 ∥ · ∥l 使得
(E, ∥ · ∥l) 成为一个 Banach 格, 并且满足

A∥f∥E 6 ∥f∥l 6 B∥f∥E , ∀ f ∈ E,

其中 A 和 B 是正的常数. 则 E 能被重新赋予一个等价范数, 在此新的范数下 E 成为一个对称的

Banach 函数空间.

证明 给定 f ∈ E. 对于 ϖ ∈ M(0,a), 令 fϖ(t) = f(ϖ(t)) (t ∈ (0, a)). 则 f∗
ϖ(t) 6 f∗(t) 对于任意

的 t > 0 成立. 因此, fϖ ∈ E 且

∥fϖ∥l 6 B∥fϖ∥E 6 B∥f∥E .

定义

∥f∥s = sup{∥fϖ∥l : ϖ ∈ M(0,a)},

则 ∥ · ∥s 是一个 E 上的范数, 而且有如下控制关系:

A∥f∥E 6 ∥f∥s 6 B∥f∥E , ∀ f ∈ E. (2.3)

因为 (E, ∥ · ∥l)是一个 Banach格,所以可得如下结论:如果 g ∈ E, f ∈ L0(0, a)和 |f(t)| 6 |g(t)|是 m-

几乎处处在 (0, a) 中成立的, 则有 f ∈ E. 容易知道 ∥f∥s 6 ∥g∥s. 根据两个非增可测映射的复合仍然
是非增可测映射的事实, 我们得到, 若 f ∈ E 和 ϖ ∈ M(0,a), 则 fϖ ∈ E 和 ∥fϖ∥s 6 ∥f∥s. 因此, 由文

献 [14, 引理 2.4.3], 可以推导出 (E, ∥ · ∥s) 是一个对称的 Banach 函数空间.

若对某个 0 < s < ∞, E 是 s-凸的,则 E( 1
s )是 1-凸的,所以此空间可以重新赋范成为一个 Banach

格 (参见文献 [15, 命题 1.d.8] 和 [24, 第 544 页]). 根据引理 2.1 可得, E 可重新赋范成为一个对称的

Banach 函数空间. 关于对称的 (准) Banach 函数空间的更多细节可参见文献 [6, 12,14,15].

2.2 非交换对称空间

记 L0(N ) 为所有的 ν- 可测算子构成的集合. 在可测算子集 L0(N ) 上, 通过利用可测算子求和

(分别地, 乘积) 的闭包来定义求和运算 (分别地, 乘积运算), 则 L0(N ) 成为一个 ∗- 代数.

若 x ∈ L0(N ), 则 x 有唯一的极分解 x = u|x|, 其中 u ∈ N 是一个部分等距满足 u∗u = (kerx)⊥

且 uu∗ = imx (imx = x(D(x)), 其中 D(x) 是 x 的定义域). 称 r(x) = (kerx)⊥ 和 ℓ(x) = imx 分别为 x

的右支撑和左支撑. 若 x 是自伴算子, 令 s(x) = r(x), 称其为 x 的支撑.

令 N+ = {x ∈ N : x > 0}, S+ = {x ∈ N+ : τ(s(x)) < ∞}, S 是 S+ 的线性包. S 中的元素被称为
τ - 有限投影支撑的.

令 x ∈ L0(N ). 对于 t > 0, 定义

λt(x) = ν(e(t,∞)(|x|)),
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其中 e(t,∞)(|x|) 是对应于 (t,∞) 的 |x| 的谱投影算子,

µt(x) = inf{s > 0 : λs(x) 6 t}.

函数 t 7→ λt(x) 和 t 7→ µt(x) 分别称作 x 的分布函数和广义奇异值, 简记为 λ(x) 和 µ(x). 容易知道

µt(x) = 0 对于任意的 t > ν(1) 都成立.

关于可测算子广义奇异值的更多信息可参见文献 [13].

令 E 是 (0, a) 上的一个对称的 (准) Banach 函数空间. 定义

E(N ) = {x ∈ L0(N ) : µ(x) ∈ E},

∥x∥E = ∥µ(x)∥E , x ∈ E(N ).

则 (E(N ), ∥ · ∥E)是一个 (准) Banach空间, 称 (E(N ), ∥ · ∥E)是一个非交换对称的 Banach空间 (参见

文献 [7, 10,21,24]).

2.3 非交换 Hardy 空间 Hp(A)

令 D 是 N 的一个 von Neumann 子代数使得 τ 限制到 D 上始终是半有限的, 令 E 是 (唯一的)

正规的忠实的从 N 到 D 的条件期望, 并且是 τ - 不变的.

定义 2.1 设 A 是 N 的一个弱 ∗- 闭的子代数. 如果

(i) A+ J(A) 在M 中弱 ∗- 稠密, 其中 J(A) = {x∗ : x ∈ A};
(ii) E(xy) = E(x)E(y), ∀x, y ∈ A;

(iii) A ∩ J(A) = D,

则称 A 是 N 在条件期望 E (或 D) 下的次对角代数, 其中称 D 为 A 的对角代数.

对于 0 < p 6 ∞, 定义关于 A 的非交换 Hardy 空间 Hp(A) 为 A ∩ Lp(M) 在 Lp(M) 中的闭包.

当M 有限时, 非交换 Hardy 空间 Hp(A) 是 A 在 Lp(M) 中的闭包. 关于非交换 Hardy 空间 Hp(A)

的更多细节可参见文献 [3, 16].

3 关于一个权的非交换对称空间

记 Lloc(N ) 是附属于 N 的所有局部可测算子的全体. 众所周知, Lloc(N ) 在强和与强积下是一个

∗- 代数, 并且 L0(N ) 是 Lloc(N ) ∗- 子代数 (参见文献 [17, 18]). 设

Lloc(N )+ = {x ∈ Lloc(N ) : x > 0}.

令

ν̃(x) = sup{ν(y) : y ∈ N+, y 6 x}, x ∈ Lloc(N )+.

则 ν̃ 是 ν 延拓到 Lloc(N )+ 的新记号 (参见文献 [18, 第 4.1 小节]). 为了方便仍然记为 ν. 另外, 若

x ∈ Lloc(N ) 和 x = u|x| 是它的极分解, 则 u ∈ N , |x| ∈ Lloc(N ) 且 |x| 的谱投影 e(t,∞)(|x|) 属于 N .

定义 3.1 (i) 一个 N 上的权 ω : N+ → [0,∞] 是一个映射, 满足

ω(x+ λy) = ω(x) + λω(y), ∀x, y ∈ N+, ∀λ ∈ R+,
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其中 0 · ∞ = 0.

(ii)设 ω 是一个权. 如果 supi ω(xi) = ω(supi xi)对于任意的 N+ 中的有界网 (xi)都成立,则称 ω

是正规的; 如果 ω(x) = 0 可推导出 x = 0, 则称 ω 是忠实的; 如果锥

N+
ω = {x ∈ N+ : ω(x) < ∞}

的线性包 Nω 在 N 中关于极弱 (弱 ∗-)拓扑稠密,则称 ω 是半有限的;如果对于任意 x ∈ M+ (x ̸= 0),

存在 y ∈ M+ : y 6 x, 使得

0 < ω(y) < ∞,

则称 ω 是局部有限的.

设 ω 是 N 上的一个半有限的正规的忠实的权. 则 ω 有一个 Radon-Nikodym 导数 Dω 关于 ν 使

得 ω(·) = ν(Dω·) (参见文献 [20]). 权 ω 是局部有限的当且仅当算子 Dω 是局部可测的 (参见文献 [23]).

接下来,除非特别声明,总是记 ω 为 N 上的一个局部有限的正规的忠实的权. 局部有限的正规的权都

是半有限的 (参见文献 [23, 引理 1]).

令 α ∈ [0, 1]. 设

Nα,ω
E = {Dα

ωxD
1−α
ω : x ∈ N , Dα

ωxD
1−α
ω ∈ E(N )}.

定义 3.2 令 ω 是 N 上的一个局部有限的正规的忠实的权, α ∈ [0, 1]. 称 (Nα,ω
E , ∥ · ∥E) 的完备

集是非交换对称空间, 记为 Eα,ω(N , ν).

由文献 [2, 定理 4] 中的方法, 得到如下结果.

引理 3.1 令 E 是 (0, a)上的一个对称的准 Banach函数空间并且对某个 0 < p < ∞是 p-凸的.

若 E 是可分的且 qE < ∞, 则 Nα,ω
E 在 E(N ) 中稠密对于任意的 α ∈ [0, 1] 都成立.

证明 对于任意的 n ∈ N,令 en = e( 1
n ,n](Dω),则 en 强算子拓扑收敛于 1. 令 x ∈ S,则 x ∈ E(N ).

根据文献 [4, 引理 3], 可得 limn→∞ ∥enxen − x∥E = 0. 根据事实, 可得
∪∞

n=1 enSen 在 E(N ) 中的闭包

包含 S. 又因为 S 在 E(N ) 中稠密 (参见文献 [24, 引理 4.5]), 所以
∪∞

n=1 enSen 在 E(N ) 中稠密.

因为 enD
−α
ω , Dα−1

ω en ∈ N 对于任意的 n ∈ N 成立, 因此, 对于任意的 x ∈ S 都有

D−α
ω enxenD

α−1
ω ∈ S.

一方面,

enxen = Dα
ωD

−α
ω enxenD

α−1
ω D1−α

ω = Dα
ω(D

−α
ω enxenD

α−1
ω )D1−α

ω ;

另一方面 enxen ∈ Nα,ω
E 和

∪∞
n=1 enSen ⊂ Nα,ω

E . 因此, 引理成立.

定理 3.1 令 E 是 (0, a)上的一个对称的准 Banach函数空间并且对某个 0 < p < ∞是 p-凸的.

若 E 是可分的且 qE < ∞, 则对于任意的 α ∈ [0, 1], Eα,ω(N , ν) 和 E(N ) 是等距同构的.

证明 定义 I : Nα,ω
E → Nα,ω

E 如下:

I(x) = x, x ∈ Nα,ω
E ,

则 I 是从Nα,ω
E 到Nα,ω

E 的一个线性等距. 根据 Eα,ω(N , ν)的定义和引理 3.1,可知Nα,ω
E 在 Eα,ω(N , ν)

和 E(N ) 中都稠密. 因此, 可以延拓成为一个 Eα,ω(N , ν) 和 E(N ) 之间的等距映射.
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令 τ 是 N 上的另外一个半有限的正规的忠实的迹. 则 τ 是一个局部有限的权 (参见文献 [23, 引

理 2]).

类似于文献 [2, 推论 2 和定理 5], 有如下推论.

推论 3.1 令 E 是 (0, a)上的一个对称的准 Banach函数空间并且对某个 0 < p < ∞是 p-凸的.

若 E 是可分的且 qE < ∞, τ 是 N 上的一个半有限的正规的忠实的迹, 则 E(N , τ) 和 E(N , ν) 是等距

同构的.

推论 3.2 设 τ 和 ν 是 N 上的正规的忠实的迹, ω1 和 ω2 是 N 上的局部有限的正规的忠实的
权. 令 E 是 (0, a) 上的一个对称的准 Banach 函数空间并且对某个 0 < p < ∞ 是 p- 凸的. 若 E 是可

分的且 qE < ∞, 则对于任意的 α, β ∈ [0, 1], Eα,ω1(N , ν) 和 Eβ,ω2(N , τ) 是等距同构的.

对于 0 < p < 1 和 α ∈ [0, 1], 定义

N
1
p
α = {x ∈ N : D

α
p
ω xD

1−α
p

ω ∈ Lp(N )},

∥x∥p,α = ∥D
α
p
ω xD

1−α
p

ω ∥p.

利用上面的方法同样可得如下结论.

命题 3.1 对于任意的 α ∈ [0, 1], (N
1
p
α , ∥ · ∥p,α) 是一个准范数空间并且它的完备空间等距同构于

Lp(N , ν).

如果 ω 是一个由可测稠定算子 Dω 给出的态:

ω(x) = ν(Dωx) 对于任意的 x ∈ N ,

则 Dω > 0 是 L0(N ) 中的稠定算子.

设 E 是 (0, a) 上的一个对称的准 Banach 函数空间并且对某个 0 < p < ∞ 是 p- 凸的. 若 E 是

可分的, 则 F = E( 1
p ) 能被赋予一个等价范数 ∥ · ∥ 使得 (F, ∥ · ∥) 成为 (0, α) 上的一个可分的对称的

Banach 空间. 因此, F 具备 Fatou 性质. 由文献 [11, 命题 5.5] 知, 存在 DF ∈ F (N ) 和 DF× ∈ F×(N )

使得

Dω = DFDF× = DF×DF , ∥Dω∥1 = ∥DF ∥F ∥DF×∥F× . (3.1)

设 DE = (DF )
p, 则 DE ∈ E(N ). 利用 (2.2) 和文献 [4, 命题 5] 可知, 对于任意的 0 < α < 1, E(N )

= E( 1
α )(N )⊙ E( 1

1−α )(N ) 且存在一个常数 C > 0 使得

∥xy∥E 6 C∥x∥
E( 1

α
)∥y∥

E
( 1
1−α

) , ∀x ∈ E( 1
α )(N ), ∀ y ∈ E( 1

1−α )(N ).

因此对于任意的 x ∈ N 都有

∥Dα
ExD

1−α
E ∥E 6 C∥Dα

Ex∥E( 1
α

)∥D1−α
E ∥

E
( 1
1−α

) 6 C∥x∥∥DE∥E < ∞.

从而

Dα
END1−α

E ⊂ E(N ). (3.2)

在 α = 0, 1 的情形下, 包含关系 (3.2) 仍成立.

类似于引理 3.1 和定理 3.1, 可以有如下引理.

引理 3.2 令 E 是 (0, a)上的一个对称的准 Banach函数空间并且对某个 0 < p < ∞是 p-凸的.

若 E 是可分的且 qE < ∞, 则对于任意的 α ∈ [0, 1], Dα
END1−α

E 在 E(N ) 中稠密.
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定理 3.2 令 E 是 (0, a)上的一个对称的准 Banach函数空间并且对某个 0 < p < ∞是 p-凸的.

若 E 是可分的且 qE < ∞, 则对于任意的 α ∈ [0, 1], (Dα
END1−α

E , ∥ · ∥E)的完备空间与 E(N )是等距同

构的.

注 3.1 根据定理 3.1 中的证明, 立即可知在定理 3.2 的条件下, (Dα
END1−α

E , ∥ · ∥E) 是独立于等
距同构意义下 (3.1) 的因子分解.

4 关于一个权的非交换对称的 Hardy 空间

类似于 E = Lp(0, a) (0 < p 6 ∞) 的情形, 定义对称的准 Hardy 空间如下:

定义 4.1 设 E 是 (0, a) 上的一个对称的准 Banach 函数空间并且 A 是 N 的半有限的次对角
代数. 称

E(A) = [A ∩ E(N )]E (A ∩ E(N ) 在 E(N ) 中的闭包)

是关于 A 的一个对称的准 Hardy 空间.

设 E 是 (0, a) 上的一个对称的准 Banach 函数空间, 对某个 0 < p < ∞ 是 p- 凸的并且 E 有序连

续的范数. 如果 0 < p0 < pE 6 qE < p1 < ∞, 则根据文献 [4, 引理 4] 可得

E(A) = (Hp0(A) +Hp1(A)) ∩ E(N ). (4.1)

接下来, 除非特别说明, 记 ω 是 D 上的一个局部有限的正规的忠实的权. 设 α ∈ [0, 1]. 令

Aα,ω
E = {Dα

ωxD
1−α
ω : x ∈ A, Dα

ωxD
1−α
ω ∈ E(A)}.

定义 4.2 设 α ∈ [0, 1], ω 是 D 上的一个局部有限的正规的忠实的权. 称 (Aα,ω
E , ∥ · ∥E)的完备空

间是关于 E、A 和 ω 的非交换对称的 Hardy 空间, 记为 Eα,ω(A, ν).

参考引理 3.1 中的方法, 有如下结论.

引理 4.1 设 E 是 (0, a)上的一个对称的准 Banach函数空间并且对某个 0 < p < ∞是 p-凸的.

若 E 是可分的且 qE < ∞, 则对于任意的 α ∈ [0, 1], Aα,ω
E 在 E(A) 中稠密.

证明 设 en = e( 1
n ,n](Dω) (n ∈ N),则当 n → ∞时, en 强算子拓扑收敛于 1. 令 x ∈ A∩E(N ). 利

用文献 [4, 引理 3], 可得 limn→∞ ∥enxen − x∥E = 0. 因此,
∪∞

n=1 enA∩E(N )en 的闭包包含 A∩E(N ).

显然,
∪∞

n=1 enA ∩ E(N )en 包含于 E(A), 于是
∪∞

n=1 enA ∩ E(N )en 在 E(A) 中稠密.

一方面, 对于 n ∈ N, 有 enD
−α
ω , Dα−1

ω en ∈ A. 设 x ∈ A ∩ E(N ). 从而有

D−α
ω enxenD

α−1
ω ∈ A ∩ E(N ).

另一方面,

enxen = Dα
ωD

−α
ω enxenD

α−1
ω D1−α

ω = Dα
ω(D

−α
ω enxenD

α−1
ω )D1−α

ω ,

enxen ∈ Aα,ω
E ,

∞∪
n=1

enA ∩ E(N )en ⊂ Aα,ω
E ,

所以可得到结论成立.
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定理 3.1 的整个证明过程在非交换对称的 Hardy 空间中也是有效的, 因此有如下定理:

定理 4.1 设 E 是 (0, a)上的一个对称的准 Banach函数空间并且对某个 0 < p < ∞是 p-凸的.

若 E 是可分的且 qE < ∞, 则对于任意的 α ∈ [0, 1], Eα,ω(A, ν) 和 E(A) 是等距同构的.

对于 0 < p < ∞ 和 α ∈ [0, 1], 定义

A
1
p
α = {x ∈ A : D

α
p
ω xD

1−α
p

ω ∈ Lp(A)},

∥x∥p,α = ∥D
α
p
ω xD

1−α
p

ϖ ∥p.

类似地, 有如下命题:

命题 4.1 (A
1
p
α , ∥ · ∥p,α) 是一个准范数空间, 并且它的完备空间等距同构于 Hp(A).

设 ω 是一个由可测稠定算子 Dω 给出的态, 具体如下:

ω(x) = ν(Dωx), 对于任意的 x ∈ D,

其中 Dω > 0 是 L0(D) 中的稠定算子. 设 E 是 (0, a) 上的一个对称的准 Banach 函数空间、对某个

0 < p < ∞ 是 p- 凸的并且 E 是可分的. 若 F = E( 1
p ) 和 DF ∈ F (D) 如同 (3.1), DE = (DF )

p, 则类似

于定理 3.2, 有如下定理.

定理 4.2 若 E 是 (0, a)上的一个对称的准 Banach函数空间并且对某个 0 < p < ∞是 p-凸的,

则对于任意的 α ∈ [0, 1], (Dα
EAD1−α

E , ∥ · ∥E) 的完备化空间和 E(A) 是等距同构.

致谢 非常感谢审稿人的建议.
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19 Okada S, Ricker W J, Sánchez Pérez E A. Optimal Domain and Integral Extension of Operators Acting in Function

Spaces. Operator Theory Advances and Applications, vol. 180. Basel: Birkhäuser, 2008
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