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多层地基中单桩的沉降分析
赵明华，占鑫杰，邹新军

( 湖南大学 岩土工程研究所，湖南 长沙 410082)

摘要: 根据能量法中的格林公式以及桩微段和桩侧土微段的力平衡推导了多层地基中单桩的位移控制方程，该控制
方程能综合考虑桩侧土的剪切和压缩过程。根据桩土系统的轴力和位移在各层地基边界处的连续条件以及传递矩阵
法获得了多层地基中单桩在轴向荷载下的总刚度矩阵。由于位移函数非显式，因此运用迭代步骤进行求解，进而可
以完全确定单桩的位移和力函数。结合算例 1 对本文方法进行了验证，结合算例 2 给出了桩侧和桩端土相互强化的
一个弹性理论解释。最后结合一个工程实例对本文方法进行了验证。
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Analysis on Settlement of Single Pile in Multilayer Subsoil

ZHAO Minghua，ZHAN Xinjie，ZOU Xinjun
( Geotechnical Engineering Institute，Hunan University，Changsha Hunan 410082，China)

Abstract: The deformation governing equation of a single pile in multilayer subsoil was derived based on
Green Theorem of energy method and equilibrium of pile element and soil element，which can take account of
the shear resistance and compression of surrounding soil of pile shaft． An integraged stiffness matrix of single
pile under axial load in multilayer subsoil was obtained according to harmony of axial force and displacement
at the boundary of each layer and transfer matrix method． As the deformation function was not explicit，an
iterative procedure was used to resolve the value of the function which can determine the deformation and load
of single pile． The presented method was verified with example one，and an elastic qualitative interpretation
of strengthening interaction of surrounding soil of pile shaft and pile end was presented with example two．
Finally，the presented method was checked with a practical project．
Key words: road engineering; single pile; energy method; transfer matrix method; load-deformation analysis

0 引言

目前单桩的沉降计算方法主要有 Butterfield 的边
界元法［1］，Poulos 的有限单元法［2］，以及 Randolph
的半经验半解析算法［3］，但是这些算法主要是针对
均质地基以及 Gibson 地基，实际工程中的天然地基
常常不是均质的，其组成由于地质历史原因往往是
层状构造的，因此研究多层地基中的单桩沉降特性
就显得尤为重要。Seo 和 Prezzi 运用变分法分析了多

层地基中单桩的沉降问题［4］，随后他们将其分析方
法推广到矩形截面的方桩分析中［5］。金波等［6］对表
示层状地基单桩的轴对称弹性力学方程进行了
Hankel变换，并利用传递矩阵方法得出层状地基在
内部轴对称荷载作用下的位移解。艾智勇和杨敏［7］

拓展了弹性理论中的 Mindlin 课题，运用了广义
Mindlin解分析了多层地基中的单桩沉降特性，明确
指出了地基土模量的加权平均近似处理方法有时会
与弹性分析结果相差甚大。肖宏斌［8］运用了荷载传
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递法并结合传递矩阵方法分析了多层地基中单桩的
沉降问题。本文拟通过能量法中的格林公式求得桩
身的轴向应力以及桩侧土的轴向应力和剪应力，然
后根据桩身微元和桩侧土微元的力平衡导出控制方
程，具有明确的物理意义。随后本文运用了一个迭
代步骤求出控制方程中位移的解答，并与有限单元
法的结果进行比较。

1 控制方程的建立

在以下的分析中对多层地基下的桩土体系作如
下假定:

( 1) 各层地基土为理想弹性体，其弹性模量和
泊松比分别为 Ei和 νi，不考虑打桩过程以及随后的
固结过程中地基土弹性模量的变化。

( 2) 桩侧土和桩身紧密接触，变形一致。
如图 1 所示，假定桩侧地基土共分 n 层，每层

地基土离地表的距离为 hi，桩长为 lp，桩身半径为
rp，桩的弹性模量为 Ep，截面惯性距为 Ip，桩顶的
竖向荷载为 P。

图 1 多层地基中的桩土系统
Fig. 1 Pile-soil system in multilayer subsoil

为求解竖向荷载作用下单桩的沉降，可将其看
成是一个空间轴对称问题，设桩身 z 深度处的位移
wz，对应于桩身深度为 z、半径为 r 处土的竖向位移
为 u( r，z) ，则可设:

u( r，z) = wz × ( r) ， ( 1)
式中，( r) 为桩侧土位移的衰减函数，表示桩侧半
径 r 处土竖向位移与桩侧半径 rp处土竖向位移的
比值。

根据求解问题的对称性以及忽略桩身的泊松比
效应可知，桩周土的径向应变和环向应变均为 0，即
εr = 0，εθ = 0。同理可知剪应变 γrθ = 0，γzθ = 0。

根据弹性应力应变关系，可得桩周土任意一点
的正应力以及剪应力如下:

σz = ( λ + 2μ) εz = ( λ + 2μ)
uz

z
=

( λ + 2μ) ( r)
wz

z
， ( 2)

τrz = μγrz = μ
uz

r
= μwz

( r)
r
， ( 3)

式中，λ 和 μ 为 Lame 常数，λ = Eν
( 1 + ν) ( 1 － 2ν)

，

μ = G。
设桩在竖向荷载下，桩身和桩周土的能量分别

为 U1 和 U2，可得:

U1 = 1
2 ∫

lp

0
EpAp

dw
d( )z

2
dz， ( 4)

U2 = 1
2 ∫

lp

0 ∫
∞

rp
σijεij2πrdrdz + 1

2 ∫
∞

lp
∫
∞

rp
σijεij2πrdrdz =

π∫
lp

0 ∫
∞

rp
( λ + 2G)  dw

d( )z
2
+ G w d

d( )r[ ]2
rdrdz +

π ∫
∞

lp
∫
∞

rp
( λ + 2G)  dw

d( )z
2
+ G w d

d( )r[ ]2
rdrdz。

( 5)
根据格林格式:

U
εij

= σij， ( 6)

桩微段的能量为:

ΔU1 = 1
2 EpAp

dw
d( )z

2
dz， ( 7)

桩微段对应的所有桩侧土微段的能量为:

ΔU2 = π∫
∞

rp
( λ + 2G)  dw

d( )z
2
+ G w d

d( )r[ ]2
rdrdz，

( 8)
根据格林公式 ( 6) 可得:

ΔF1 =
ΔU1

w
= － EpAp

d2w
dz2

dz， ( 9)

ΔF2 =
ΔU2

w
= － 2π d2w

dz2 ∫
∞

rp
( λ + 2G) 2 rdrdz +

2πw∫
∞

rp
G d

d( )r
2
rdrdz。 ( 10)

ΔF1 对应于桩微段不平衡轴力，为图 2 中的 Δp。
ΔF2 如式 ( 10 ) 所示分 2 项，其中第 1 项为桩侧土
微段的不平衡轴力的总和，为图 2 中 Δσ的总和; 第
2 项为桩侧土微段的不平衡剪应力的总和，为图 2 中
Δτ的总和。

根据桩微段和桩侧土微段的力平衡可得，

ΔF1 + ΔF2 = － 2π d2w
dz2 ∫

∞

rp
( λ + 2G) 2 rdrdz +

2πw∫
∞

rp
G d

d( )r
2
rdrdz － EpAp

d2w
dz2

dz = 0， ( 11)

略去微段高度 dz，可以得到:
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图 2 桩微段和桩侧土微段
Fig. 2 pile element and soil element

－ ( EpAp + ti )
d2w
dz2

+ kiw = 0， z≤ lp， ( 12)

其中， ki = 2πGi∫
∞

rp
r d

d( )r
2
dr， ( 13)

ti = 2π( λ i + 2Gi ) ∫
∞

rp
r2dr。 ( 14)

式 ( 12) 即为考虑了桩侧土压缩性的位移控制方
程，在荷载传递方法中也经常见到式 ( 12) ［8 － 9］，只
是一般忽略了 ti项，没有考虑桩侧土的压缩性，而关
于在竖向荷载下桩侧土的压缩特性，文献 ［10］试
验部分已有报道。

对于桩底以下土层，设土层内存在一个与桩直
径同样大小的柱段，只是其弹性模量由土层决定，
因而上述控制方程可以改写为:

－ ［( λ i + 2Gi ) πr
2
p + 2ti］

d2w
dz2

+ kiw = 0，

z≥ lp。 ( 15)
式 ( 15) 与式 ( 12) 具有相同的形式，只是式

( 12) 中桩的弹性模量 Ep改写成了 λ i + 2Gi。
同理，根据桩侧任一半径处所有的合力为零

可得:

ΔU3 = π∫
∞

0
( λ + 2G) (  dw

dz )
2[ +

G( w d
dr ) ]2 rdrdz， ( 16)

∑F =
ΔU3


= 2πr∫

∞

0
( λ + 2G) dw

d( )z
2
drdz －

π∫
∞

0
Gw2 r d

2
dr2

+ d
d( )r drdz = 0， ( 17)

设 m = ∫
∞

0
Gw2dz = ∑

n

i = 1
Gi∫

hi

hi－1
w2

i dz， ( 18)

n = ∫
∞

0
( λ + 2G) dw

d( )z
2
dz =

∑
n

i = 1
( λ i + 2Gi ) ∫

hi

hi－1

dw
d( )z

2
dz， ( 19)

则式 ( 17) 可以改写成

r d
2
dr2

+ d
dr － rβ2 = 0， ( 20)

式中，β = 槡n /m。

控制方程 ( 12 ) 和 ( 20 ) 类同于文献 ［4］ 中
用变分法推导的公式。

2 控制方程的求解

对于方程式 d2
dr2

+ 1
r
d
dr － β

2 = 0，令 η = βr，即

得d
dr = β

d
dη
，d2

dr2
= β2 d

2
dη2。将其代入到上述方程式

中可得:
d2
dη2 + 1

η
d
dη

－  = 0。

上式即为第 1 类虚总量贝塞尔函数的标准形
式［11］，其解的基本形式为 K0 ( βr) 和 I0 ( βr) 的线性
叠加。由于当 r→∞时，( βr) = 0，因此可以略去 I0
( βr) 项，根据 r = rp，( βr) = 1 可得:

( r) = K0 ( βr) /K0 ( βrp ) 。 ( 21)

式 ( 21) 只是推导了平衡方程，而连续性条件
可以用传递矩阵法［12］求得。

控制方程 ( 12) 的解形式可以表示为:

wi ( z) = Aieλi
z + Bie

－λiz， ( 22)

式中，λ i =
ki

EiAi + t槡 i
; Ai和 Bi为待定常数; wi ( z) 为

第 i层土中 z深度处的桩身位移。
同理可以得到:

Qi ( z) = － ( EiAi + ti )
dwi

dz =

－ αiAieλi
z + αiBie

－λiz， ( 23)

式中，αi = ki ( EiAi + ti槡 ) ; Qi ( z) 为第 i 层土中 z 深
度的竖向力。

根据各层土之间的连续性条件以及两个边界条
件可得:

wi ( hi ) － wi+1 ( hi ) = 0， ( 24)

Qi ( hi ) － Qi+1 ( hi ) = 0， ( 25)

w z→∞ = 0， ( 26)

－ EpAp
dw1

dz z = 0

= P。 ( 27)

式 ( 24) ～ ( 27) 一共包含 2n个方程，将其改写
成矩阵形式为:

KX = P，
式中，

X = ［A1，B1，A2，B2，…，An，Bn］
T，

P = ［0，P，0，0，…，0，0］T，

12
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K =

0 0 0 0 ··· 0 0 0 0
－ EpApλ1 EpApλ1 0 0 ··· 0 0 0 0

eλ1h1 e －λ1h1 － eλ2h1 － e －λ2h1 ··· 0 0 0 0
－ α1eλ1

h1 α1e
－λ1h1 α2eλ2

h1 － α2e
－λ2h1 … 0 0 0 0

   
     eλn－1hn－1 e －λn－1hn－1 eλnhn－1 e －λnhn－1

－ αn－1eλn－1
hn－1 αn－1e

－λn－1hn－1 αneλn
hn－1 － αne

－λnhn－





















1

。

根据克莱姆法则，

Ai =
| K2i －1 |
| K | ， Bi =

| K2i |
| K | ，

式中， | K | 表示矩阵 K 的行列式值， | K2i － 1 | 表
示系数行列式 | K | 第 2i － 1 列元素用 P 替代后所得
到的行列式值。

根据 wi ( hi ) － wi+1 ( hi ) = 0 以及 Qi ( hi ) －
Qi+1 ( hi ) = 0 可以得到:

Ai

B( )
i

= 1
2

1 +
αi+1

α( )
i

e － ( λihi－λi+1hi) 1 －
αi+1

α( )
i

e － ( λihi+λi+1hi)

1 －
αi+1

α( )
i

e( λihi+λi+1hi) 1 +
αi+1

α( )
i

e( λihi－λi+1hi











)

Ai+1

Bi+
( )

1

，

将上式变换形式，可得

K2i－1

K2
( )

i

= 1
2

1 +
αi+1

α( )
i

e－( λihi－λi+1hi) 1 －
αi+1

α( )
i

e－( λihi+λi+1hi)

1 －
αi+1

α( )
i

e( λihi+λi+1hi) 1 +
αi+1

α( )
i

e( λihi－λi+1hi











)

K2i+1

K2i+
( )

2

。

由式 ( 26) 可知 An = 0，由 An = 0 可得:

K2n－1 = 0。
根据行列式运算法则可得，

K2n = 2n－1P∏
n－1

i = 1
αi。 ( 28)

至此根据式 ( 28) 可以计算所有的 Ki。

根据 － EpAp
dw1

dz z = 0
= P，可得:

K = － EpApλ1
K1 － K2

P 。

通过上式即可计算 Ai、Bi、wi。
由以上分析可知，( r) 不是显式的，因此需要

一个迭代程序如下:
( 1) 假定一个 β，计算式 ( 21) 中 ( r) 的值。
( 2) 通过  ( r ) 的值，计算各层土的 ti、ki、

λ i、αi。
( 3) 计算所有的 Mi、M、Ki、K、Ai、Bi。
( 4) 通过式 ( 18) 和式 ( 19) 计算 n、m以及 β。
( 5) 将步骤 ( 4 ) 中计算出的 β 代入到步骤

( 1) 重新计算，直到 2 次计算的 β 差值小于 0. 01。

一般 β值经过 3 至 4 次迭代就可以收敛。

3 算例分析

3. 1 3 层地基中单桩的沉降计算
对于上图所示的 3 层地基，其中 d 为桩身直径，

w 为桩顶位移，P 为桩顶荷载，Ep为桩身弹性模量，
各土层弹性模量和层厚如上图 3 所示，泊松比均为
0. 3。计算内容位移影响系数 Ip = dEsw /P。本算例文
献 ［2，7］均有报道，具体计算结果见表 1。

图 3 3 层地基中的单桩
Fig. 3 Single pile in three-layer subsoil

表 1 3 层地基中的单桩位移影响系数 Ip的比较
Tab. 1 Comparison of displacement influence factors of

single pile in three-layer subsoil

地基类型 本文方法 poulos有限单元法［2］ 文献［7］ 文献［4］

Case 1 0． 035 7 0． 037 7 0． 037 6 0． 033 6

Case 2 0． 043 0 0． 043 0 0． 042 9 0． 030 9

Case 3 0． 035 9 0． 038 2 0． 038 3 0． 032 3

由表 1 知，本文计算方法和文献 ［6］方法以及
Poulos的有限单元法比较接近，从而验证了本文方
法的正确性。虽然没有上述 2 种方法精度高，但本
文方法简单易行，物理意义明确。最后需要指出的
是很多桩基沉降计算方法都是基于文献 ［3］，桩侧
土的有效作用半径为 rm = 2. 5lρ( 1 － v) ，即半径 rm处
的土竖向位移为 0，相当于本文中 ( rm ) = 0。表 1
中 3 种情况下的 ( rm ) 值 ( 运用文中式 ( 21 ) ) 分
别为 0. 017、0. 132、0. 027，( 本例中 ρ均取 0. 5，原
文中 ρ为桩侧中部土剪切模量与桩底土剪切模量之

22



第 6 期 赵明华，等: 多层地基中单桩的沉降分析

比) ，由此可见对于第 2 种工况下取 ( rm ) = 0 会产
生不小的误差。多层地基单桩的沉降计算中，桩侧
土的有效剪切作用半径 rm由于桩底土和桩侧土的相
互作用程度不同而变化，文献 ［3］的 rm并不适用于
桩侧土非均质的情况，尤其对于桩侧土层上好下差
或者桩底嵌岩的情况，会产生不小的误差。
3. 2 桩侧土和桩底土的相互作用强化

20 世纪 70 年代以来，很多现场试桩，尤其是桩
端压力注浆试验揭示出一个现象: 在同样的桩侧土
层条件下，不同强度持力层上的单桩所测得的桩侧
极限摩阻力是不同的: 桩端持力层强度高的，其桩
侧极限摩阻力大，关于其作用机理，目前有很多不
同的观点，文献 ［13］认为是挤密作用与径向应力
共同作用的结果。文献 ［14］认为成拱作用导致桩
端和桩端以上土体变形不一致形成了梨性塑性区，
导致桩端附近土承载力增高。本文将其归结为一个
弹性理论问题，通过以下算例给出定性分析。

图 4 桩端土和桩侧土的强化作用
Fig. 4 Strengthening interaction of surrounding

soil of pile shaft and pile end

如图 4 所示，桩径 rp = 0. 5 m，桩长 l = 25 m，
桩侧土剪切模量 G = 10 MPa，泊松比 ν = 0. 3，桩底
离岩层面为 25 m，分别改变桩底土层的剪切模量为
G1 = 10 MPa，G2 = 50 MPa，G3 = 100 MPa，来探讨桩
底土的增强作用对桩侧土抗剪的影响，设桩底轴力
和位移分别为 Pb、wb，桩端附近桩侧土体剪力和位
移为 τs、ws，为方便比较，分别取桩侧和桩端刚度
系数为 Pb /wb和 2πrpτs /ws，如表 2 所示。

表 2 桩侧和桩端刚度系数的比较
Tab. 2 Comparison of stiffness factors of

pile shaft and pile end

地基类型 Pb /wb / ( kN·mm －1 ) 2πrpτs /ws / ( N·mm －2 ) β / ( m －1 )

Case 1 155． 7 45． 77 0． 073
Case 2 422． 9 61． 81 0． 187
Case 3 665． 1 70． 81 0． 274

由表 2 可知，在上述 3 种情况下，随着桩底土
层弹性模量逐渐增大 ( 模拟压力注浆) ，Pb /wb在增

大，同时表示桩侧土刚度的 2πrpτs /ws在增大。究其
原因是随着 β增大，( r) = K0 ( βr) /K0 ( βrp ) 逐渐变
小，文中表示桩侧土剪切刚度的式 ( 13 ) 的 ki项，
在逐渐增大; 而表示桩侧土压缩刚度的式 ( 14 ) 的
ti项在逐渐减小，但是 ki项起决定作用，表明在桩底
强化过程中，桩侧土也得到了强化，可见弹性理论
可以给出多层地基中一个桩端和桩侧相互强化过程
的定性解释。

由上述 2 个算例分析可知，β值在多层地基沉降
计算中起到了关键作用，它反映了桩侧与桩端的相
互作用程度，可以直接与桩侧的有效剪切作用半径
相联系，文献 ［3］ 实际给出了均匀地基和 Gibson
地基上的 β 值，只是 β 值隐式表现在 K0 ( βrm ) = 0
中。因此，根据桩侧和桩端土的土质情况以及桩的
几何和物理参数建立 β 的简化公式可以大大简化多
层地基单桩沉降计算问题。

4 实例验证

浙江温岭地区某软土地区超长钻孔灌注桩［15］2
号试桩，桩长 50 m，桩径 800 mm，桩身混凝土等级
为 C25，桩身弹性模量 Ep = 30 000 MPa。现场资料中
仅有各土层的压缩模量，但是研究发现［16］由于取样
时的卸载、荷载水平等因素的影响，使用土层的压
缩模量转换的变形模量往往不太准确，本文［17］拟取
取剪切模量 G = 100cu。各土层参数分别为 ( 1 ) 粘
土，厚度为 1. 3 m，剪切模量为 2. 5 MPa。 ( 2 ) 淤
泥，厚度为 27. 9 m，剪切模量为 1. 3 MPa。 ( 3 ) 淤
泥质土，厚度为 17. 0 m，剪切模量为 2. 3 MPa。( 4)
硬粘土，厚度为大于7. 6 m，剪切模量为 4. 6 MPa，
桩端进入持力层硬粘土层 3. 8 m。设各土层的泊松比
ν均为 0. 3。

具体求解过程中，为计算方便，忽略上部1. 3 m
的粘土层。在使用荷载 P = Qmax /2 = 2 700 kN作用下，
使用本文方法计算计算得桩顶沉降 w = 13. 3 mm，实
测桩顶沉降 w = 12 mm，计算值与实测值比较接近，
进一步验证了本文方法的正确性。

5 结语

( 1) 本文通过能量法以及水平方向桩微段和桩
侧土微段的力平衡推导出了能考虑桩侧土压缩特性
的位移控制方程，并通过竖直方向所有土微段的力
平衡推导出了桩侧土位移衰减函数 ( r) 的控制方
程，具有明确的物理意义。

( 2) 通过虚总量的 Bessel 函数以及一个迭代步
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骤就可以完全确定桩侧土位移衰减函数  ( r) 的具
体形式，并进而可以求解桩侧和桩底任意一点的力
和位移，本文方法易于编程实现，且具有较高的计
算精度。通过算例 1 验证了本文方法，通过算例 2
给出了桩侧和桩端土相互作用的一个定性解释，结
合一个工程实例验证了本文方法的正确性。

( 3) 建立 β 值与桩、土几何物理参数的简化公
式可以大大简化多层地基单桩沉降计算问题，是下
一步工作的重点。
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