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摘要 本文系统介绍了四维陈-西蒙斯理论与可积模型的深刻联系，重点揭示了其与可积格点模型及可积
场论的内在关联.基于四维陈-西蒙斯理论与杨-巴克斯特方程之间的联系，可积格点模型的配分函数可以通
过该理论框架自然给出.而通过在四维陈-西蒙斯理论中引入二维面缺陷，二维经典可积场论也可从中构造
出来.本文分别回顾了借助有序缺陷和无序缺陷构造可积场论这两种方式，并展示了从四维陈-西蒙斯理论
出发给出二维可积场论的拉克斯联络与作用量的过程.最后，本文对四维陈-西蒙斯理论相关的后续研究进
行了展望.
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1 引言

可积系统在物理学领域扮演着独特而关键的

角色.它们不仅因具备丰富的对称性而使得重要物

理量的解析求解成为可能，也为理解更广泛的强

耦合物理系统提供了一个强有力的起点.尽管基于

可积结构的各种解析方法已相对成熟，但对于不

同系统中可积结构的起源，人们尚缺乏普适的理

解.因此，既没有系统性的方法来判断物理模型是

否可积，也没有可积系统的完整“图景”.为了解

决这些问题，找到一个可用于构造各类可积系统

的方法显得尤为关键.近年来，得益于四维陈-西蒙

斯（Chern-Simons）理论的提出，人们对这些问题

有了新的理解.

陈-西蒙斯理论与可积系统之间的联系由来

已久[1].早在1989年，威滕（Edward Witten）就发

现三维陈-西蒙斯理论可以用来计算纽结不变

量[2]，而在纽结理论中，类型三的赖德迈斯特尔

（Reidemeister）移动与杨- 巴克斯特（Yang-Baxter）
方程有相似之处.然而，由于三维陈-西蒙斯理论未

能自然地引入可积系统中的谱参数（spectral pa-
rameter），利用它来生成可积模型一直是个难题.直
到2013年，能够构造可积系统的陈-西蒙斯型理论

才被提出[3, 4]，即本文所要介绍的四维陈-西蒙斯
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理论.该理论将三维陈-西蒙斯理论的几何背景扩展

为四维流形Σ × C，从而解决了谱参数的引入问题：

四维流形Σ × C中，Σ代表一个二维光滑定向流形，

它定义了可积模型所处的二维时空；而C代表黎曼

面（Riemann surface），它提供了可积系统中的谱

参数.四维陈-西蒙斯理论的作用量定义如下：

S CS4 [A] =
i

4π

∫
Σ×C

ω ∧ CS(A) , (1)

其中，ω为黎曼面C上的亚纯1-形式，CS(A)为陈-西
蒙斯3-形式

CS(A) = tr
(
A ∧ dA +

2
3

A ∧ A ∧ A
)

(2)

A是取值在复化李代数gC上的1-形式规范场.
实际上，四维陈-西蒙斯理论可追溯至更早期

的文献[5].虽然该工作已探讨了其与量子仿射代数

的联系，但这一理论在当时并未获得足够关注.近
年来，随着研究的深入，四维陈-西蒙斯理论与

可积系统之间的深刻关联逐渐被揭示[6–9]. 特别

地，当1-形式ω没有零点时，通过选取不同的黎曼

面C和ω，四维陈-西蒙斯理论可以给出三类杨-巴
克斯特方程的解.具体而言，杨-巴克斯特方程的解

对应于四维陈- 西蒙斯理论中两条交叉威尔逊线

（Wilson line）的关联函数.基于这一对应关系，可

积的格点模型和量子自旋链可以自然地通过四维

陈-西蒙斯场论来构造[6–8]. 这种对应关系很快被

推广到带边的系统中[10, 11]. 对于可积格点模型中

的Q算符，同样可以通过考虑四维陈-西蒙斯理论

中的特霍夫特线算符（’t Hooft line operator）来实

现[12].此外人们还发现，四维陈-西蒙斯理论的非

微扰定义可以借助弦论给出[13–15].
通过引入二维缺陷，利用四维陈-西蒙斯场

论能够构造出二维可积场论[9]. 通常，有两种

引入二维缺陷的方式：一种是将四维陈-西蒙斯

场论与二维场论相耦合，这种缺陷被称为有序

缺陷（order defect）；另一种是在规范场中沿黎曼

面C引入极点，并同时在1-形式ω中引入零点，这

种缺陷被称作无序缺陷（disorder defect）.利用有

序缺陷可以构造诸如Gross-Neveu模型、Thirring模
型、靶空间为Kälher流形的σ-模型[9]、 Zakharov-
Mikhailov模型[16]、 Faddeev-Reshetikhin 模型[17]

等可积模型.利用无序缺陷，人们系统给出了部

分二维可积σ-模型的作用量[18]，并发现了几种可

积形变的构造方式[9, 19–22]. 此外，还可以在规范

场中沿黎曼面C引入割线来构造靶空间为对称空间

的σ-模型[9]，这包括在AdS/CFT对应中有着重要地

位的AdS 5 × S 5超陪集σ-模型及其可积形变[23–26].
进一步地，人们发现通过四维陈-西蒙斯理论既可

以构造AdS 5×S 5上的Green-Schwarz 超弦理论[27]也
可以构造AdS 5 × S 5上的纯旋量（pure spinor）超弦

理论[28].通过对四维陈-西蒙斯场论中引入的缺陷

进行更细致的研究，人们得以对二维可积场论和二

维可积格点模型之间的关系有了新的理解，并发现

了二维可积场论之间丰富的对偶网络[29].

本文其余部分的结构如下：在第二节，本文将

介绍后文中涉及到的可积性相关基本概念；在第三

节，本文将介绍四维陈-西蒙斯理论与可积格点模

型之间的联系；在第四节，本文将介绍四维陈-西
蒙斯理论与二维可积场论之间的联系；在最后一节

中，作者给出了关于本文的总结与展望.

2 可积性基础

为确保文章内容的完整性，本节将介绍在后续

讨论中涉及到的可积性相关基本概念，包括杨-巴
克斯特方程与拉克斯联络（Lax connection）.这些

概念在二维可积格点模型、一维可积自旋链和二维

可积场论中扮演着至关重要的角色.

2.1 杨-巴克斯特方程

对于定义在两个复向量空间的直积空间V ⊗
V ′上的线性映射R(z, z′)，以下方程即为杨-巴克斯特

方程：

R12 (z1, z2) R13 (z1, z3) R23 (z2, z3) = R23 (z2, z3) R13 (z1, z3) R12 (z1, z2)
(3)

其中，z1, z2, z3为复参数.方程的左右两边作用在直

积空间V1⊗V2⊗V3上，线性映射R(z, z′)的下角标表示

其作用的相应线性空间.在后文中，我们将R(z, z′)称
为R-矩阵.
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对于二维可积统计格点模型，R-矩阵可以给出

格点处的玻尔兹曼权重（Boltzmann weight）.对于

周期性边界条件的情况，从R-矩阵出发可以定义如

下转移矩阵（transfer matrix）：

τ(z) = tr j(R j,1(z)R j,2(z) . . .R j,M(z)) (4)

由杨-巴克斯特方程可知，谱参数不同的转移矩阵

之间相互对易：

[τ(z), τ(z′)] = 0 (5)

模型的配分函数可写为：

Z = tr1,...,M

(
τN

)
(6)

对于可积格点模型，其转移矩阵可以通过代数贝特

拟设（Algebraic Bethe ansatz）方法来对角化.
一维可积自旋链的哈密顿量也可以通过代数贝

特拟设方法来对角化.为此，需要先引入辅助的线

性空间（此处用拉丁字母a, b 来标记）以及拉克斯

算子（Lax operator），后者作用于辅助空间与单个

自旋所处希尔伯特空间（Hilbert space）（用自旋的

相应位置所对应的数字来标记）的直积空间上.拉
克斯算子与R-矩阵满足如下RLL关系：

Rab(za − zb)La, j(za)Lb, j(zb) = Lb, j(zb)La, j(za)Rab(za − zb)
(7)

通 过 拉 克 斯 算 子 可 以 构 造 如 下 单 值 矩 阵

（monodromy matrix）：

Ta(z) = La,N(z)La,N−1(z) . . . La,2(z)La,1(z) (8)

可以证明，单值矩阵T (z)满足如下RTT关系：

Rab(za − zb)Ta(za)Tb(zb) = Tb(zb)Ta(za)Rab(za − zb) (9)

通过单值矩阵可以进一步定义转移矩阵：

t(z) = tra Ta(z) (10)

同可积格点模型中的情况类似，谱参数不同的转移

矩阵之间相互对易.
对于二维量子可积场论，由于其中存在着无穷

多的守恒荷，其散射过程满足如下性质：

1. 粒子数守恒：散射不会导致粒子的产生或湮

灭；

2. 动量守恒：初态动量之集合等于末态动量之

集合；

3. 因子化散射：n到n粒子散射的S -矩阵可写

为n(n − 1)/2个2到2粒子散射S -矩阵之乘积.

由自洽性易知此类场论中2到2散射的S -矩阵应该满

足杨-巴克斯特方程.

后文中将要用到的R-矩阵存在如下半经典展

开：

R(z1, z2) = 1V1⊗V2 + ~r12(z1, z2) + O
(
~2

)
(11)

其中r12(z)即为经典r-矩阵，它是谱参数z1、 z2的亚

纯函数，且取值在End (V1 ⊗ V2) 中.经典r-矩阵可以

被推广为取值在复李代数的直积g ⊗ g中的映射.将
此展开代入到杨- 巴克斯特方程，可得经典杨-巴克

斯特方程

[r12(z1, z2), r13(z1, z3)] + [r12(z1, z2), r23(z2, z3)] + [r13(z1, z3), r23(z2, z3)] = 0.
(12)

2.2 拉克斯联络

对于二维场论，若可以通过其基本场构造出联

络Lα(z; t, x)（α = t, x），使得场论的运动方程等价

于如下方程

L̇x(z) − L′t(z) + [Lx(z),Lt(z)] = 0, ∀z ∈ C (13)

则可以构造出无穷多个守恒荷.此方程被称作拉克

斯方程或平坦条件.联络Lα(z; t, x)被称作拉克斯联

络，是谱参数z的亚纯函数.无穷多个相互独立的守

恒荷的存在是二维场论经典可积的必要条件.通常，

可积性还会进一步要求这些守恒荷之间是对合的

（in involution），即它们之间的泊松括号为零，这可

以通过要求拉克斯联络之间的泊松括号满足特定的

形式来满足.拉克斯联络之间的泊松括号有如下两

种典型形式：
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• 超局域斯克莱宁括号（Ultralocal Sklyanin
bracket）[30]：

{L1(λ, x),L2(µ, y)} = [
r12(λ, µ),L1(λ, x) +L2(µ, x)

]
δ(x − y)

(14)

其中，r12满足条件

r12(λ, µ) = −r21(µ, λ) (15)

和经典杨-巴克斯特方程(12)；

• 非超局域马耶括号（Non-ultralocal Maillet
bracket）[31, 32]：

{L1(λ, x),L2(µ, y)} = [
r12(λ, µ),L1(λ, x)

]
δ(x − y) − [

r21(µ, λ),L2(µ, x)
]
δ(x − y)

− (r12(λ, µ) + r21(µ, λ)) δ′(x − y)

(16)

其中， r12满足经典杨-巴克斯特方程(12).这里

的r12矩阵通常可以拆分成一个标准的r0
12矩阵乘以

一个扭转函数（twist function）φ(µ)−1[33].

这两种形式都是守恒荷之间满足对合关系的充分条

件.

3 从四维陈-西蒙斯理论到可积格点模型

在二维可积格点模型中，玻尔兹曼权重由杨-
巴克斯特方程的解给出.因此，对于四维陈-西蒙斯

理论来说，构造二维可积格点模型的关键在于它

能够直接给出作为杨- 巴克斯特方程解的R-矩阵.本
节将介绍四维陈-西蒙斯场论的基本特性以及它与

杨-巴克斯特方程之间的联系，并阐明如何从四维

陈-西蒙斯理论得到可积格点模型.

3.1 四维陈-西蒙斯理论与杨-巴克斯特方程

四维陈-西蒙斯理论(1)存在着一个额外的规范

对称性：A 7→ A + χdz.通过选取规范χ = −Az，我

们可以消去规范场的Az分量，使其与整个理论解

耦.这样的话，规范场A可以表示为

A = Atdt + Axdx + Az̄dz̄ (17)

因此，A也被称作“部分联络（partial connection）”
.后文的讨论将默认在此规范下进行.

对于四维陈-西蒙斯场论与杨-巴克斯特方程之

间的联系，以下两个特性至关重要.一方面，由于

作用量(1)不依赖于二维流形Σ 上的度规，四维陈-
西蒙斯场论在Σ上展现出拓扑性质，即在Σ的微分

同胚变换下保持不变；另一方面，四维陈-西蒙斯

场论是一个可重整的红外自由理论[4].

考虑1-形式ω没有零点的情况，根据黎曼-罗
赫定理（Riemann-Roch theorem），C的亏格只能

是0或1，因此(C, ω) 只可能是以下三种情形之一：

(C, dz)、 (C×, dz
z ) 或者(C/(Z + τZ), dz)，分别对应着

杨- 巴克斯特方程的有理、三角和椭圆解.由于

此时ω是全纯的，在这些情况下，ω在C上存在着

由ω−1 所生成的阿贝尔整体对称性.在这三种情况

下，都可以通过选取合适的边界条件来保持四维

陈- 西蒙斯理论在Σ上的拓扑特性.

在四维陈-西蒙斯场论中，威尔逊线是构造R-
矩阵的出发点.由于四维陈-西蒙斯场论中规范

场A的Az分量是脱耦的，此处我们只考虑位于黎

曼面C的固定点处且仅在Σ 上延伸的西蒙斯线.因
此，每条西蒙斯线可以用一个对应于C上坐标的谱

参数来标记.利用这一特性，四维陈-西蒙斯理论中

的西蒙斯线可以表示为由无穷维代数g[[u]] 及其表

示所标记的形式.对于基底为{ta}, a = 1, · · · dim g的
李代数g，g[[u]]的基底可以表示为：{
t(n)
a = taun

}dim g

a=1,n∈Z+0
(18)

相应的对易关系为：[
t(m)
a , t(n)

b

]
= fab

ct(m+n)
c . (19)

这个代数存在有限维的表示.引入记号：

Ag[[u]] =

∞∑
m=0

1
m!

t(m)
a ∂m

z Aa (20)

我们可以定义广义的威尔逊线算子：

WV[γ, A] = P exp
(∫

γ

Ag[[u]]
V

)
(21)
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其中，γ为固定于C上某点处的路径，V为选定的李

代数表示.类似地，取值在g[[u]]中的无穷小规范变

换可定义为：

εg[[u]] =

∞∑
m=0

1
m!

t(m)
a ∂m

z ε
a. (22)

为了得到R-矩阵，我们需要考虑威尔逊线算子

的真空期待值.对于四维陈-西蒙斯理论中的任意可

观测量O[A]，其真空期待值定义为：

⟨O⟩ =
∫
DAO[A] exp

(−S CS4 [A]/~
)∫

DA exp
(−S CS4 [A]/~

) . (23)

为了计算真空期待值，需要先固定Σ平面上的度

规.考虑一些在Σ平面上相交（但固定于C中不同点）

的威尔逊线，它们在Σ上的交点可以通过调整度规

使其相互远离，除了交点处外，线与线之间的距离

可以无限被“拉远”.四维陈-西蒙斯理论的红外自

由性质意味着这些可以被“拉远”的线算子之间的

相互作用会被压低，因此这些威尔逊线算子的真空

期待值主要来自于Σ上交点处的贡献.如图1所示的

交点是用以构造威尔逊线算子真空期待值的基本单

元.

图 1 威尔逊线的交点

Figure 1 Intersection point of Wilson lines.

此类威尔逊线的交点的真空期待值将提供一个

线性映射：

R(z1, z2) : V1 ⊗ V2 → V1 ⊗ V2, (24)

其 中， z1、 z2代 表 着 威 尔 逊 线 在C中 所 处

的 位 置， V1、 V2代 表 着 李 代 数g的 表 示 空

间.值 得 一 提 的 是， 由 前 文 提 到 的 对 称 变

换ω−1可以推测出R(z1, z2)对z1、 z2的依赖方式.对
于(C, ω)为(C, dz)和(C/(Z + τZ), dz)的情况，ω−1的作

用为z 7→ z + a；对于(C, ω)为(C×, dz
z )的情况，ω−1 的

作用为z → λz.因此，在前两种情形中，R(z1, z2) 通
过z1−z2依赖于z1、z2，而在第三种情形中，R(z1, z2)
通过z1/z2依赖于z1、z2.考虑在黎曼面C上分别位于

三个不同点z1、z2、z3 处的威尔逊线，四维陈-西蒙

斯场论在Σ上的拓扑性质意味着如图2 中等号两边

两种不同位形的威尔逊线算子具有相同的真空期待

值.由于四维陈-西蒙斯场论是红外自由的，这些威

尔逊线算子的真空期待值都可以用其交点处所对应

的线性映射R(zi, z j) 来表示.两种位形具有相同的真

空期待值意味着线性映射R(zi, z j)满足杨-巴克斯特

方程.

图 2 杨-巴克斯特方程

Figure 2 Yang-Baxter equation.

实际上，我们可以利用R-矩阵与四维陈-西蒙

斯理论中相交威尔逊线算子真空期待值间的联系，

通过微扰论来计算半经典R-矩阵.考虑如图3 所示的

威尔逊线位形，由前文可知

R12(z1, z2) =
⟨WV1

[
γ1, A

] ⊗WV2

[
γ2, A

]⟩
(25)

其中，γ1、γ2分别为z1、z2 ∈ C处的不平行直线.交
叉威尔逊线的费曼图（Feynman diagram）会给出前

文中提到的经典r-矩阵.取不同的(C, ω) 时，微扰计

算会给出不同的结果，其中(C, dz)会给出有理R- 矩
阵，(C×, dz

z ) 会给出三角的R-矩阵，(C/(Z + τZ), dz)
会给出椭圆的R-矩阵.以有理的情形为例，图3 的贡

献为

r12(z1, z2) =
cρ,ρ′

z1 − z2
(26)

其中

cρ,ρ′ =
∑

a

ta,ρ ⊗ ta,ρ′ (27)
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是c =
∑

a ta ⊗ ta在g ⊗ g的表示ρ ⊗ ρ′下的像.(26) 即为

有理的经典r-矩阵.事实上，有定理表明完整的有

理R-矩阵可以在只相差一个因子的前提下由经典r-
矩阵和一些一般性条件完全确定下来[34].

图 3 交叉威尔逊线的领头阶费曼图

Figure 3 The leading Feynman diagram for the intersection of Wilson
lines.

3.2 四维陈-西蒙斯场论与可积格点模型

前文已提到，可积格点模型在格点上的玻尔兹

曼权重由R-矩阵给出.具体而言，此类模型定义在

如图4 所示的二维格点上，边界条件可以取周期性

边界条件.对于一个给定的态v，其玻尔兹曼权重为

每个顶点所对应的玻尔兹曼权重之积，即：

exp (−βEv) =
∏
顶点k

exp
(−βεv(k)

)
. (28)

模型的配分函数定义为可能的玻尔兹曼权重之和，

即

Z =
∑
态v

exp (−βEv) . (29)

另一方面，可以利用R-矩阵来定义转移矩阵

τ(z) = tr j(R j,1(z)R j,2(z) . . .R j,M(z)) (30)

则配分函数可写为

Z(z) = tr1,...,M

(
τN(z)

)
(31)

由于R-矩阵满足杨-巴克斯特方程，不同谱参数的

转移矩阵之间是对易的，即[τ(z), τ(z′)] = 0，此时

称此格点模型是可积的.

图 4 顶点模型

Figure 4 Vertex model.

若将图4中的线视为四维陈-西蒙斯理论中的威

尔逊线在Σ方向上的位形，其中，水平和竖直方向

的威尔逊线分别位于C 上两个不同的点处，则由

四维陈- 西蒙斯场论的红外自由可知，此时其真空

期待值的贡献全部来自于Σ方向上交叉点处所对应

的R-矩阵，因而可以给出相应格点模型的配分函

数.

4 从四维陈-西蒙斯理论到二维可积场论

如前所述，二维可积场论的构造需要在四维

陈-西蒙斯理论中引入沿Σ方向延伸的二维缺陷.这
些缺陷分为有序和无序缺陷两类，通过它们可以构

造出多种二维可积场论.本节将介绍利用这两种缺

陷构造二维可积场论的方法.

4.1 有序缺陷

有序缺陷即耦合到四维陈-西蒙斯理论的二

维场论，它位于黎曼面C中的特定点，并在Σ上

延伸.其整体对称性被四维陈- 西蒙斯理论的

规范场A“规范掉”了.为简化讨论，本小节将

以(C, ω) = (C, dz)为例，回顾如何利用有序缺陷

构造二维可积场论.若第α个缺陷位于zα ∈ C处，其

拉氏密度为Lα(ϕα; Aw|zα , Aw̄|zα)，其中ϕα代表缺陷上

的场，则这个四维-二维耦合体系的作用量为

S 4d−2d =
i

4π

∫
R2×C

ω ∧ CS(A) +
n∑
α=1

∫
R2×zα
Lα

(
ϕα; Aw|zα , Aw̄|zα

)
(32)
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这里将Σ取为了R2.通过在路径积分里积掉四维规

范场的相应自由度，可以得到二维经典可积场

论.在考虑(C, ω) = (C, dz) 的情况下，选择全纯规

范∂zAz̄ = 0.此时，四维陈-西蒙斯理论的运动方程给

出∂z̄Aw = ∂z̄Aw̄ = 0.

4.1.1 从规范场到拉克斯联络

若取Σ为R2，其上的坐标为τ、σ，则在洛伦兹

号差下通常采取光锥坐标w = τ + σ，w̄ = τ − σ.对
于C中缺陷以外的点z，可定义如下R2 × {z}上的联

络：

L4d(z) = Aw(z)dw + Aw̄(z)dw̄. (33)

可以将其视为R2 × {z}上的1-形式，z为其参数.Az̄的

运动方程为：

∂w̄Aw − ∂wAw̄ + [Aw̄, Aw] = 0 (34)

此方程也可视作是1-形式L4d(z)在R2 × {z}上的平

坦性方程，与拉克斯方程形式相同.在规范条

件Az̄ = 0下，有∂z̄Aw = ∂z̄Aw̄ = 0，此时L4d(z)在C
上缺陷以外的区域为全纯的.在缺陷处，L4d(z) 通常

会存在极点.从L4d(z)出发，计算四维规范场的真空

期待值可得二维可积场论的拉克斯算子L2d(z). 借

助二维可积场论的运动方程可验证，L2d(z)满足如

下拉克斯方程：

∂wL2d
w̄ (z) − ∂w̄L2d

w (z) +
[
L2d

w (z),L2d
w̄ (z)

]
= 0 (35)

若将Σ在空间方向σ上紧化，Σ变为圆柱R × S 1，则

可以构造如下算子：

WR(z) = Trρ P exp
∫
{τ}×S 1

dσL(τ, σ, z) (36)

其中，P算符指沿着σ方向做路径排序，ρ为g的表

示.由拉克斯算子所满足的拉克斯方程可知:

∂τWR(z) = 0 (37)

即WR(z)守恒.这意味着从WR(z)中可得到无穷多个

守恒荷:

WR(z) = exp

 ∞∑
n=0

Qn

zn

 (38)

这是可积场论的特性之一.

4.1.2 从四维陈-西蒙斯理论到二维可积场论

考虑手征或反手征的二维场论，它具有整体对

称群G和相应守恒流Jµ = Ja
µ ta，手征与反手征场

论分别通过Aw̄J、AwJ̄w̄与四维陈-西蒙斯理论相耦

合.若整体对称群G对应的李代数g具有生成元{ta}且
满足对易关系[ta, tb] = fabctc，则流与流之间满足对

易关系：

[Ja,Jb] = fabcJc (39)

以手征自由费米子为例，用ρ(ta)来代表ta在表示ρ下

的表示矩阵，其守恒流为：

Ja = ψ∗ρ(ta)ψ = ψ∗i ρ(ta)i
jψ

j (40)

其中，ψ与ψ∗满足反对易关系{ψi, ψ∗j} = δi
j.对于

有n+个手征缺陷和n−个反手征缺陷的系统，对应

的二维-四维作用量为：

S 4d-2d =
i

4π

∫
R2×C

ω ∧ CS(A)

+

n+∑
α=1

(∫
R2×{z+α }

Lα (ϕα) + Aw̄Jw

)

+

n−∑
ᾱ=1

∫
R2×{z−ᾱ}

Lᾱ (ϕᾱ) + AwJ w̄


(41)

为得到规范场传播子，可选取全纯规范∂zAz̄ = 0.对
于C = C，若规范场在无穷远处取狄利克雷边界条

件（Dirichlet boundary condition），则此规范固定条

件成为Az̄ = 0.此时传播子为：∫
Σ

d2w⟨Aaw̄(z)Abw (z′)⟩ = rab(z, z′) (42)

其中， rab(z, z′)为经典r-矩阵的分量，即r(z, z′) =
rab(z, z′)ta ⊗ tb.对于有n+个手征缺陷和n−个反手征

缺陷的系统，相应的拉克斯算子为：

L2d(z) =
n+∑
α=1

Jα
b (w)rab (z, zα) tadw −

n−∑
ᾱ=1

J ᾱ

b (w)rab (z, zᾱ) tadw̄

(43)
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沿黎曼面C积掉规范场后，可得到Σ上的有效理论，

其作用量为

S eff
2d =

∫
Σ

d2w

 n+∑
α=1

Lα (ϕα) +
n−∑
ᾱ=1

Lᾱ

(
ϕ̄ᾱ

)
+

n+∑
α=1

n−∑
ᾱ=1

rab(zα − z′ᾱ)Jα
aJ

ᾱ

b

 .
(44)

对于这里考虑的(C, ω) = (C, dz)情形，rab(zα − z′ᾱ)的
表达式为

rab(z, z′) =
δab

z − z′
(45)

这个二维场论的拉克斯联络同样可以从四维陈-西
蒙斯理论出发得到.

通过选取不同的黎曼面C和1-形式ω，以上讨

论可以被推广到椭圆和三角的情形，此处不再赘

述.有序缺陷也可以既非手征也非反手征，自由

波色子就是一个典型的例子.在这类情形下，由于

此缺陷既会和Aw耦合也会和Aw̄耦合，微扰计算会

变得更加复杂.此外，通过将二维β − γ系统作为有

序缺陷，也可以得到靶空间为凯勒流形（Kähler
manifold）的σ-模型[9].

4.2 无序缺陷

考虑黎曼面C为CP1的情形，引入无序缺陷

意味着对规范场A在CP1上引入极点，后文用符

号Z ⊂ CP1 指代极点的集合，此时在相应位置

处，1-形式ω应存在零点.本小节将先介绍带有无序

缺陷的四维陈-西蒙斯理论与二维可积场论的拉克

斯联络之间的联系，随后给出得到具体二维可积场

论的方式.
当ω存在零点时，对四维陈-西蒙斯理论的作用

量S CS4 [A]做变分可得：

δS [A] =
i

2π

∫
Σ×CP1

Tr(ω ∧ F(A) ∧ δA) − i
4π

∫
Σ×CP1

dω ∧ Tr(A ∧ δA).

(46)

方程(46)右边的第一项为“体项（bulk term）”.在
方程(46)右边的第二项中，dω = ∂z̄φ(z)dz̄ ∧ dz，由

于φ(z)是亚纯函数，∂z̄φ(z) 会给出局域在Σ × Z 处

的分布.因此这一项会给出Σ × Z上的“边界项

（boundary term）”.为了让变分是良好定义的，需

要在Σ × Z处对规范场A选取适当的边界条件.选定

边界条件以后，方程(46)右边的第一项会给出如下

体运动方程（bulk equation of motion）：

ω ∧ F(A) ≡ ω ∧ (dA + A ∧ A) = 0 (47)

此方程在如下“形式”上的规范变换（“formal”
gauge transformation）下不变：

Au = uAu−1 − (du)u−1 (48)

其中u : Σ × CP1 → GC为光滑函数，GC为李代数gC

所对应的李群.这里“形式”二字所强调的是此变

换并非是真正的规范变换，因为它不一定保持规范

场A 的边界条件.

4.2.1 从规范场到拉克斯联络

对于体运动方程(47)，考虑那些可以通过形式

规范变换A 7→ Aĝ−1
（ĝ : Σ ×CP1 → GC）变为如下形

式的解：

Aĝ−1
= Lt dt +Lx dx ≡ L (49)

即变换后的规范场z̄分量为零，而L即为后面得到

的可积场论的Lax联络.这意味着考虑Az̄为如下分量

的解：

Az̄ = −
(
∂z̄̂g

)
ĝ−1 (50)

与此同时，规范场A的另外两个分量可写为：

Aµ = ĝLµĝ−1 −
(
∂µĝ

)
ĝ−1, µ = t, x (51)

在这种考虑下，形式规范变换所引入的ĝ和L可以

被视为是规范场A的一种参数化.
下面从四维陈-西蒙斯理论出发推导拉克斯对

的一些性质.由于形式规范变换并不改变体运动方

程(47)，因此拉克斯对满足如下方程：

ω∂z̄Lt,x = 0, (52)

ω (∂tLx − ∂xLt + [Lt,Lx]) = 0 (53)

方程(52)意味着L是亚纯的，且极点只存在于ω的

零点处.由于L亚纯，方程(53) 意味着拉克斯联络的

平坦条件

∂tLx − ∂xLt + [Lt,Lx] = 0 (54)
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在z ∈ CP1上处处成立，且z即为谱参数.
需要强调的是，在四维陈-西蒙斯理论给出ĝ和

拉克斯联络L的时候存在额外的自由度.这些自由

度主要来自两方面，一方面来自于ĝ 的选取可以

相差一个CP1上全局的变换v : Σ → GC ，即在变

换ĝ 7→ ĝv下，拉克斯联络的改变为：

L 7−→ Lv ≡ v−1Lv + v−1 dΣv (55)

在四维陈-西蒙斯理论层面，这个自由度是对给定

规范场A做参数化的自由度，在二维可积场论层面，

这体现的是可积场论中拉克斯联络选取的自由度，

因为这个变换不改变拉克斯联络的平坦条件；另一

方面来自于四维陈-西蒙斯理论的规范场A本身所具

有的规范对称性，由规范变换的定义知这些对称

变换不改变A在ω的极点处的边界条件，在规范变

换u : Σ ×CP1 → GC 下，ĝ 会变为ûg，而L并不发生

改变.结合这两种变换，ĝ和L的变换如下：

(̂g,L) 7−→ (
ûgv,Lv) (56)

在给出二维可积场论的时候，需要对这两种自由度

进行一定程度的固定.
由于在四维陈-西蒙斯理论的作用量(1)中，

ω与CS (A)都取值在复数域，因此作用量(1)并不一

定是实的，从它出发给出的二维可积场论的作用量

也不一定是实的.为了得到实的作用量，需要给ω与

规范场A以额外的约束.对ω = φ(z)dz的约束为：

φ(z) = φ(z̄) (57)

这意味着ω的极点和零点只能是实的或者成复共

轭对出现.对于规范场A而言，考虑其规范代数gC

的实形式g，即存在对合反线性自同构（involutive
antilinear automorphism）τ : gC → gC使得g = {X ∈
gC | τ(X) = X}，则对A的约束为：

τ
(
Aµ(t, x, z)

)
= Aµ(t, x, z̄), µ = t, x, z̄ (58)

在这两个约束下，四维陈-西蒙斯理论的作用量为

实.为了使规范场在规范变换A 7→ Au下保持此约束，

规范变换u应满足τ(u(t, x, z)) = u(t, x, z̄)，τ为gC上的

自同构在GC上诱导的自同构.在利用形式规范变

换将A 表示为ĝ与L 后，ĝ与L也应满足相应约束，

即：

τ(̂g(t, x, z)) = ĝ(t, x, z̄), (59)

τ
(
Lµ(t, x, z)

)
= Lµ(t, x, z̄) (60)

不失一般性，若假设1-形式ω没有位于∞处的

零点，且这些零点都是一阶的，将其零点集记为ζ，

则ω可写为：

ω = −K
∏

y∈ζ(z − y)∏N
r=1 (z − zr)mr

(61)

其中K为常数，mr为极点zr的阶数（r = 1, . . . ,N）

.数学上，对亚纯函数在极点附近求导的结果可以

利用如下公式得到：

∂z̄

(
1

z − y

)
= −2iπδ(2)(z − y), (62)

∂z̄

(
1

(z − y)p+1

)
=

(−1)p+12iπ
p!

∂p
z δ

(2)(z − y), p > 1

(63)

方程(62)，(63)的右边是CP1上的狄拉克分布（Dirac
distribution），对任意函数 f (z, z̄)满足：∫
CP1

f (z, z̄)δ(2)(z − y)dz ∧ dz̄ = f (y, ȳ) (64)

由方程(52)知，拉克斯联络应为如下形式：

L =
∑
y∈ζ

L(y)

z − y
+ V (65)

其中L(y)和V是Σ上不依赖z的1-形式.L中的极点即

为无序缺陷.为了使得L在其极点处满足拉克斯联络

的平坦条件(54)，在任意极点y ∈ ζ处1-形式L(y)应沿

着Σ中固定的方向[9, 18].对于这些方向的不同选择

将给出不同的可积模型，这种选取会破坏Σ方向的

拓扑性质.为了得到相对论性的模型，可以选取如

下方向：

x± =
t ± x

2
(66)

此时拉克斯联络(65)可写为：

L =
∑

y∈ζ+

U (y)
+

z − y
+ V+

 dx+ +

∑
y∈ζ−

U (y)
−

z − y
+ V−

 dx− (67)
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其 中ζ+与ζ−互 不 重 合 且 有ζ+ ∪ ζ− = ζ， U (y)
+ 、

U (y)
− 和V±都是Σ上不依赖z的1-形式，它们可以从方

程(65)中的L(y)和V中得到.x+和x−方向的缺陷分别

被称为手征（chiral）和反手征（anti-chiral）缺陷.

4.2.2 边界条件

为了使得作用量S [A]的变分(46)在ω的极点处

（即所谓“边界”处）是良定义的，需要对规范

场A选取适当的边界条件.一般来说，ω可写为：

ω =

 N∑
r=1

mr−1∑
p=0

ℓr,p

(z − zr)p+1 −
m∞−1∑
p=1

ℓ∞,pzp−1

 dz (68)

其中， ℓr,p （r ∈ {1, · · · ,N}, p ∈ {0, · · · ,mr − 1}）
与ℓ∞,p（p ∈ {1, · · · ,m∞ − 1}）为理论的可调参数，

zr ∈ Z′为ω的有限极点，后文用Z′来指代ω的有限

极点构成的集合.
由公式(46)右边的第二项可知，在对四维陈-西

蒙斯理论的作用量做变分时，会在Σ × Z处出现边

界项.为了使得变分是良定义的，这一项应该在选

取合适的边界条件之后为零.下文中将把这一项中

由dω给出的分布函数在CP1上积掉，并对由此得到

的定义在Σ上的二维项进行分析.
若zr ∈ Z′是ω的一阶极点，在z = zr附近有

ω
z→zr≃ ℓr,0

z − zr
dz, (69)

则利用公式(62)可知dω给出的分布在zr处会给出一

个狄拉克函数，即：

dω
z→zr≃ 2iπℓr,0δ

(2) (z − zr) dz ∧ dz̄ (70)

将其代入变分公式(46)的边界项并积掉底流形

的CP1方向后会给出：

Dr ≡
ℓr,0

2

∫
Σ

Tr (A ∧ δA)|z=zr
=
ℓr,0

2

∫
Σ

dtdx ϵµν Tr
(
AµδAν

)∣∣∣∣
z=zr

(71)

若zr ∈ Z′是ω的mr > 1阶极点，在z = zr附近

有：

ω
z→zr≃

mr−1∑
p=0

ℓr,p

(z − zr)p+1 dz (72)

则利用公式(63)可知dω给出的分布在zr处会给出狄

拉克函数的导数，即

dω
z→zr≃ 2iπ

mr−1∑
p=0

(−1)pℓr,p

p!
∂p

z δ
(2) (z − zr) dz ∧ dz̄ (73)

将其代入(46)的边界项并做分部积分后可得：

Dr ≡
mr−1∑
p=0

ℓr,p

2 p!

∫
Σ

dt dxϵµν∂p
z Tr (AµδAν)

∣∣∣
z=zr

(74)

对于z = ∞也为ω极点的情况，分析过程与以上类

似.

使变分(46)良定义的一个要求是变分在边

界Σ ×Z上给出的总贡献为零，即：∑
zr∈Z
Dr = 0 (75)

通过对规范场A选取合适的边界条件，可以使

得(75)被满足.和ω的选取类似，这种边界条件的

选取也是四维陈- 西蒙斯理论给出不同二维可积

场论的决定性因素之一，并且是四维陈-西蒙斯理

论定义的一部分.目前为止人们尚没有做到对所有

可能的边界条件进行分类，但已经对ω只有一阶和

二阶极点时可以选取的几种边界条件有了一些讨

论[18]. 下文主要介绍两类边界条件：

1. 若zr ∈ Z为ω的二阶极点，则在zr处选取边界

条件使得如下约束被满足：

ℓr,0ϵ
µν Tr(Aµ|z=zrδAν|z=zr ) + ℓr,1ϵ

µν∂z Tr(AµδAν)|z=zr = 0
(76)

为了使得实条件(57)被满足，这里假设zr为实

数；

2. 若z+与z−为ω的一对单极点，则选取边界条件

使得如下约束被满足：

ℓ+,0ϵ
µν Tr(Aµ|z=z+δAν|z=z+) + ℓ−,0ϵ

µν Tr(Aµ|z=z−δAν|z=z−) = 0
(77)

为 了 使 得 实 条 件(57)被 满 足， 这 里 假

设z+与z−都为实数或互为复共轭.

013002-10



贺一珺. 中国科学: 物理学 力学 天文学 2020 年 第 50 卷 第 1 期

在继续讨论具体的边界条件前，此处先简单

介绍一些基本的数学概念.对于李代数a上的对称

双线性形式⟨·, ·⟩a : a × a → R，a的拉格朗日子代

数（Lagrangian subalgebra）k定义为满足⟨X, Y⟩a =
0, ∀X, Y ∈ k的最大子代数，称(a, k)为一个Manin对

（Manin pair）.在有些情况下，存在Manin 三元组

（Manin triple）(a, k, p)，此时k和p都是a的拉格朗日

子代数且二者之间互为补，即a = k+̇p，其中+̇表示

向量空间直和.

使得约束(76)或(77)得以满足的边界条件有以

下几种基本情况：

1. 若zr ∈ Z为ω的实二阶极点，则边界条件为：

Aµ|z=zr = 0, µ = t, x (78)

此时变分被限制为：

δAµ|z=zr = 0, µ = t, x (79)

2. 若z+与z−为ω的一对实单极点，定义代数d为

李代数g的直和d := g ⊕ g，其上的对称不变双

线性形式可以定义为：

⟨(x, y), (x′, y′)⟩d; x± := ℓ+,0 Tr(xx′) + ℓ−,0 Tr(yy′)

(80)

其中x, x′, y, y′ ∈ g.由定义可知，若(d, k)为一

个Manin对，即k为d的拉格朗日子代数，则边

界条件可写为：

(Aµ|x+ , Aµ|x−) ∈ k, µ = t, x (81)

此时变分被限制为：

δ(Aµ|x+ , Aµ|x−) ∈ k, µ = t, x (82)

3. 若z+与z−为ω的一对互为复共轭的单极点，此

时z− = z+，且resx− ω = resx+ ω，则实条件也要

求τ(At,x|x+) = At,x|x− .在复化李代数上定义对称

不变双线性形式为：

⟨x, x′⟩gC;x± := 2ℜ (
ℓ+,0 Tr(xx′)

)
(83)

其中x, x′ ∈ gC，ℜ代表取实部.若
(
gC, k

)
为一

个Manin 对，则边界条件可取为：

Aµ|x+ ∈ k, µ = t, x (84)

与之前类似，此时变分也有限制：

δAµ|x+ ∈ k, µ = t, x (85)

对 于 后 两 种 情 况， 在 满 足ℓ+,0 = −ℓ−,0时 存

在Manin三元组，进而给出多个边界条件.为了定

义这两个Manin三元组，引入修改的经典杨- 巴克

斯特方程的解R ∈ End g，它满足如下方程：

[Rx,Ry] − R([Rx, y] + [x,Ry]) = −c2[x, y], ∀x, y ∈ g
(86)

其中c的取值为1或i.此时Manin三元组的定义如下：

1. 对于李代数d := g ⊕ g，取c = 1，则如下定义

的两个代数为其李子代数：

gR := {((R − 1)x, (R + 1)x)|x ∈ g} (87)

g
δ := {(x, x)|x ∈ g} (88)

若d上的双线性形式为

⟨(x, y), (x′, y′)⟩d := Tr(xx′) − Tr(yy′) (89)

则(d, gR, gδ)为 一 个Manin三 元 组.将 李 代

数gR与g
δ所对应的李群分别记作GR和Gδ，则

分解d = gR+̇g
δ可以提升至李群，即D = GRGδ.

2. 对于李代数gC，取c = i，则如下代数为其李

子代数

gR := {(R − i)x|x ∈ g} (90)

若gC上的双线性形式为

⟨x, x′⟩gC = ℑTr(xx′) (91)

其中，ℑ代表取虚部，此时取ℓ+,0, ℓ−,0 ∈ iR，
则(gC, gR, g) 构成一个Manin 三元组.与上一种

情况类似，将李代数gR与g 所对应的李群分

别记作GR 与G，则分解gC = gR+̇g提升到李群

为GC = GRG.
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边界条件(81)中的拉格朗日子代数k此时可选

为gR或g
δ，类似地，边界条件(84) 中的拉格朗日

子代数k可选为gR或g.对于同一个Manin三元组中的

两个拉格朗日子代数，存在两种边界条件的选取方

式，在四维陈- 西蒙斯理论的其它部分相同的情况

下，由经验可知这两种选取方式给出的二维可积

场论往往互为泊松- 李T对偶（Poisson-Lie T-dual）
[18, 35, 36]，例如杨-巴克斯特σ模型（Yang-Baxter
σ-model）与主手征模型的λ形变（λ-deformation of
the principal chiral model）.

4.2.3 从四维陈-西蒙斯场论到二维可积场论

在选定1-形式ω和规范场A的边界条件后，四

维陈-西蒙斯理论作用量中CP1上的积分可以被积

掉，进而给出Σ上的二维可积模型.在通过形式规范

变换A = Lĝ将规范场A表示为二维可积场论的拉克

斯联络L与场ĝ 后，将其代回到作用量中可得：

S [L, ĝ] =
i

4π

∫
Σ×CP1

dω ∧ Tr
(̂
g−1 d̂g ∧ L

)
+

i
12π

∫
Σ×CP1

ω ∧ Tr
(̂
g−1 d̂g ∧ ĝ−1 d̂g ∧ ĝ−1 d̂g

)
(92)

为了将作用量(92)中CP1部分的积分积掉，需要通

过真实的规范变换ĝ 7→ ûg 对ĝ进行调整，使其满足

如下条件：

• 用Ux指代ω的极点x ∈ Z周围互不相交的开圆

盘，则在Σ × ⊔x∈ZUx外有ĝ = 1；

• 对任意x ∈ Z，ĝx := ĝ|Σ×Ux只依赖于Σ上的坐

标t, x与CP1上的径向坐标rx := |z − zx|；
• 对任意x ∈ Z，存在开圆盘Vx ⊂ Ux使得gx :=

ĝ|Σ×Vx只依赖于Σ上的坐标t, x.

这些条件被称作“群岛条件（archipelago condi-
tions）” .可以构造规范变换u : Σ × CP1 → GC使
得在Σ×⊔x∈ZUx外有u = ĝ−1且在Σ×Z的某开邻域内

有u = 1，此时第一个条件可以被满足.第二、三个

条件是否可以被满足取决于规范场A的边界条件的

选取，可以证明，在上一小节中列举过的几种边界

条件下第二、三个条件都可以被满足[18].

在通过规范变换使得ĝ满足群岛条件之后，可

以对作用量(92)中的CP1方向进行积分，得到如下

二维作用量：

S [{gx}x∈Z] =
1
2

∑
zr∈Z

∫
Σ

Tr
(
reszr (ω ∧ L) ∧ g−1

zr
dgzr

)
− 1

2

∑
x∈Z

(resx ω)IWZ[gx]

(93)

上式中，实际上只有{gx : Σ → G}x∈Z是独立的

场变量，因为规范场A的边界条件会在L与{gx :
Σ → G}x∈Z之间给出约束，使得L可以用{gx :
Σ → G}x∈Z来表示.由φ(z)与L、 ĝ的实条件(57)、
(60)、(59)可知

resx ω ∧ L = resx̄ ω ∧ L, resx ω = resx̄ ω (94)

又由于ω的极点按复共轭对出现，因此二维作用

量(94)为实的.
下面以主手征模型[9]为例来进一步说明从四

维陈-西蒙斯理论出发构造二维可积场论及其拉克

斯联络的过程.选取1-形式ω为

ω = K
1 − z2

(z − k)2 dz (95)

其中K, k ∈ R.ω的极点集为Z = {k,∞}，二者都是二

阶极点.ω的零点集为ζ = {+1,−1}. 由前文中的讨论

可知，在{k,∞}处规范场A可以选取如下边界条件：

A±|z=k = A±|z=∞ = 0 (96)

这里采取了光锥坐标，即A± = At ± Ax.这个理论真

正的规范变换u满足

u|z=k = u|z=∞ = Id (97)

因而不改变规范场A的边界条件.在规范变换u下，

ĝ的改变为ĝ 7→ ûg，因而ĝ在z ∈ {k,∞}以外的自

由度可以被u完全固定下来.另一方面，在将规

范场A“参数化”为ĝ和L的过程中还有一个自由

度(̂g,L) 7→ (̂
gv,Lv)，由于此变换仅仅是参数化过

程中的自由度，并不对A造成影响，因此总是保

持A的边界条件.这个变换整体作用于CP1，因而可

以被用来固定ĝ在CP1上任意一点的值.在固定ĝ的这

些自由度之后，剩下的自由度构成了二维场论的基

本自由度.固定g∞ := ĝ|z=∞ 为Id，并引入如下记号：

gk = g, g∞ = 1 (98)
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则边界条件(96)给出：

A|k = −dgg−1 + AdgL|k = 0, A|∞ = L|∞ = 0 (99)

由于ω的零点集为ζ = {+1,−1}，可对拉克斯联络做

如下拟设：

L = V1

z − 1
dx+ +

V−1

z + 1
dx− (100)

其中V±1 : Σ → g只依赖于g.求解边界条件(96)可
知：

V±1 = (k ∓ 1)g−1∂±g (101)

直接计算可知：

resk ω = −2Kk (102)

resk ω ∧ L = −K
(
(k − 1) j+dx+ + (k + 1) j−dx−

)
(103)

其中 j± := g−1∂±g.利用公式(93)可知，最终得到的

作用量为：

S [g] = K
∫

Tr( j+ j−)dx+ ∧ dx− + KkIWZ[g] (104)

主手征模型有着GL × GR的对称性，对称变换

按如下方式作用于场量

g 7→ gLggR, gL, gR ∈ G (105)

事实上，此对称性可以从四维陈-西蒙斯理论的

层面上看到.简而言之，理论的整体对称性来自

于场ĝ中那些无法被真正的规范变换“规范掉”

的自由度.在主手征模型这个例子中，真正的规

范变换满足u|z=k = u|z=∞ = Id，因此违反此边界

条件的变换刻画了整体对称性.在z = k处，这样

的变换uk := u|z=k 对场g的作用为g 7→ ukg，这对

应于主手征模型的GL对称性；在z = ∞ 处，变

换u∞ := u|z=∞会使得g∞ = 1变为g∞ = u∞，为保

持g∞ = 1不变，需要利用ĝ的自由度ĝ 7→ ĝv来重新

固定g∞ = 1，即取v = u−1
∞，在此变换下，g会成

为g 7→ gu−1
∞，这对应于主手征模型的GR对称性.

在以上推导过程中，自由度ĝ 7→ ĝv被用于固

定g∞.如果不做这一步固定而是引入新的场g̃ := g∞，
则四维陈- 西蒙斯理论会给出主手征模型的规范

形式.它有两个取值在G的场(g, g̃) 和一个来自于变

换ĝ 7→ ĝv的局域对称性(g, g̃) 7→ (gv, g̃v).
在通过无序缺陷构造二维可积场论的过程中，

黎曼面C、1-形式ω、边界条件以及规范选取共同

决定了所得的二维可积场论.通过调整这些元素，

可以得到很多种不同的可积场论，如可积场论

的λ形变和杨-巴克斯特形变、靶空间为陪集空间的

可积σ模型，通过将规范代数取为李超代数，四维

陈-西蒙斯理论也可以给出含有费米自由度的σ模

型，这其中就包含了AdS5 ×S5上的格林-施瓦茨超

弦（Green-Schwarz superstring），其微分同胚不变

性和κ-对称性也可以通过四维陈-西蒙斯理论来讨

论[27].

5 总结与展望

本文回顾了四维陈-西蒙斯理论与可积模型之

间的关系，包括四维陈-西蒙斯理论与杨-巴克斯特

方程之间的联系，以及可积格点模型与可积场论的

构造方式.特别地，对于二维可积场论，本文介绍

了有序缺陷与无序缺陷两种构造方式.除了本文中

提到的例子，尽管还有很多广为人知的可积模型可

以从四维陈-西蒙斯理论出发得到，但由于篇幅所

限，本文难以对其构造进行深入讨论.以下是四维

陈-西蒙斯理论相关后续研究的展望：

可积场论的量子化 对于给定的经典可积场论，一

个重要问题是它是否能在量子化后维持可积性.量
子可积结构与杨-巴克斯特方程之间存在着深刻的

联系，而人们对于四维陈-西蒙斯理论与杨-巴克斯

特方程、经典可积场论之间之间的联系都有着较为

充分的研究，因此，四维陈-西蒙斯理论可以为这

个问题提供新的视角.受早些时候有关可积场论离

散化的研究启发[37–40]，对于四维陈-西蒙斯理论

中的有序缺陷，尤其是手征和反手征缺陷，可以对

其在特定方向上进行离散化，使之成为由一维缺陷

组成的网络，而很多情况下这些一维缺陷等价于威

尔逊线[9,29]. 如前文中所讨论的，这些威尔逊线与

四维陈-西蒙斯理论的耦合会给出可积格点模型.借
助这个过程，可以将格点模型与可积场论的量子可
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积结构联系在一起.然而，对四维陈-西蒙斯理论的

无序缺陷，离散化该如何做还是个有待研究的问

题.特别地，对于无序缺陷的情形，二维可积模型

的拉克斯联络的空间分量之间的泊松括号包含δ-函
数的导数，这为其量子化带来了困难[32]. 通过对

四维陈-西蒙斯理论中无序缺陷的离散化研究，有

望解决这个问题.

可积场论的对偶网络 在四维陈-西蒙斯理论的层

面，多种一维缺陷相互之间存在着等价关系.在对

相互等价的不同一维缺陷网络取连续化极限之后，

会给出不同的二维缺陷，通过这些二维缺陷得到的

可积场论相互之间是对偶的[29].对于由多个手征或

反手征缺陷给出的可积场论，可以分别对每一个缺

陷做离散化后取其对偶，再取连续化极限来得到与

这个可积场论对偶的场论.这会给出可积场论之间

的庞大对偶网络.目前这方面的研究主要还是集中

在手征或反手征的有序缺陷的情形，对于考虑更一

般的缺陷时二维可积场论之间的对偶网络，还有待

进一步研究.

可积σ-模型的重整化 可积模型的重整化也可以

借助四维陈-西蒙斯理论来讨论.通常认为，可积

的σ模型是可重整的，且其重整化与靶空间的几何

特性相关[41–45].对于可以由四维陈- 西蒙斯理论构

造的可积σ-模型，其连续参数来源于四维陈-西蒙

斯理论的作用量中1-形式ω-中的参数[44]. 因而在

四维陈-西蒙斯理论的层面做微扰计算有助于我们

更好地理解可积σ模型重整化群流的一般性质[46].

六维陈-西蒙斯理论 在更早的时候，人们曾提出

过另外一种生成可积模型的方式，其出发点是四

维的反自对偶杨-米尔斯方程，通过对这个方程做

做各种对称性约化，可以得到各种可积模型的运

动方程[47–49].人们发现，四维陈-西蒙斯理论与四

维反自对偶杨- 米尔斯方程存在着一个共同的根

源，即定义在扭量空间（twistor space）上的所谓

六维全纯陈-西蒙斯理论（six-dimensional holomor-
phic Chern-Simons theory）[50–54].这个理论的作用

量如下

S hCS6 [A] =
1

2πi

∫
PT

Ω ∧ Tr
(
A∧ ∂̄A + 2

3
A∧A ∧A

)
(106)

其中，Ω为扭量空间上亚纯的(3, 0)-形式.扭量空间

在局部可以视为CP1 × R4.若在R4中的两个方向上

对六维全纯陈-西蒙斯理论做对称性约化，可以得

到四维陈-西蒙斯理论；若将作用量中的CP1方向积

掉，可以得到特定规范下的反自对偶杨-米尔斯方

程，而这两种四维理论又可以进一步成为构造二

维可积场论的出发点.可以用“钻石”图5来总结这

个构造过程.在近期的研究中，人们还发现可以通

过六维陈-西蒙斯理论去理解双曲单极子与广义的

手征波茨模型（chiral Potts model）之间的对应关

系[55].对这个理论的深入探索是个有趣的方向.

图 5 六维陈-西蒙斯理论的“钻石图”

Figure 5 The ‘diamond diagram’ of six-dimensional Chern-Simons
theory.

超弦模型构造 正如前文中提到过的，超弦理论

也可以通过四维陈-西蒙斯理论构造出来[27, 28].与
通常的σ模型不同，超弦理论的世界面度规是动力

学的，存在微分同胚不变性，且超弦理论中还存

在κ-对称性.人们发现，对于AdS5 ×S5上的格林- 施
瓦茨超弦，这些特性可以通过在四维陈-西蒙斯理

论中添加Beltrami微分项来得到[27]. 如何借助四维

陈-西蒙斯理论加深对超弦理论中的可积结构的理

解，以及如何将这个关系推广到更一般的超弦理论

中，这些都是未来值得研究的方向.
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带边可积场论的构造 对于带边的可积模型，边界

处发生的散射由K-矩阵或边界S -矩阵所描述，它们

满足边界杨-巴克斯特方程[56, 57]（boundary Yang-
Baxter equation）.从四维陈-西蒙斯理论出发，通过

考虑特定的轨形（orbifold）背景，可以给出满足

边界杨-巴克斯特方程的K-矩阵，因而可以构造带

边界的可积格点模型[10, 11].但如何通过四维陈-西
蒙斯理论构造带边的可积场论，目前还是个有待研

究的问题.
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