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斜冲击动荷系数的能量法推导
张建伟，赵思伟，苗同臣，王利霞

（郑州大学 力学与安全工程学院，郑州 450001）

摘要：冲击问题是工程中常见的问题，也是材料力学授课的重要组成部分。然而一般授课中只讲竖直冲击和水平冲击

问题，对于工程中可能遇到的斜冲击问题暂无涉及。该文针对斜冲击问题，采用能量方法对动荷系数进行了推导。结果表

明：对于斜冲击动荷系数，水平杆的水平冲击问题取极大值，竖直梁的水平冲击问题取极小值，得到的斜冲击动荷系数可

以退化到水平冲击和竖直冲击。并用有限元数值模拟进行了验证，数值解与理论解相对差不超过 1.5%。该结果有助于深入

了解冲击问题，对材料力学的教学和工程应用问题的分析具有重要意义。

关　键　词：斜冲击；动荷系数；能量法；水平冲击；竖直冲击

中图分类号：O341　　　　文献标志码：A　　　　DOI: 10.12179/1672-4550.20210586

Derivation of Dynamic Factor for Oblique Impact Using Energy Method
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Abstract: Impact  problem is  a  common  problem in  engineering,  and  it  is  also  an  important  part  of  mechanics  of  material.  In
general teaching process of mechanics of material teaching, only vertical impact and horizontal impact problems are taught. However,
oblique impact problems are not involved. In this paper, the dynamic load coefficient is derived by energy method for oblique impact
problem. The results show that for the dynamic load coefficient of oblique impact, the horizontal impact problem of horizontal bar is
the  maximum,  and  the  horizontal  impact  problem  of  vertical  beam  is  the  minimum.  The  obtained  oblique  impact  dynamic  load
coefficient can be degenerated to horizontal and vertical impact. It is verified by finite element numerical simulation, and the relative
difference  between  numerical  solution  and  theoretical  solution  is  not  more  than  1.5%.  This  result  helps  to  understand  the  impact
problem in depth, which is of great significance for materials mechanics teaching and analysis of engineering application problems.
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冲击问题是常见的工程现象之一，也是材料

力学授课的重要组成部分[1−4]。材料力学通常使用

能量法分析冲击系统的动荷系数[5−6]，文献 [7]采
用能量法推导了冲击动荷系数的一般形式，但目

前分析较多的情况是竖直冲击[8−9]。此外，文献 [10]
通过振动计算方法得到了冲击动荷系数的一般形

式；文献 [11]和文献 [12]分别对竖直冲击动荷系

数进行了有限元方法和理论值的印证。然而，斜

冲击的动荷系数尚未给出。斜冲击在日常生活中

十分常见，有必要进行相应分析。本文通过能量

法推导得到悬臂梁在有倾斜角的情况下，受到斜

冲击的动荷系数公式，并通过有限元数值模拟对

理论模型进行对比。

 1    理论推导

如图 1所示的冲击系统，悬臂梁长为 l，水平

面夹角为 θ1，梁的抗拉刚度为 EA，抗弯刚度为

EI。质量 m的重物初始时刻与悬臂梁无缝贴合，

且此时重物有与梁轴线方向夹角为 θ2 的初速度

v，重力加速度为 g。其中 α为梁的铅重线与变形

间的夹角。

根据材料力学关于冲击问题的假设[5]，采用能

量法对该系统进行分析。根据能量守恒定律，冲

击物动能和势能的变化应等于梁的应变能，即：
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∆T +∆V = U （1）

式中，ΔT为动能变化量，ΔV为势能变化量，

U为梁的应变能。载荷与变形在线弹性范围内成正

比[5]，即：
Fd

P
=
∆d

∆st
= Kd （2）

式中，Fd 为动载荷，P=mg，Δd 为动变形，Δst 为
静变形，Kd 为动荷系数。
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图 1    斜冲击问题示意图
 

图 1所示的系统可视为组合变形的冲击问题。

1） 当 θ1=0°、θ2=90°，即为悬臂梁的竖直冲击

问题，相应静变形为：

∆st1 =
Pl3

3EI
（3）

2） 当 θ1=0°、θ2=0°，即为受压杆的水平冲击

问题，相应静变形为：

∆st2 =
Pl
EA

（4）

3）  θ1≠0°时，相应的弯曲和压缩静变形为：

ωst = ∆st1 sinθ2 （5）

lst = ∆st2 cosθ2 （6）

根据能量法，初、末时刻能量变化如表 1
所示。
 
 

表 1    初、末时刻能量
 

动能T 势能V 变形能U

初时刻
1
2

mv2 0 0

末时刻 0 −mg∆d cos(θ1 −α)
F2

N l

2EA
+

w
l

F2
S x2

2EI
dx

 

根据式（1）得：

1
2

mv2+mg∆d cos(θ1−α) =
F2

N l

2EA
+

w
l

F2
S x2

2EI
dx （7）

根据式（2）得：
∆d = Kd

√
ω2

st + l2st

FN = KdPcosθ2
FS = KdPsinθ2

（8）

由式（7）可求得动荷系数表达式为：

Kd =

√
v2

g
(ωst sinθ2+ lst cosθ2)+ (ωst2+ lst

2)cos2(θ1−α)

ωst sinθ2+ lst cosθ2
+

√
ωst2+ lst

2 cos(θ1−α)
ωst sinθ2+ lst cosθ2

（9）

tanα = ωst/ lst α = arctan(cotθ2 · I
/

(Al2))式中， ，即 。

当 θ1=0°、θ2=0°时，α＝90°，有：

Kd =

√
v2

g∆st2
（10）

退化为水平冲击动荷系数。

当 θ1=0°、θ2=90°时，α＝0°，有：

Kd = 1+

√
1+

v2

g∆st1
（11）

退化为竖直冲击动荷系数。

 2    有限元模型

为验证理论推导结果，用 ABAQUS软件对

图 1所示系统的冲击过程在斜梁竖直冲击情况下

（θ1≠0°、θ2=90°）进行了模拟。悬臂梁长 l=25 mm，

截面为宽 b=1 mm，高 h=1 mm的矩形。边长 a=

0.1 mm的立方体重物具有垂直于悬臂梁方向的初

速度 v=100 mm/s，且位于悬臂梁的自由端。对

θ1 为 0°、30°、45°、60°、90°共 5种不同角度进行

模拟，图 2为悬臂梁倾斜角 θ1=30°时的模型。悬

臂梁的弹性模量为 200 GPa，泊松比为 0.3，密度

为 7 900 kg/m3；重物的弹性模量为 200 000 GPa，
泊松比为 0.3，密度为 1011 kg/m3。悬臂梁为 beam
单元（单元编号 B31），重物为 solid单元（单元编

号 C3D8R）的刚体。悬臂梁左端固支，右端自由。
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图 2    有限元模型
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 3    结果与讨论

 3.1    动荷系数的讨论

考虑一般情况，采用有限元模型部分给出的

参数，可以得到任意 θ1、θ2 时的 Kd 数值，如图 3
所示。可以发现随着 θ1 和 θ2 的减小，Kd 增大，

且 θ2 的影响更为显著。极小值出现在 θ1=90°、θ2=
90°，此时为竖直梁的水平冲击问题；极大值出现

在 θ1=0°、θ2=0°，此时为水平杆的水平冲击问题。
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图 3    动荷系数
 
 3.2    有限元结果

图 4给出了重物在初速度和重力作用下从初

始位置与悬臂梁共同运动并达到最大变形位置这

一过程的几幅动画截图。由图 4可见，左侧固定

端变形较小，右侧自由端受冲击作用变形较大。
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图 4    冲击过程有限元结果（图例单位：mm）
 

∆1
d图 5为梁的最大挠度 所在位置（右自由端）

的挠度时间历程曲线，可以清楚地观察到挠度随

时间的变化情况。因为重物与梁初始时刻接触，

所以从 0时间点开始发生变形。曲线经历一个波

峰和波谷回到起始位置，此为一个冲击过程，波

峰值为该过程的最大挠度值。通过图 5可以发现

整个冲击过程只有 3.6×10−2 s，十分短暂。
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图 5    冲击过程中最大挠度时程曲线
 
 3.3    有限元结果与解析结果的对比

I = bh3
/
12

∆st1 = 0.307
∆1st1 = 0.306

悬臂梁惯性矩 ，b、h分别为梁的宽和

高[5]。将第 2节中数值模型的相关参数带入式（3），
可以得到理论值  mm。数值模拟结果为

 mm。图 5中可见随着 θ1 的增加，动荷

系数的理论解和数值解均呈减小趋势，且二者较

为吻合。图 6表明对于同一系统的斜冲击问题，

竖直冲击是动荷系数的上界，水平冲击是动荷系

数的下界。这是由于重力在不同倾斜角度时做功

不同所导致的。
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图 6    斜冲击动荷系数理论解与有限元结果的对比
 

Kd

K1
d

表 2给出了式（9）得到的动荷系数理论解 与

模拟的数值解 的对比，结果显示二者间误差小

于 1%。同时对 θ1为 0°、θ2 为 0°、75°、90°进行了

有限元计算，理论解与数值解的对比误差分别为
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1.2%、1.5% 和 1.0%。以上结果说明推导得到的斜

冲击动荷系数是准确的。
 
 

表 2    误差分析
 

θ1 ∆d ∆1
d Kd K1

d 误差/%
0° 0.944 0.941 3.08 3.07 0.32
30° 0.884 0.890 2.89 2.90 0.35
45° 0.816 0.822 2.66 2.68 0.75
60° 0.733 0.738 2.39 2.41 0.84
90° 0.559 0.564 1.83 1.84 0.55

 

 4    结束语

本文用能量法推导了斜冲击的动荷系数公

式，并用数值模拟进行分析，两者结果相互验

证，误差不超过 1.5%。该公式不仅有助于材料力

学的深入教学，也对实际工程应用有一定的参考

价值和指导意义。
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