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摘要 本文研究一类有偏无穷 Laplace 方程, 它来源于随机博弈论中的有偏二人零和博弈. 本文建立

该方程解的各种性质, 包括解的梯度估计、非负解 u 及其梯度模 |Du| 的 Harnack 不等式. 最后, 本文

证明非常数的 C2 光滑解没有内部临界点.
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1 引言

在有偏二人零和博弈的研究 [1] 中, 出现了如下形式的有偏无穷 Laplace 方程:

∆N
∞u = β|Du|, (1.1)

其中 u : Ω → R 是未知函数 (Ω 是 Rn 中的有界开集), β ∈ R 是一个固定的常数, ∆N
∞u = ∆∞u/|Du|2

表示规范化的无穷 Laplace 算子, 这里的 ∆∞u 为无穷 Laplace 算子, 其定义如下:

∆∞u = (D2uDu) ·Du =

n∑
i,j=1

uxiuxjuxixj . (1.2)

对于有界区域上有偏无穷 Laplace方程预定 Lipschitz连续边值的 Dirichlet问题,文献 [1]证明了其黏

性解的存在唯一性定理. 形如 (1.1) 的方程可以从有偏版本的二人零和博弈中推导得到, 这里所谓的

“有偏” 指的是投掷硬币时得到正面和反面的概率是带有适当偏差的, 即得到正面的概率不是 1/2. 关

于方程 (1.1) 更多的介绍和背景信息, 参见文献 [1, 2].
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本文的目标是建立有偏无穷 Laplace方程 (1.1)光滑解的各种估计和性质,这些结果将是文献 [3,4]

中关于无穷调和函数相应结果的推广. 事实上, 对于要建立的各种性质, 我们可以允许方程 (1.1) 中的

β 是一个函数. 因此, 我们将对于以下更一般的方程建立这些性质:

∆N
∞u = β(x)|Du|, x ∈ Ω, (1.3)

这包含当 β 为常数时的方程 (1.1)作为特殊情形. 称方程 (1.3)为广义的有偏无穷 Laplace方程. 我们

可将方程 (1.3) 写为 ∆∞u/|Du|3 = β(x), 其中算子 ∆∞u/|Du|3 是零次齐次的.

现在建立本文的主要结果. 第一个主要结果是方程 (1.3) 解的内部梯度估计.

定理 1.1 设 u 是方程 (1.3) 在区域 Ω 上的 C2 光滑解, 其中 β 是 Ω 上的有界连续函数, 则对任

意点 x0 ∈ Ω, 有如下估计成立:

|Du(x0)| 6 e3|u|0;Ω(|β|0;Ω + (dist(x0, ∂Ω))
−1). (1.4)

定理 1.1 给出了方程 (1.3) 的 C2 光滑解的内部梯度估计. 在与定理 1.1 相同的假设条件下, 有如

下整体梯度估计:

sup
Ω

|Du| 6 C
(
1 + sup

∂Ω
|Du|

)
, (1.5)

其中常数 C 依赖于 |β|0;Ω 和 |u|0;Ω. 有了整体估计 (1.5),我们将更进一步地研究 Dirichlet边值问题和

Neumann 边值问题的全局梯度估计. 事实上, 我们能够对一类更广泛的无穷 Laplace 方程建立梯度估

计, 即方程

∆N
∞u = f(x,Du), x ∈ Ω, (1.6)

其中 f : Ω×Rn → R是一个给定函数, 且假设右端项 f 关于 Du满足一个自然的结构性条件.第 2节

将详细讨论这些梯度估计.

将方程 (1.3) 两边同时乘以 |Du|2, 得到如下方程:

∆∞u = β(x)|Du|3, x ∈ Ω. (1.7)

上面的梯度估计 (1.4) 对于此方程 (1.7) 同样成立.

对方程 (1.7) (或方程 (1.3)),我们将推广文献 [3]中齐次的情形推导出解和梯度模的 Harnack不等

式. 我们还将证明广义的有偏无穷 Laplace 方程 (1.7) 的非常数 C2 光滑解没有内部临界点. 当 β ≡ 0

时,文献 [5]和 [4]分别得到了这个有趣结果的二维情形和高维情形. 本文将在 Ω上满足方程 ∆∞u = 0

的函数 u 称为无穷调和函数.

下面介绍第二个主要结果, 即方程 (1.7) 非负解的 Harnack 不等式.

定理 1.2 设 u 是方程 (1.7) 的 C2 光滑非负解, 其中 β 是 Ω 上的有界连续函数, 则对任意的连

通开集 Ω′ ⊂⊂ Ω, 存在一个常数 C = C(Ω′, |β|0;Ω), 使得下式成立:

sup
Ω′

u 6 C inf
Ω′

u. (1.8)

由定理 1.2 可知, 如果 Ω 是连通的且在 Ω 某点处有 u > 0, 则 u > 0 在 Ω 上处处成立.

定理 1.1 中的梯度估计 (1.4) 和定理 1.2 中的 Harnack 不等式 (1.8) 对于退化方程 (1.7) 的光滑解

成立. 这些带平均效果的估计通常情形下是对一致椭圆方程成立的. 这里, 虽然方程 (1.7)的椭圆性是

退化的, 但是无穷 Laplace 算子 ∆∞ 的特殊结构可以保证这些估计成立.

接下来介绍第三个主要结果, 即方程 (1.7) 解的梯度模 |Du| 的 Harnack 不等式.
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定理 1.3 设 u 是方程 (1.7) 的 C4 光滑解, 其中 β ∈ C2(Ω) 是一个给定的函数. 对任意一个光

滑连通的集合 Ω′ ⊂⊂ Ω, 存在一个常数 C = C(Ω′, |β|2;Ω), 使得下式成立:

sup
Ω′

|Du| 6 C inf
Ω′

|Du|. (1.9)

由定理 1.3 可知, 如果 Ω 是连通的且在 Ω 的某点处有 |Du| > 0, 则 |Du| > 0 在 Ω 上处处成立.

定理 1.2 和 1.3 分别建立了非负解 u 和解的梯度模 |Du| 的 Harnack 不等式. 为了得到非负解 u

和解的梯度模 |Du| 的 Harnack 不等式, 我们需要建立 |D(log u)| 和 |D(log |Du|2)| 的能量界. 由于 u

和 |Du| 都可能在某些点处等于零, 因此首先需要得到 |D(log(u+ δ))| 和 |D(log(|Du|2 + δ))| 的能量界
(其中 δ 为固定的正常数), 然后让 δ 趋向于零. 这些能量界将在第 3 节中利用极值原理讨论得到.

定理 1.3的一个显著推论是方程 (1.7)的 C4 光滑非常数解在区域 Ω内没有内部临界点. 定理 1.3

的另一个推论是带有常数 Dirichlet 边界条件的方程 (1.7) 的 C4 光滑解必定为常数. 第四个主要结果

说明, 这些在 C4 光滑假设下成立的性质可以在仅仅假设 C2 光滑时成立.

定理 1.4 设 Ω 为 Rn 的连通开子集, u 为方程 (1.7) 的 C2 光滑解, 其中 β ∈ C1(Ω̄) 是一个给定

的函数. 如果对某个点 x0 ∈ Ω 有 Du(x0) = 0 成立, 那么 u ≡ u(x0).

定理 1.2–1.4 是对广义的有偏无穷 Laplace 方程 (1.7) 建立的. 事实上, 若将方程 (1.7) 替换为方

程 (1.3), 则定理 1.2 和 1.3 仍然成立, 但由于 |Du| 出现在方程 (1.3) 中算子 ∆N
∞u 的分母上, 定理 1.4

将不再成立.

总的来说, 本文的结果可以视为将文献 [3–5] 中关于无穷调和函数的结果推广到了更一般的无穷

Laplace 方程. 事实上, 我们成功地推广到了有偏无穷 Laplace 方程、广义的有偏 Laplace 方程, 其关

键的技巧是依赖于算子 ∆∞u/|Du|3 的零次齐次性. 算子 ∆∞u/|Du|3 的这种结构使得我们能够得到
|D(log(u+ δ))| 和 |D(log(|Du|2 + δ))| 的不依赖于 δ 的一致的界. 需要指出的是, 当 β 为函数时, 广义

的有偏无穷 Laplace 方程 (1.3) 黏性解的存在唯一性也是很有意思的问题, 我们将在后续中继续研究.

注 1.1 当 β ≡ 0 时, 定理 1.4 的结果即为文献 [4] 中的结果, 即一个 C2 光滑的无穷调和函数 u,

要么是常数, 要么有 |Du| > 0 恒成立. 关于正则性, 文献 [6] 和 [7] 分别证明了二维情形时无穷调和函

数是属于 C1 的和 C1,α 的. 对于高维情形, 文献 [8] 证明了无穷调和函数在 Rn 中的区域上处处可微.

无穷调和函数在高维情形时是否具有更高的正则性目前还是个公开问题.

注 1.2 容易验证函数 u = 1
2 |x|

2 是方程

∆N
∞u = β(x)|Du|, β(x) =

1

|x|
(1.10)

的解, 且当 Ω 不包含 0 点时, 这个解 u 满足 Harnack 不等式 (1.8) 和 (1.9).

注 1.3 注意到无穷调和函数具有很好的不变性质, 即如果 u 在 Rn 中是无穷调和的, 则对任意

常数 ϵ, 函数

uϵ = u+ ϵxn+1 (1.11)

在 Rn+1 中也是无穷调和的, 参见文献 [3, 4]. 对于方程 (1.7), 尽管公式 ∆∞uϵ = ∆∞u 仍然成立, 但在

变换 (1.11) 下, 方程 (1.7) 的形式会发生变化. 函数 uϵ 满足

∆∞uϵ = β(x)(
√
|Duϵ|2 − ϵ2)3, (1.12)
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这与方程 (1.7) 的形式不同. 如果不使用变换 (1.11), 适当地修改证明中的辅助函数, 我们仍可以得到

定理 1.2 和 1.3 的结果. 对于定理 1.4, 我们采用文献 [4] 中的办法来证明. 但为了处理方程 (1.7) 的

右端项, 与文献 [4] 中的区别在于, 我们需要在定理 1.4 的证明中选择适当小的球, 其半径的选取依赖

于 |β|1;Ω.
注 1.4 本文的主要结果都是基于光滑解的框架下建立的, 即假设解 u 至少是 C2 光滑的. 事实

上, 对于无穷 Laplace 方程来说, 解 u 的 C2 光滑性是一个较强的假设条件, 因此这些定理的应用是

较为局限的. 由此可知, 在降低解 u 的光滑性时, 讨论与本文主要定理相同的性质也是十分有意思的

问题. 例如, 可运用脚注1) 中类似的正则化逼近方法, 将定理 1.1 中假设的 C2 光滑解减弱为连续的黏

性解.

本文余下部分的结构如下: 第 2 节给出定理 1.1 的证明, 并进一步讨论方程 (1.6) 边值问题的全

局梯度估计;第 3节分别证明两个 Harnack不等式,即定理 1.2和 1.3;第 4节给出定理 1.4的证明,并

说明方程 (1.7) 的一个 C2 光滑的非常数解没有内部临界点.

2 梯度估计

本节将给出定理 1.1 中的内部梯度估计 (1.4) 的证明. 我们还将讨论相应 Dirichlet 边值问题和

Neumann 边值问题的全局梯度估计. 本节中梯度估计的想法来源于文献 [3, 9, 10]. 在一个自然的结构

性条件的假设下, 这些梯度估计都能对更一般形式的方程 (1.6) 成立. 这种一般方程的梯度估计可应

用于齐次无穷 Laplace 方程、有偏无穷 Laplace 方程 (1.1)、广义的有偏无穷 Laplace 方程 (1.3) 和修

正的有偏无穷 Laplace 方程 (2.25) (见注 2.2).

首先讨论一般形式的方程 (1.6) 的内部梯度估计, 此时需要假设右端项 f 关于 Du 满足一个单侧

的平方结构性条件. 由于广义的有偏无穷 Laplace 方程 (1.3) 满足这样的结构性条件, 因此, 方程 (1.3)

的梯度估计也就可以直接得到.

定理 2.1 设 u 是方程 (1.6) 在 Ω 上的 C2 光滑解. 假设 f 满足结构性条件

f(x,Du) > −µ0(1 + |Du|2), (2.1)

其中 µ0 为非负常数, 那么对于任意的点 x0 ∈ Ω, 有如下估计成立:

|Du(x0)| 6 e2(µ0+1)|u|0;Ω(
√
2µ0 + (dist(x0, ∂Ω))

−1). (2.2)

事实上,这里的结构性条件 (2.1)可以写成一个稍强的版本,即 |f(x,Du)| 6 µ0(1+ |Du|2),其中 µ0

为非负常数. 但对于梯度估计来说, 仅假设单侧条件 (2.1) 成立已经足够. 如果方程 (1.6) 中的 f 是非

负的, 那么就不需要对 f 假设关于 Du 的幂次限制, 因为条件 (2.1) 自然就满足了. 但如果 f 是负的,

则 f 关于 Du 的平方增长性是需要满足的.

我们介绍无穷 Laplace 算子的一个等价表示, 即

∆∞u =
1

2
Du ·Dv, (2.3)

其中 v = |Du|2. (2.3) 可以从 (1.2) 的第一个等式直接得到. 在后续的证明中, 函数 v = |Du|2 将出现
在辅助函数构造中, 因此, (2.3) 中无穷 Laplace 算子的表示形式 1

2Du ·Dv 将给我们的讨论带来方便.

1) Jiang F, Liu F, Yang X P. Lipschitz estimates for solutions to a porous medium problem involving the infinity Laplacian.
Preprint, 2017
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定理 2.1 的证明 构造辅助函数

w = ζ2eκuv, (2.4)

其中 ζ ∈ C∞
c (Ω) (0 6 ζ 6 1), v = |Du|2, κ 是一个待定的正常数. 假设函数 w 在点 y0 ∈ Ω 处取得它在

Ω̄ 上的最大值, 则在点 y0 处, 有 Dw = 0 和 Du ·Dw = 0 成立. 经过计算, 在点 y0 处, 有

0 = Du ·Dw

= Du · (2ζeκuvDζ + κζ2eκuvDu+ ζ2eκuDv)

= 2ζeκu
[
(Du ·Dζ)|Du|2 + κζ|Du|4

2
+ ζ∆∞u

]
= 2ζeκu|Du|2

[
κζ|Du|2

2
+ ζf(x,Du) +Du ·Dζ

]
, (2.5)

这里用到了等式 (2.3)和方程 (1.6). 由 (2.5),在点 y0 处,有 κζ|Du|2/2+ ζf(x,Du)+Du ·Dζ = 0成立,

或者 |Du(y0)| = 0 成立. 当 |Du(y0)| = 0 时, 算子 ∆N
∞u 没有定义, 因此, |Du(y0)| = 0 这种情形不会

出现. 我们仅需要考虑在点 y0 处 κζ|Du|2/2+ ζf(x,Du) +Du ·Dζ = 0 的情形. 利用结构性条件 (2.1)

和 Cauchy 不等式, 在点 y0 处可得

1

2
κζ|Du|2 = −ζf(x,Du)−Du ·Dζ

6
(
µ0 +

1

2

)
ζ|Du|2 + ζµ0 +

|Dζ|2

2ζ
. (2.6)

在 (2.6) 两边同时乘以 2ζ, 在点 y0 处, 有

(κ− 2µ0 − 1)ζ2|Du|2 6 2ζ2µ0 + |Dζ|2 6 (ζ
√
2µ0 + |Dζ|)2. (2.7)

选取 κ > 2µ0 + 1, 在点 y0 处, 有

ζ|Du| 6 1√
κ− 2µ0 − 1

(ζ
√

2µ0 + |Dζ|). (2.8)

固定 x0 ∈ Ω, 选取 ζ ∈ C∞
c (Ω) 使得 ζ(x0) = 1 和 |Dζ| 6 dist(x0, ∂Ω)

−1 成立. 由于 w 在点 y0 处达到

最大值, 因此有 w(x0) 6 w(y0), 即

ζ2(x0)e
κu(x0)v(x0) 6 ζ2(y0)e

κu(y0)v(y0). (2.9)

结合 (2.8) 和 (2.9) 可得

|Du(x0)| 6 eκ|u|0;Ωζ(y0)|Du(y0)| 6
1√

κ− 2µ0 − 1
eκ|u|0;Ω(ζ

√
2µ0 + |Dζ|). (2.10)

选取 κ = 2(µ0 + 1), 即可得到不等式 (2.2). 定理 2.1 证毕.

对于广义的有偏无穷 Laplace 方程 (1.3), 右端项 β(x)|Du| 满足

β(x)|Du| > −1

2
|β|0;Ω(1 + |Du|2). (2.11)

这说明 β(x)|Du| 满足当 µ0 = |β|0;Ω/2 时的结构性条件 (2.1). 由估计 (2.2), 可得方程 (1.3) 的内部梯

度估计

|Du(x0)| 6 e(|β|0;Ω+2)|u|0;Ω(
√
|β|0;Ω + (dist(x0, ∂Ω))

−1). (2.12)

为了得到定理 1.1 中更简洁的估计 (1.4), 我们需要对定理 2.1 的证明做适当改动.
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定理 1.1 的证明 我们选取与 (2.4) 中相同的辅助函数 w. 在 w 的最大值点 y0 ∈ Ω 处, 由 (2.6)

可得

κζ|Du|2

2
= −ζβ|Du| −Du ·Dζ

6 ζ|Du|2 + ζβ2

2
+

|Dζ|2

2ζ
. (2.13)

在 (2.13) 两边同时乘以 2ζ, 在点 y0 处, 有

(κ− 2)ζ2|Du|2 6 ζ2β2 + |Dζ|2 6 (ζ|β|+ |Dζ|)2. (2.14)

选取 κ > 2, 在点 y0 处可得

ζ|Du| 6 1√
κ− 2

(ζ|β|+ |Dζ|). (2.15)

固定点 x0 ∈ Ω 并选取 ζ ∈ C∞
c (Ω) 使得 ζ(x0) = 1 和 |Dζ| 6 dist(x0, ∂Ω)

−1 成立. 由 w(x0) 6 w(y0)

和 (2.15), 取 κ = 3 便可得到想要证明的内部梯度估计 (1.4). 定理 1.1 证毕.

虽然估计 (1.4) 在形式上比估计 (2.12) 更简洁, 但是需要注意的是, 当 β(x) ≡ 0 时估计 (2.12) 比

估计 (1.4) 更优.

在定理 2.1 中, 如果方程 (1.6) 被替换为 ∆∞u = f(x,Du)|Du|2, 其中 f 满足相同的结构性条

件 (2.1), 则梯度估计 (2.2) 仍然成立. 对于证明中两种可能的情形, 在点 y0 处 κζ|Du|2/2 + ζf(x,Du)

+Du ·Dζ = 0 和 |Du(y0)| = 0, 前者可以用定理 2.1 证明中相同的办法处理, 后者也可以很容易被处

理. 事实上, 如果 |Du(y0)| = 0, 由于 w 在点 y0 处达到最大值, 我们可知在 Ω 中 |Du| ≡ 0. 因此, 不等

式 (2.2) 在这种情形下也成立. 同样的注释对于定理 1.1 也成立, 即梯度估计 (1.4) 对于方程 (1.7) 也

成立.

在 (2.4) 中取 ζ ≡ 1, 并按照定理 1.1 和 2.1 的证明, 我们可以得到整体的梯度估计 (1.5). 这里的

整体估计是指将 Ω̄ 上的全局梯度估计约化为 ∂Ω 上的边界梯度估计. 若考虑边值问题, 全局梯度估计

supΩ |Du| 可以由边界上的梯度估计得到.

接下来讨论 Dirichlet 边值问题和 Neumann 边值问题的全局梯度估计. 为了避免太多重复, 我们

仅仅考虑一般形式的方程 (1.6). 将结果应用到广义的有偏无穷 Laplace 方程 (1.3) 时, 我们只需要选

取 f(x,Du) = β(x)|Du|.
对于在 ∂Ω 上满足 u = φ 的 Dirichlet 问题, 假设方程 (1.6) 存在下解 u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω̄) 和上

解 ū ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω̄) 在 ∂Ω 上满足 u = ū = φ. 由比较原理, 在 Ω̄ 上有 u 6 u 6 ū 成立, 且有

sup∂Ω |Du| 6 C, 其中常数 C 依赖于 |u|1;Ω 和 |ū|1;Ω. 将此边界估计和 (1.5) 结合, 我们得到方程 (1.6)

对应的 Dirichlet 问题解 u 的全局梯度估计

sup
Ω

|Du| 6 C(µ0, |u|0;Ω, |u|1;Ω, |ū|1;Ω).

现在考虑如下 Neumann 问题的梯度估计:∆N
∞u = f(x,Du), x ∈ Ω,

Dνu > 0, x ∈ ∂Ω,
(2.16)

其中 ν 表示边界 ∂Ω上的单位内法向量场. 假设 f 满足相同的结构性条件 (2.1),则可推导出 Neumann

问题 (2.16) 的梯度估计.
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定理 2.2 假设 u ∈ C2(Ω)∩C1(Ω̄)是 Neumann问题 (2.16)的解, f : Ω×Rn → R满足条件 (2.1),

则有如下估计成立:

sup
Ω

|Du| 6 e2(µ0+1)|u|0;Ω√µ0. (2.17)

证明 在 (2.4) 中, 取 ζ ≡ 1, 考虑辅助函数

w = eκuv, (2.18)

其中 v = |Du|2, κ 是一个待定的正常数. 若 w 在点 x0 ∈ Ω 处取得最大值, 则在点 x0 处, 有

Du ·Dw = 0. (2.19)

若 w 在点 x0 ∈ ∂Ω 处取得最大值, 在点 x0 处有 Dνw 6 0 和 δw = 0 成立, 其中 δ = D− (D · ν)ν 表示
切向梯度算子, 则在点 x0 处, 有下式成立:

Dw = δw + (Dνw)ν = (Dνw)ν. (2.20)

从 Neumann 边界条件可知, 在 x0 ∈ ∂Ω 处有 Dνu > 0 成立. 从而, 由 (2.20)、Dνw(x0) 6 0 和

Dνu(x0) > 0 可以推导出, 在点 x0 处, 有

Du ·Dw = Du · [(Dνw)ν] = (Dνu)(Dνw) 6 0. (2.21)

由 (2.19) 和 (2.21) 可知, 在点 x0 处, 即 w 在 Ω̄ 上的最大值点处, 有不等式 Du ·Dw 6 0 成立. 注意

这里的点 x0 可以是在 Ω 内部, 也可以是在边界 ∂Ω 上. 我们可假设在点 x0 处, Du ̸= 0 成立, 否则我

们已经证得梯度估计 (2.17). 通过计算, 在点 x0 处, 有

0 > Du ·Dw = eκuDu · (κvDu+Dv)

= 2ζeκu|Du|2
[
κζ|Du|2

2
+ ∆N

∞u

]
= 2ζeκu|Du|2

[
κζ|Du|2

2
+ f(x,Du)

]
> 2ζeκu|Du|2

[(
κ

2
− µ0

)
|Du|2 − µ0

]
. (2.22)

选取 κ = 2(µ0 + 1), 从 (2.22) 可得

|Du(x0)| 6
√
µ0. (2.23)

由于 w(x) 6 w(x0) 对所有的 x ∈ Ω̄ 成立, 因此有

|Du(x)| 6 e2(µ0+1)|u|0;Ω√µ0, ∀x ∈ Ω. (2.24)

对 (2.24) 在 Ω 上取上确界, 得到所需的梯度估计 (2.17). 定理 2.2 证毕.

显然, 定理 2.2 能够应用于齐次 Neumann 边界条件, 即在 ∂Ω 上, Dνu = 0, 或者更一般的半线

性 Neumann 边界条件, 即在 ∂Ω 上, Dνu = φ(x, u), 其中 φ > 0. 如果 (2.16) 中的方程被替换为 ∆∞u

= f(x,Du)|Du|2, 其中 f 满足 (2.1), 则定理 2.2 仍然成立.
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注 2.1 当在 Ω 上 f > 0 时, 我们可以在结构性条件 (2.1) 中取 µ0 = 0. 在这种情形下, 定理 2.2

中的估计 (2.17) 意味着在 Ω̄ 上 |Du| ≡ 0 且 u 在 Ω̄ 必为常数. 因此, 该 Neumann 问题 (2.16) 只可能

有常数解.

注 2.2 文献 [2, 11–13] 考虑了如下修正的有偏无穷 Laplace 方程:

∆N
∞u = β|Du|+ g(x), x ∈ Ω, (2.25)

其中 β 是常数, g : Ω → R 是一个有界函数. 若 g ≡ 0, 相应地, 方程 (2.25) 为文献 [1] 中的有偏无穷

Laplace 方程. 当 (2.25) 中 β = 0 时, 相应的方程为文献 [14] 中的无偏无穷 Laplace 方程. 当 (2.25) 中

的 β 是一个函数时, 我们称方程 (2.25) 为修正的广义有偏无穷 Laplace 方程. 由于 f ≡ 0, f = β|Du|
和 f = β|Du|+ g 都满足结构性条件 (2.1), 因此, 定理 2.1 和 2.2 中的梯度估计 (2.2) 和 (2.17) 可以被

应用到无穷调和函数、广义的有偏无穷 Laplace方程 (1.3)以及它的修正形式 (2.25). 特别地,当 f > 0

时我们可在结构性条件 (2.1) 中选取 µ0 = 0, 此时梯度估计 (2.2) 就变为文献 [3, 定理 2.1] 中的梯度估

计 (11).

注 2.3 文献 [3] 讨论了无穷调和函数的内部梯度估计. 文献 [9, 10] 讨论了一类 Monge-Ampère

型方程 Dirichlet 边值问题和 Neumann 边值问题的全局梯度估计, 这些估计是在假设低阶矩阵函数满

足一个平方下界的条件下得到的. 而本文的梯度估计需要假设右端项 f 这个标量函数具有一个平方

下界. 对于 w = eκu|Du|2, 在计算 Du ·Dw 时自然会碰到 ∆∞u 这一项, 这与文献 [3,9,10] 中的情形是

一样的.

注 2.4 无穷 Laplace算子 ∆N
∞u和 ∆∞u来源于许多应用,如随机博弈论 [1, 2, 14,15]、最优质量运

输 [16, 17] 和图像处理 [18–21]. 关于无穷 Laplace 方程 (1.6) 有许多方面的研究, 当 f ≡ 0 时可以参见文

献 [3, 5, 22–25], 当 f 与 u 的梯度无关时可参见文献 [14, 26–30]. 当方程 (1.6) 中 f = β(x)|Du|h 时 (其

中 h ∈ [−2, 0], β 是一个连续函数), 文献 [27] 讨论了 Dirichlet 问题黏性解的存在性、唯一性以及渐近

行为. 当方程 (1.6) 中 f = Du · ζ 时 (其中 ζ 是一个连续梯度向量场), 文献 [31] 讨论了 Dirichlet 问题

黏性解的存在性和唯一性.

3 Harnack 不等式

本节将讨论方程 (1.7) 关于其非负解 u 和解的梯度模 |Du| 的 Harnack 不等式. 之所以能够得到

这些 Harnack 不等式, 是由于算子 ∆∞u/|Du|3 的零次齐次性. 若不满足零次齐次性, 则这些 Harnack

不等式可能会不成立,见注 1.2. 我们将定理 1.2和 1.3中 Harnack不等式的证明分为两个小节来讨论.

3.1 非负解的 Harnack 不等式

考虑方程 (1.7) 的非负解 u, 为了证明定理 1.2, 需要先建立 |D(log(u + δ))| 关于正常数 δ 的一致

能量界, 最后再令 δ → 0.

定理 1.2 的证明 构造如下辅助函数:

w =
ζ2v

u2
δ

, (3.1)

其中 ζ ∈ C∞
c (Ω) (0 6 ζ 6 1), v = |Du|2, uδ = u + δ, δ 为非负常数. 由于 u 是非负的, 若 δ > 0, 则

uδ > 0 成立. 因此, (3.1) 中定义的函数 w 是有意义的. 若函数 w 在内部点 y0 ∈ Ω 处取得它在 Ω̄ 的
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最大值, 则在点 y0 处有 Dw = 0 和 Du ·Dw = 0 成立. 经计算, 在点 y0 处, 有

0 = Du ·Dw

= Du ·
(
2ζvDζ

u2
δ

+
ζ2Dv

u2
δ

− 2ζ2vDu

u3
δ

)
=

2ζ|Du|2

u2
δ

(Du ·Dζ) +
2ζ2

u2
δ

∆∞u− 2ζ2|Du|4

u3
δ

=
2ζ|Du|2

u2
δ

(
Du ·Dζ + ζβ|Du| − ζ|Du|2

uδ

)
, (3.2)

这里使用了 (2.3) 和方程 (1.7). 从 (3.2) 可知, 在点 y0 处,

Du ·Dζ + ζβ|Du| − ζ|Du|2

uδ
= 0 或 |Du(y0)| = 0

成立. 我们先考虑前面这种非平凡的情形. 在点 y0 处, 有

ζ|Du|2

uδ
= ζβ|Du|+Du ·Dζ 6 ζ|β||Du|+ |Dζ||Du|. (3.3)

在 (3.3) 中, 我们也将推迟讨论 |Du(y0)| = 0 这种情形. 因此, 当 |Du(y0)| ̸= 0 时, 从 (3.3) 可推得

ζ|Du|
uδ

6 ζ|β|+ |Dζ|, (3.4)

在点 y0 处成立. 这意味着 √
w(y0) 6 ζ(y0)|β|0;Ω + |Dζ(y0)|. (3.5)

对任意的球 B ⊂⊂ Ω,我们选择 ζ 使得 ζ ≡ 1在球 B 上成立,且满足 |Dζ| 6 C(dist(B, ∂Ω))−1. 因为 w

在点 y0 达到最大值, 我们可从 (3.5) 中得到

sup
B

(
|Du|
uδ

)
6 C, (3.6)

其中常数 C 依赖于 dist(B, ∂Ω) 和 |β|0;Ω. 因此, 我们得到如下的一致估计:

∥D(log(uδ))∥L∞(B) 6 C, (3.7)

其中常数 C 与 δ 无关. 现在选取两个点 y1, y2 ∈ B, 并让 P 表示路径

{ty2 + (1− t)y1 | 0 6 t 6 1}. (3.8)

根据估计 (3.7), 有

log uδ(y2)− log uδ(y1) =

∫ 1

0

d

dt
[log(uδ(ty2 + (1− t)y1))]dt

=

∫ 1

0

D(log(uδ(ty2 + (1− t)y1))) · (y2 − y1)dt

6 C diam(B). (3.9)
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于是,

uδ(y2) 6 uδ(y1)e
Cdiam(B). (3.10)

在 (3.10) 中令 δ → 0, 我们得到

u(y2) 6 Cu(y1), (3.11)

对某个常数 C 和任意的 y1, y2 ∈ B 成立. 如果 Ω′ ⊂⊂ Ω 是连通的, 我们用小球 B 覆盖 Ω′ 并在每个

小球 B 上迭代使用 (3.11), 最终可得到

u(y2) 6 Cu(y1), (3.12)

对任意的 y1, y2 ∈ Ω′ 成立, 其中常数 C 仅依赖于 Ω′ 和 |β|0;Ω. 因此, 便证得结论 (1.8). 对于 |Du(y0)|
= 0 的情形, 由于 w 在点 y0 处取得最大值, 因此, |Du| ≡ 0 在 Ω 上成立, 这意味着 u 是一个非负常

数. 因此, 不等式 (1.8) 在这种情形下也成立. 因此, 我们就得到了非负解的 Harnack 不等式 (1.8). 定

理 1.2 证毕.

设 Ω 是连通的且 u > 0 在 Ω 的某个点处成立, 不妨假设对某个点 y2 ∈ Ω 处有 u(y2) > 0, 那么对

任意的紧子集 Ω′ ⊂⊂ Ω 使得 y2 ∈ Ω′, 从 (3.12) 可知, u(y1) > u(y2)/C 对任意的 y1 ∈ Ω′ 成立, 其中常

数 C 与 δ 无关. 我们便有 u > 0 在 Ω′ 恒成立. 由于 Ω′ 的任意性, 我们得到在 Ω 上 u > 0 处处成立.

因此, 在估计 (3.6) 中假设 δ = 0, 得到估计

sup
Ω′

(
|Du|
u

)
6 C, (3.13)

其中常数 C 依赖于 n、dist(Ω′, ∂Ω) 和 |β|0;Ω.
在定理 1.2 中, 如果方程 (1.7) 被替换为方程 (1.3), Harnack 不等式 (1.8) 仍然成立. 对于证明中

在点 y0 处两种可能的情形 Du ·Dζ + ζβ|Du| − ζ|Du|2
uδ

= 0 和 |Du(y0)| = 0, 前者可以用定理 1.2 的证

明中相同的方式处理, 而由于算子 ∆N
∞u 在 |Du(y0)| = 0 时没有意义, 因此后一种情形不会出现.

注 3.1 如果 u 是方程 (1.7) 的一个解, 显然 u + C 也是方程 (1.7) 的一个解, 其中 C 是一个常

数. 因此, 如果方程 (1.7) 的解 u 有正下界的话, 可以通过加上一个足够大常数的方式使得解 u 成为

非负的. 因此, 定理 1.2 中非负解的假设是合理的.

注 3.2 我们回顾在球 B := B2R(y) ⊂ Ω 上的非齐次一致椭圆方程 Lu := aijDiju = f 的非负解

u > 0 的 Harnack 不等式, 即存在一个常数 C = C(n,Λ/λ), 使得

sup
BR

u 6 C

(
inf
BR

u+
R

λ
∥f∥Ln(B)

)
(3.14)

成立, 其中 λ 和 Λ 是一致椭圆算子 L 的椭圆形常数, 参见文献 [32]. 注意到在定理 1.2 中关于广义的

有偏无穷 Laplace 方程 (1.7) 的 Harnack 不等式 (1.8) 与上述 Harnack 不等式 (3.14) 的形式是不同的.

在 (3.14) 中, 右端项的 Ln 范数是加上去的, 但在估计 (1.8) 中, 右端项仅仅出现在 infΩ′ u 的系数中,

因此, Harnack 不等式 (1.8) 形式上更接近文献 [3] 中关于无穷调和函数的 Harnack 不等式 (12). 原因

是, 尽管方程 (1.7) 有右端项, 但本质上方程 (1.7) 是齐次的, 即如果 u 满足方程 (1.7), 那么对任意的

常数 c, cu 仍然满足方程 (1.7).

注 3.3 定理 1.2 中 Harnack 不等式 (1.8) 的一个直接推论是方程 (1.7) 的 C2 光滑解的零点集

要么是空集, 要么是整个区域 Ω.
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注 3.4 对于无穷调和函数而言,其非负 C2 光滑解的 Harnack不等式是在文献 [3]中建立的,而

对于非负黏性解的 Harnack 不等式是在文献 [25] 中建立的. 本小节所建立的是方程 (1.7) 的非负 C2

光滑解的 Harnack 不等式.

3.2 梯度模的 Harnack 不等式

本小节给出定理 1.3 的证明. 事实上, 为了得到方程 (1.7) 的梯度模 |Du| 的 Harnack 不等式, 我

们先建立 |D(log(|Du|2 + δ))| 关于正常数 δ 的一致能量界, 最后再令 δ → 0.

为了方便讨论, 这里先介绍一些记号和初步的计算. 对函数 u ∈ C2(Ω), 定义函数

v := |Du|2, vδ := v + δ = |Du|2 + δ, (3.15)

其中 δ 是一个正常数. 对应于 (2.3), 有

Du ·Dvδ = Du ·Dv = 2∆∞u. (3.16)

将 Ω 上函数的偏导数用下标表示, 即 ui = Diu, uij = Diju 等. 记

νi :=
ui√
vδ

, i = 1, . . . , n, (3.17)

τij := δij − νiνj , i, j = 1, . . . , n, (3.18)

其中 δij 是通常意义下的 Kronecker 符号. 由于 vδ > 0, 因此, νi 和 τij 的定义显然是有意义的. 显然,

当 δ > 0 时, 向量 ν = (ν1, . . . , νn) 满足 |ν| < 1, 矩阵 {τij} 是正定的, 并且有下式成立:

Dνv =
2

√
vδ

∆∞u. (3.19)

对 νi 关于 xj 求导数, 我们得到

νij =
1

√
vδ

τikukj , i, j = 1, . . . , n. (3.20)

注意, 这里和后文中都使用 Einstein 求和约定. 设

w := log(vδ), s :=
v

vδ
(Dνu =

√
vδs), (3.21)

经计算, 可得

Dw =
Dv

vδ
, Du ·Dw =

2

vδ
∆∞u

(
Dνw =

2

(vδ)
3
2

∆∞u

)
, (3.22)

|s| < 1, Ds =
δ

vδ
Dw, |Ds| < |Dw|. (3.23)

运用 (3.17) 和 (3.20), 可以很容易得到下面的公式:

νlνlm =
δ

2vδ
wm, (3.24)

νmνlm =
1

2
wl −

1

2
νlDνw =

1

2
wl −

1

(vδ)
3
2

νl∆∞u (3.25)
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和

νji ν
i
k =

1

vδ
τjmumiτilulk =

1
√
vδ

τjmνlmulk

=
1

√
vδ

τjmνlmτlpupk +
1

√
vδ

τjmνlmνlνpupk

= τjm

(
νlmνlk +

1

4

δ

vδ
wmwk

)
. (3.26)

设

z := |Dw|2 = |D log(vδ)|2 =

(
|Dv|
vδ

)2

, (3.27)

则证明定理 1.3 最关键的要素在于得到 z 的与 δ 无关的上界. 有了这些准备工作, 我们现在来证明定

理 1.3.

定理 1.3 的证明 因为在证明中需要用到关于 u的四阶导数,假设 u ∈ C4. 由方程 (1.7)和 (3.16),

可得

Du ·Dv = 2βv
3
2 . (3.28)

对 (3.28) 关于 xj 求导数, 可得

uivij + viuij = 2βjv
3
2 + 3βv

1
2 vj , j = 1, . . . , n. (3.29)

在 (3.29) 的两边乘以 uj 并求和, 可以得到

uiujvij = −1

2
|Dv|2 + 2βjujv

3
2 + 6β2v2. (3.30)

结合 (3.30) 和 wij =
1
vδ
vij − 1

v2
δ
vivj , 我们得到

νiνjwij = −1

2
z + S, (3.31)

其中 S := S(1) + S(2), 这里 S(1) = 2βjν
js

3
2 , S(2) = 6β2s2 − 4β2s3. 对 (3.31) 关于 xk 求导数, 得到

νiνjwkij = −2νikν
jwij −

1

2
zk + Sk, k = 1, . . . , n. (3.32)

由于 zij = 2wkiwkj + 2wkwkij , 于是可得

νiνjzij = 2νiνjwkiwkj + 2νiνjwkwkij > 2(νiνjwij)
2 + 2νiνjwkwkij . (3.33)

事实上, 当 δ > 0 时, |ν| < 1, 因此, 不等式 (3.33) 应该是一个严格不等式. 这里将 (3.33) 写成非严格

的不等式并不影响我们下面的证明. 将 (3.31) 和 (3.32) 代入 (3.33) 中, 可得

νiνjzij >
1

2
z2 − 2Sz + 2S2 − 4νikν

jwijwk − wkzk + 2wkSk

> 1

4
z2 − z − 2S2 − |DS(2)|2 − wkzk − 4νikν

jwijwk + 2wkS(1)k, (3.34)
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其中在第二个不等式中运用了 Cauchy不等式. 下面将分别估计 2S2、|DS|2、2wkS(1)k 和 4νikν
jwijwk.

由于 |s| < 1 和 |ν| < 1, 运用 Cauchy 不等式, 得到

2S2 6 24(|Dβ|2 + 13β4). (3.35)

由于 DS(2) = 4βs(1− s)(3βDs+ sDβ), 利用 |ν| < 1、(3.23) 和 Cauchy 不等式, 有

|DS(2)|2 6 128β2(|Dβ|2 + 9β2z). (3.36)

经过类似计算可得

2wkS(1)k = 4wk

(
βjkν

js
3
2 +

3

2
βjν

js
1
2 sk

)
+ 4βjwkν

j
k

> −2z − 2

(
βjkν

js
3
2 +

3

2
βjν

js
1
2 sk

)2

+ 4βjwkν
j
k

> −(2 + 9|Dβ|2)z − 4|D2β|2 + 4βjwkν
j
k. (3.37)

这里 (3.37) 右端的最后一项 4βjwkν
j
k 经过分析之后可以被 4νikν

jwijwk 这一项控制住. 因此, 我们开

始分析这个关键的项 4νikν
jwijwk. 由 (1.7) 和 (3.22), 得到

Dw · ν = 2βs
3
2 . (3.38)

对 (3.38) 再求一次导数, 可得

νjwij = −νjiwj + 2βis
3
2 + 3βs

1
2 si. (3.39)

将 (3.39) 代入到 4νikν
jwijwk 中, 运用 (3.25)、(3.26) 和 (3.38), 得到

4νikν
jwijwk = −4νji ν

i
kwjwk + 4(2βis

3
2 + 3βs

1
2 si)(wkν

i
k)

= −4τjm

(
νlmνlkwjwk +

1

4

δ

vδ
wmwk

)
wjwk + 4(2βis

3
2 + 3βs

1
2 si)(wkν

i
k)

= −4
∑
l

(wkν
l
k)

2 + 4βs
3
2 (wl − 2νlgs

3
2 )(wkν

l
k)−

δ

vδ
(z2 − 4β2s3z)

+ 4(2βls
3
2 + 3βs

1
2 sl)(wkν

l
k)

6 −2
∑
l

(wkν
l
k)

2 + 84β2z + 32(β4 + |Dβ|2). (3.40)

利用 (3.35)–(3.37) 和 (3.40), 不等式 (3.34) 变为

νiνjzij >
1

4
z2 − wkzk − θ1z − θ2 + 2

∑
l

(wkν
l
k)

2 + 4βlwkν
l
k

> 1

4
z2 − wkzk − θ1z − θ′2, (3.41)

其中

θ1 = 3(3|Dβ|2 + 384β4 + 28β2 + 1),

θ2 = 4(|D2β|2 + 14|Dβ|2 + 32β2|Dβ|2 + 86β4),
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θ′2 = θ2 + 2|Dβ|2.

现在我们已经得到了一个关于 z 的微分不等式 (3.41). 接下来将从微分不等式 (3.41)推导出 z 的内部

估计. 注意到微分不等式 (3.41) 右端的平方项 1
4z

2 保证了 z 的这个内部估计. 为了完整起见, 这里将

写出此内估计的详细推导过程. 事实上, 设 ζ ∈ C∞
c (Ω), 0 6 ζ 6 1, 并记 r = ζ4z, 那么,

ri = ζ4zi + 4ζ3ζiz, i = 1, . . . , n, (3.42)

rij = ζ4zij + 4ζ3(ζjzi + ζizj) + 4(ζ3ζi)jz, i, j = 1, . . . , n. (3.43)

假设 r 在内部点 x0 ∈ Ω 处取得它在 Ω̄ 上的最大值, 则在点 x0 处, 有

Dr = 0, D2r 6 0. (3.44)

由 (3.41) 和 (3.44) 知, 在点 x0 处, 有

0 > νiνjrij = ζ4νiνjzij + 8ζ3νiνjζizj + 4νiνj(ζ3ζi)jz

> ζ4
(
1

4
z2 − wkzk − θ1z − θ′2

)
+ 8ζ3νiνjζizj + 4νiνj(ζ3ζi)jz

> 1

4
ζ4z2 − Cζ3z

3
2 − Cζ2z − C

> 1

8
ζ4z2 − C, (3.45)

其中第一个不等式是利用了矩阵 {νiνj} 的正定性, 最后一个不等式是运用了 Cauchy 不等式, 常数 C

依赖于 n、|ζ|2;Ω 和 |β|2;Ω, 注意常数 C 将逐行变化. 由 (3.45), 有

ζ4z2(x0) 6 C. (3.46)

由 (3.46), 再一次运用 Cauchy 不等式可得

max
Ω̄

r = ζ4z(x0) 6 C, (3.47)

其中常数 C 依赖于相同的量. 给定任意 Ω′ ⊂⊂ Ω, 我们在 Ω′ 上选取 ζ ≡ 1, 因此便有

max
Ω′

z 6 C, (3.48)

其中常数 C 依赖于 n、dist(Ω′, ∂Ω) 和 |β|2;Ω. 由于 z = |Dw|2 = |D log(vδ)|2, 因此, 从 (3.48) 得到

∥D(log(vδ))∥L∞(Ω′) 6 C, (3.49)

其中常数 C 与 δ 无关. 现在选取任意两点 y1, y2 ∈ Ω′, 并设 P 是路径

{ty2 + (1− t)y1 | 0 6 t 6 1}. (3.50)

根据估计 (3.49), 有

log vδ(y2)− log vδ(y1) =

∫ 1

0

d

dt
[log(vδ(ty2 + (1− t)y1))]dt
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=

∫ 1

0

D(log(vδ(ty2 + (1− t)y1))) · (y2 − y1)dt

6 C diam(Ω′). (3.51)

于是,

vδ(y2) 6 vδ(y1)e
Cdiam(Ω′). (3.52)

在 (3.52) 中令 δ → 0, 得到

|Du(y2)| 6 |Du(y1)|e
1
2Cdiam(Ω′), (3.53)

对任意的 y1, y2 ∈ Ω′ 成立. 因此便得到了梯度模的 Harnack 不等式 (1.9). 定理 1.3 证毕.

注意到, 如果 Ω 是连通的且 |Du| > 0 在 Ω 上的某个点处成立, 那么 |Du| > 0 在 Ω 上处处成立.

在估计 (3.49) 中设 δ = 0, 我们得到估计

sup
Ω′

(
|D|Du||
|Du|

)
6 C, (3.54)

其中常数 C 依赖于 n、dist(Ω′, ∂Ω) 和 |β|2;Ω.
在定理 1.3 中, 如果方程 (1.7) 被替换为方程 (1.3), 那么 Harnack 不等式 (1.9) 仍然成立, 其证明

也会变得简单一些. 事实上, 对于方程 (1.3) 而言, 为了使算子 ∆N
∞u 有意义, |Du|2 本身就是非零的.

因此, 我们可以直接在上述证明中选取 δ = 0.

注 3.5 正如在引言中提到的, 定理 1.3 的直接推论是方程 (1.7) 的 C4 光滑的非常数解没有内

部临界点. 本小节中的方法将在下节中用黏性解的语言来推导, 因此相应的推论可以被改进到只要求

假设解 u 的 C2 光滑性.

4 定理 1.4 的证明

本节通过引入黏性解, 给出定理 1.4 的证明. 证明的关键在于通过 (1.11) 来研究更高维空间中的

函数 u.

对函数 u ∈ C2(Ω) 和正数 ϵ, 记

uϵ(x, xn+1) := u(x) + ϵxn+1, (4.1)

v := |Duϵ|2 = |Du|2 + ϵ2, (4.2)

ν :=
Duϵ√

v
, Duϵ = (u1, . . . , un, ϵ). (4.3)

因为 v > 0, 向量 ν 的定义是有意义的, 所以有

νi =
uϵi√
v
, i = 1, . . . , n+ 1, (4.4)

νij =
1√
v
τikuϵij , i, j = 1, . . . , n+ 1, (4.5)
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其中 uϵi = Diuϵ, uϵij = Dijuϵ, τik := δik − νiνk, i, j, k = 1, . . . , n+ 1. 我们将引入下面方程的黏性解的

定义:

νiνjvij = −|Dv|2

2v
+

6

v
β2(v − ϵ2)2 +

2√
v
(Dνβ)(v − ϵ2)

3
2 , x ∈ Ω̃ := Ω× I, (4.6)

其中 Ω 是 Rn 中的连通开集, I 是 R 中的有界开区间. 注意本节中对 i 和 j 的求和是从 1 到 n + 1.

我们将用 x̃ 表示 Ω̃ ⊂ Rn+1 中的点.

定义 4.1 设 u ∈ C2(Ω) 是方程 (1.7) 的解, v = |Du|2 + ϵ2, ϵ > 0, (4.6) 中的 Ω̃ 是 Rn+1 中一个

连通开集. 如果对任意的 x̃0 ∈ Ω̃ 和测试函数 φ ∈ C2(Ω̃), 若 v − φ 在点 x̃0 处取得极大值, 即 u(x̃0)

= φ(x̃0), u(x̃) < φ(x̃) 在 x̃0 的邻域内成立, 则在点 x̃0 处一定有

νiνjφij > −|Dφ|2

2φ
+

6

φ
β2(φ− ϵ2)2 +

2
√
φ
(Dνβ)(φ− ϵ2)

3
2 (4.7)

成立, 那么称 v 是方程 (4.6) 的黏性下解.

如果 −v 是方程 (4.6) 的黏性下解, 那么称 v 是方程 (4.6) 的黏性上解.

如果 v ∈ C(Ω̃) 既是方程 (4.6) 的黏性下解, 又是方程 (4.6) 的黏性上解, 那么称 v 是方程 (4.6) 的

黏性解.

首先用黏性解的定义来证明下面的引理.

引理 4.1 设 u ∈ C2(Ω) 是方程 (1.7) 的解, v = |Du|2 + ϵ2, ϵ > 0, 那么 v 是方程 (4.6) 在 Ω̃ 上的

黏性解.

证明 因为 u ∈ C2(Ω), 所以有

n+1∑
i=1

νivi =

n∑
i=1

νivi =
2√
v
β(v − ϵ2)

3
2 . (4.8)

假设对 x̃0 ∈ Ω̃ 和 φ ∈ C2(Ω̃),

v(x̃)− φ(x̃) < v(x̃0)− φ(x̃0) = 0

在 x̃ ∈ Ω̃\{x̃0} 上成立. 经过标准的分析可知在点 x̃0 处, 有下式成立:

(νiνjφi)j >
(

2
√
φ
β(φ− ϵ2)

3
2 νj

)
j

. (4.9)

结合 v(x̃0) = φ(x̃0) 和 Dv(x̃0) = Dφ(x̃0), (4.9) 经直接计算可知, 在点 x̃0 处, 有

νiνjφij >
(

2
√
φ
β(φ− ϵ2)

3
2 νj

)
j

− νijν
jφi − νiνjjφi

= −|Dφ|2

2φ
+

6

φ
β2(φ− ϵ2)2 +

2
√
φ
(Dνβ)(φ− ϵ2)

3
2 . (4.10)

因此, v 是方程 (4.6) 的黏性下解. 类似地, 我们可以证明 v 是方程 (4.6) 的黏性上解. 从而, v 是方

程 (4.6) 的黏性解. 引理 4.1 证毕.

有了这些准备工作, 下面就运用反证法证明定理 1.4. 我们将利用 (4.1) 中的函数 uϵ 以及建立类

似文献 [4] 中的弱 Hopf 型结果来推导矛盾.
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定理 1.4 的证明 我们将运用反证法. 如果 u 不是常数, 那么必存在点 x0 ∈ Ω 和 r > 0 使得在

Br(x0) 中 |Du| > 0, 并且有

∂Br(x0) ∩ {x ∈ Ω : |Du(x)| = 0} ≠ ∅. (4.11)

这里选取 r 足够小使得

r 6 2√
maxΩ(5β2 + |Dβ|)

.

由 (4.11), 显然有 Br(x0) ⊂⊂ Ω. 对于 ϵ > 0, 我们可以与 (4.1)–(4.3) 中一样分别定义 uϵ、v 和 ν, 并定

义球

Br(x0, 0) := {(x, xn+1) ∈ Rn+1 : |x− x0|2 + x2
n+1 6 r2}, (4.12)

则对于任意的 ϵ > 0, 有

min
∂Br(x0,0)

v = ϵ2 = inf
Ω×R

v, (4.13)

min
B̄r/2(x0,0)

v > min
B̄r/2(x0,0)

|Du|2 > 0. (4.14)

通过选取 x̃ϵ ∈ ∂Br(x0, 0), 我们有

v(xϵ) = ϵ2 = min
∂Br(x0,0)

v. (4.15)

定义下面两个函数:

w := log v, s :=
v − ϵ2

v
. (4.16)

类似 (3.31), 通过引理 4.1 可以验证

νiνjwij = −1

2
|Dw|2 + 6β2s2 − 4β2s3 + 2(Dνβ)s

3
2 (4.17)

在黏性意义下成立. 注意到 wδ := w + δ 也是方程 (4.17) 的黏性解, 其中 δ 是任意常数. 对于 k > 0,

定义

fk(x̃) := k(r2 − |x− x0|2 − x2
n+1). (4.18)

由于 ν 是一个单位向量, 因此有

νiνjfk,ij = −2k, (4.19)

其中 fk,ij = Dijfk. 对于 r 6 2√
maxΩ(5β2+|Dβ|)

, 通过选取 k = 4
r2 , 我们有

νiνjfk,ij = −2k > −4k2(|x− x0|2 + x2
n+1) + 2max

Ω
(5β2 + |Dβ|)

> −|Dfk|2 + 6β2s2 − 4β2s3 + 2(Dνβ)s
3
2 , (4.20)
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对 x̃ ∈ Br(x0, 0)\Br/2(x0, 0) 成立, 即 fk 是方程 (4.17) 在 Br(x0, 0)\Br/2(x0, 0) 上的下解. 接下来将比

较 w−2 log ϵ 和 f 4
r2
这两个函数. 由 (4.14), 可假设

min
B̄r/2(x0,0)

|Du|2 = λ2 > 0, (4.21)

对某个 λ > 0 成立. 固定 ϵ 充分小, 有

w−2 log ϵ = w − 2 log ϵ = log v − 2 log ϵ > log |Du|2 − 2 log ϵ

> 2(log λ− log ϵ) > f 4
r2
, (4.22)

在 ∂Br/2(x0, 0) 上成立. 另外, 显然有

w−2 log ϵ > 0 = f 4
r2
, (4.23)

在 ∂Br(x0, 0)上成立. 结合 (4.17)、(4.20)、(4.22)和 (4.23),并注意到当 δ为常数时 wδ 同样满足 (4.17),

我们可由比较原理得到

w−2 log ϵ > f 4
r2
, (4.24)

在 Br(x0, 0)\Br/2(x0, 0) 上成立. 由于 w−2 log ϵ(x̃ϵ) = f 4
r2
(x̃ϵ) = 0, 因此, 在点 x̃ϵ 处, 有

Dγw−2 log ϵ(x̃ϵ) 6 Dγf 4
r2
(x̃ϵ) = −8

r
< 0, (4.25)

其中 γ 是 ∂Br(x0, 0) 在点 xϵ 处的单位外法向量. 由 (4.25) 可得

Dγw(x̃ϵ) 6 −8

r
< 0. (4.26)

因此, 从 v = ew 和 (4.26) 可得

Dγv(x̃ϵ) = v(x̃ϵ)Dγw(x̃ϵ) 6 −8v(x̃ϵ)

r
< 0, (4.27)

则 Br(x0) ⊂⊂ Ω 和 (4.27) 意味着

ϵ2 = min
∂Br(x0,0)

v > inf
Ω×R

v. (4.28)

那么 (4.13) 和 (4.28) 导致了矛盾. 因此, 定理 1.4 的结论成立. 证毕.

注 4.1 定理 1.4 有意思的地方在于方程 (1.7) 的经典解没有临界点除非它是常数, 这对于高度

退化的方程来说并不是一个平凡的结果.另外,定理 1.4中的性质也与受限制的唯一延拓性有关, 参见

文献 [33].
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68: 1334–1361

11 Armstrong S N, Smart C K, Somersille S J. An infinity Laplace equation with gradient term and mixed boundary

conditions. Proc Amer Math Soc, 2011, 139: 1763–1776

12 Barles G, Busca J. Existence and comparison results for fully nonlinear degenerate elliptic equations without zeroth-

order term. Comm Partial Differential Equations, 2001, 26: 2323–2337

13 Liu Q, Schikorra A. General existence of solutions to dynamic programming equations. Commun Pure Appl Anal,

2015, 14: 167–184

14 Peres Y, Schramm O, Sheffield S, et al. Tug-of-war and the infinity Laplacian. J Amer Math Soc, 2009, 22: 167–210
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Laplacian equations
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Abstract In this paper, we study a kind of infinity Laplacian equations arising from biased tug-of-war in
random games. Various properties of the solutions for such equations, including the gradient estimates, the
Harnack inequalities for both nonnegative u and the gradient |Du|, are established. Finally, we prove that there
are no interior critical points for non-constant C2 solutions.
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