
中国科学 : 数学 2023年 第 53卷 第 8期 : 1105∼ 1124

SCIENTIA SINICA Mathematica

论 文

英文引用格式: Jiang H, Pan Y J, Wei X. Deviation inequalities and Cramér-type moderate deviations for non-ergodic α-Brownian

bridge process (in Chinese). Sci Sin Math, 2023, 53: 1105–1124, doi: 10.1360/SSM-2021-0223

c⃝ 2023《中国科学》杂志社 www.scichina.com mathcn.scichina.com

非遍历 α-Brown 桥过程的偏差不等式与
Cramér 型中偏差

蒋辉1, 潘雅娟1, 韦晓2,3∗

1. 南京航空航天大学数学学院, 南京 211106;

2. 中央财经大学中国精算研究院, 北京 102206;

3. 中央财经大学保险学院, 北京 102206

E-mail: huijiang@nuaa.edu.cn, panyajuan@nuaa.edu.cn, weixiao@cufe.edu.cn

收稿日期: 2021-11-25; 接受日期: 2023-01-31; 网络出版日期: 2023-04-20; * 通信作者

国家自然科学基金 (批准号: 11771209)、中央高校基本业务费 (批准号: NS2022069)、教育部人文社科基金 (批准号:

19YJC79150) 和高等学校学科创新引智计划 (批准号: B17050) 资助项目

摘要 考虑如下非遍历 α-Brown 桥过程:

dXt = − α

T − t
Xtdt+ dWt, X0 = 0, t ∈ [0, T ),

其中, 0 < α < 1/2, T ∈ (0,∞) 固定, W = {Wt : t > 0} 是标准的 Brown 运动. 本文利用渐近分析的技

巧以及多重 Wiener-Itô 积分的偏差性质, 研究二次泛函
∫ t

0
1

T−sXsdWs 和
∫ t

0
1

(T−s)2X
2
sds 的偏差不等

式和 Cramér 型中偏差. 作为应用, 本文得到对数似然率过程和参数 α 极大似然估计量的 (自正则化)

Cramér 型中偏差.

关键词 α-Brown 桥过程 Cramér 型中偏差 极大似然估计量 对数似然率过程 偏差不等式
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1 引言

考虑如下 α-Brown 桥过程:

dXt = − α

T − t
Xtdt+ dWt, X0 = 0, t ∈ [0, T ), (1.1)

其中, α > 0, T ∈ (0,∞) 固定, W = {Wt : t > 0} 是标准 Brown 运动. 特别地, 当 α = 1 时, 过程 X 为

标准 Brown桥过程. 作为随机金融领域的一类基本过程, α-Brown桥过程可应用于探讨在给定期货合

约交易成本情形下的套利问题 [3] 和到期价格固定的债券价格建模 [4] 等.
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参数 α 的取值对过程的概率性质有重要的影响. 具体而言, Barczy 和 Pap [1, 2] 指出, 当 α > 1/2

时, 过程是遍历的; 当 α = 1/2 时, 过程是零常返的; 当 0 < α < 1/2 时, 过程是非常返的. 因此, 在实

际应用当中, 关于参数 α 的估计量及其渐近性质的研究尤为关键. 为了构造 α 的极大似然估计量, 由

Girsanov 公式可知, 对数似然率过程有以下表示:

Lt(α, β) := log

(
dPα

dPβ

∣∣∣∣
Ft

)
=(β − α)

∫ t

0

1

T − s
XsdXs −

α2 − β2

2

∫ t

0

1

(T − s)2
X2

sds

=


(β − α)

∫ t

0

1

T − s
XsdWs +

(α− β)2

2

∫ t

0

1

(T − s)2
X2

sds, 在 Pα下,

(β − α)

∫ t

0

1

T − s
XsdWs −

(α− β)2

2

∫ t

0

1

(T − s)2
X2

sds, 在 Pβ下,

(1.2)

其中 Ft = σ(Ws, s 6 t), Pα 为过程 (1.1) 对应的分布. 因此, 基于对 X = {Xt : 0 6 t < T} 的连续观测,

α 的极大似然估计量可以表示为

α̂t = −
∫ t

0
1

T−sXsdXs∫ t

0
1

(T−s)2X
2
sds

= α−
∫ t

0
1

T−sXsdWs∫ t

0
1

(T−s)2X
2
sds

. (1.3)

在过程 X 遍历情形下 (α > 1/2),对于极大似然估计量 α̂t 的研究已经相当成熟.具体而言, Barczy

和 Pap [1, 2] 及 Es-Sebaiy 和 Nourdin [7] 得到了如下渐近正态性: 当 t ↑ T 时, 有√
| log(T − t)|(α̂t − α)

L→ N(0, 2α− 1),

其中
L→ 代表依分布收敛. 利用 Malliavin 分析中的技巧, Es-Sebaiy 和 Moustaaid [6] 考虑了最优一致

Berry-Esseen 界. 关于 α̂t 的大偏差和中偏差, 可参见文献 [12, 16,22,23,25], 主要技巧为变测度方法.

在过程 X 非遍历情形下 (α 6 1/2), 极大似然估计量 α̂t 的渐近性质发生了很大的变化. Barczy

和 Pap [1, 2] 及 Es-Sebaiy 和 Nourdin [7] 得到了如下结论:

(1) 若 α = 1/2 , 当 t ↑ T 时,

|log(T − t)|(α̂t − α)
L→ −

∫ t

0
WsdWs∫ t

0
W 2

s ds
;

(2) 若 0 < α < 1/2, 当 t ↑ T 时,

(1− t
T )

α−1/2

1− 2α
(α̂t − α)

L→ C, (1.4)

其中随机变量 C 服从标准 Cauchy 分布. Zhao 等 [24] 利用变测度方法研究了 α̂t 在非遍历情形下的大

偏差. 然而, 中偏差结果在目前文献中尚未涉及. 主要原因在于, 非遍历情形下估计量的渐近分布为非

Gauss 的, 处理中偏差的常用方法往往不再适用.

根据前面的分析, 本文考虑过程在非遍历情形下 (0 < α < 1/2) 估计量 α̂t 的 Cramér 型中偏差,

即找到尽可能大的 Ξt, 使得对于任意 ρ > 0, 当 t ↑ T 时, 有

sup
06x6ρΞt

∣∣∣∣ 1

1− FC(x)
P

(
(1− t

T )
α−1/2

1− 2α
(α̂t − α) > x

)
− 1

∣∣∣∣ → 0,
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其中 FC(x)是标准 Cauchy随机变量 C的分布函数. 可以看出, Cramér型中偏差提供了估计量与其渐

近分布尾概率的相对误差的一致估计,其在统计推断上有广泛的应用 (参见文献 [5,10,18]). 通过 (1.2)

和 (1.3), 为了探讨 Lt(α, β) 和 α̂t 的 Cramér 型中偏差, 首先需要研究二次泛函∫ t

0

1

T − s
XsdWs,

∫ t

0

1

(T − s)2
X2

sds

的相关偏差性质. 本文的主要方法为渐近分析技巧 (参见文献 [11, 13–15]) 以及多重 Wiener-Itô 积分

的偏差性质 (参见文献 [19]).

2 主要结果

本文假定 C、C1 和 C2 为只依赖于 α 和 T 的正常数, 且 0 < α < 1/2. 方便起见, 记

ξt =

∫ t

0

(T − u)α−1dWu, ηt =

∫ t

0

(T − u)−αdWu. (2.1)

容易得到如下性质:

Eξt = Eηt = 0,

Eξ2t =
(T − t)2α−1

1− 2α
− T 2α−1

1− 2α
=: ψt,

Eη2t =
T 1−2α

1− 2α
− (T − t)1−2α

1− 2α
=: ϕt.

(2.2)

2.1 二次泛函的偏差不等式与 Cramér 型中偏差

首先, 给出二次泛函
∫ t

0
1

T−sXsdWs 和
∫ t

0
1

(T−s)2X
2
sds 的偏差不等式.

定理 2.1 对于任意 x > 0, 当 t 充分靠近 T 时, 有

P

((
1− t

T

)1/2−α∣∣∣∣ ∫ t

0

1

T − s
XsdWs − ξtηt

∣∣∣∣ > x

)
6 C1 exp

{
− C2x

(
1− t

T

)α−1/2

| log(T − t)|−1/2

}
(2.3)

以及

P

((
1− t

T

)1−2α∣∣∣∣ ∫ t

0

1

(T − s)2
X2

sds− ψtη
2
t

∣∣∣∣ > x

)
6 C1 exp

{
− C2x

(
1− t

T

)α−1/2}
. (2.4)

其次, 利用定理 2.1, 可以得到二次泛函
∫ t

0
1

(T−s)2X
2
sds 和

∫ t

0
1

T−sXsdWs 的 Cramér 型中偏差, 这

在后续研究对数似然率过程 Lt(α, β) 及极大似然估计量 α̂t 的 Cramér 型中偏差中起着非常重要的

作用.

定理 2.2 假定正数 Ξt 满足当 t ↑ T 时, 有

Ξt → ∞,
Ξt log Ξt

(1− t
T )

α−1/2
→ 0, (2.5)
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则对于任意 ρ > 0, 当 t ↑ T 时, 有

sup
06x6ρΞt

∣∣∣∣ 1

1− Fχ2(x)
P

(
(1− 2α)2

(1− t
T )

2α−1

∫ t

0

1

(T − s)2
X2

sds > x

)
− 1

∣∣∣∣ → 0,

其中随机变量 χ2 服从自由度为 1 的卡方分布, Fχ2(x) 为其分布函数.

定理 2.3 假定正数 Ξ̃t 满足当 t ↑ T 时, 有

Ξ̃t → ∞,
Ξ̃t log Ξ̃t

(1− t
T )

α−1/2(− log(T − t))−1
→ 0, (2.6)

则对于任意 ρ > 0, 当 t ↑ T 时, 有

sup
06x6ρΞ̃t

∣∣∣∣ 1

1− Fτ (x)
P

(
1− 2α

(1− t
T )

α−1/2

∫ t

0

1

T − s
XsdWs > x

)
− 1

∣∣∣∣ → 0,

其中 τ = ζ1ζ2, 且 ζ1 与 ζ2 是相互独立的标准正态随机变量.

2.2 对数似然率过程及极大似然估计量的 Cramér 型中偏差

利用定理 2.1 并结合渐近分析的技巧, 本小节将给出对数似然率过程 Lt(α, β) 和极大似然估计量

α̂t 的 Cramér 型中偏差.

定理 2.4 设 0 < α < 1/2, 0 < β < 1/2 且 α ̸= β. 假定正数 λt 满足当 t ↑ T 时, 有

λt → ∞,
λt(log λt)

2

(1− t
T )

(α∧β)−1/2
→ 0, (2.7)

则对于任意 ρ > 0, 当 t ↑ T 时, 有

sup
06x6ρλt

∣∣∣∣ 1

1− Fχ2(x)
Pα

(
2(1− 2α)2

(α− β)2(1− t
T )

2α−1
Lt(α, β) > x

)
− 1

∣∣∣∣ → 0 (2.8)

以及

sup
06x6ρλt

∣∣∣∣ 1

1− Fχ2(x)
Pβ

(
− 2(1− 2β)2

(α− β)2(1− t
T )

2β−1
Lt(α, β) > x

)
− 1

∣∣∣∣ → 0. (2.9)

定理 2.5 假定正数 βt 满足当 t ↑ T 时, 有

βt → ∞,
β3
t (log βt)

2

(1− t
T )

α−1/2
→ 0, (2.10)

则对于任意 ρ > 0, 当 t ↑ T 时, 有

sup
06x6ρβt

∣∣∣∣ 1

1− FC(x)
P

(
(1− t

T )
α−1/2

1− 2α
(α̂t − α) > x

)
− 1

∣∣∣∣ → 0,

其中随机变量 C 服从标准 Cauchy 分布.

作为定理 2.5 的直接推论, 可以得到极大似然估计量 α̂t 的中偏差. 可以看到, 这里的中偏差形式

与遍历情形下的相关结果 (参见文献 [12]) 有着非常大的区别.
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推论 2.1 假定正数 bt 满足当 t ↑ T 时, 有

bt → ∞,
bt

| log(T − t)|
→ 0, (2.11)

则 {∣∣∣∣ (1− t
T )

α−1/2

1− 2α
(α̂t − α)

∣∣∣∣ 1
bt

, 0 6 t < T

}
满足大偏差, 其中速度为 bt 且速率函数为

Λ(x) =

log x, 若 x > 1,

0, 若 0 < x < 1.

在渐近分布 (1.4) 中,
(1− t

T )α−1/2

1−2α 含有未知参数 α. 因此, 在构造置信区间与拒绝域时, (1.4) 并不

能直接应用. 为了解决这个问题, 考虑极大似然估计量 α̂t 的自正则化 Cramér 型中偏差.

定理 2.6 假定正数 γt 满足当 t ↑ T 时, 有

γt → ∞,
γt

|log(T − t)|
→ 0, (2.12)

则对于任意 ρ > 0, 当 t ↑ T 时, 有

sup
06x6ργ

1/2
t

∣∣∣∣ 1

1− Φ(x)
P

(
±
(∫ t

0

1

(T − s)2
X2

sds

)1/2

(α̂t − α) > x

)
− 1

∣∣∣∣ → 0. (2.13)

注 2.1 通过 (1.3) 可知

{
α̂t − α = −

∫ t

0
1

T−sXsdWs∫ t

0
1

(T−s)2X
2
sds

, 0 6 t < T

}
(2.14)

为连续时间自正则化鞅. Fan 等 [8] 和 Fan 等 [9] 得到了自正则化鞅的 Cramér 型中偏差. 需要注意到

的是, 他们的假设条件为, 鞅的可料二次变差集中于其渐近期望附近. 但本文所研究的可料二次变差∫ t

0
1

(T−s)2X
2
sds 具有如下收敛性: 当 t ↑ T 时, 有

(1− 2α)2

(1− t
T )

2α−1

∫ t

0

1

(T − s)2
X2

sds
L→ χ2(1),

其中,
L→代表依分布收敛, χ2(1)是自由度为 1的卡方分布.自此明显可以看出,本文不满足文献 [9]中

的有界性条件 (A1)–(A3).

3 二次泛函的偏差不等式和 Cramér 型中偏差

本节将给出主要结果定理 2.1 和 2.2 的证明.
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3.1 多重 Wiener-Itô 积分表示与偏差不等式

过程 (1.1) 的强解为

Xs = (T − s)α
∫ s

0

(T − u)−αdWu, 0 6 s < T. (3.1)

据此, 可将二次泛函
∫ t

0
1

T−sXsdWs 和
∫ t

0
1

(T−s)2X
2
sds 用多重 Wiener-Itô 积分来表示, 这在本文的分析

中起到关键性作用.

命题 3.1 令

f1(s, u) = (T − (s ∨ u))−α(T − (s ∧ u))α−1,

f2(s, u) = (T − (s ∨ u))−α(T − (s ∧ u))−α, (3.2)

f3(s, u) = (T − (s ∨ u))α−1(T − (s ∧ u))−α,

则有如下分解: ∫ t

0

1

T − s
XsdWs = ξtηt +R1t,

∫ t

0

1

(T − s)2
X2

sds = ψtη
2
t +R2t, (3.3)

其中 ξt、ηt 和 ψt 的定义见 (2.1) 和 (2.2), 且

R1t = −1

2
I2(f1) + log

(
1− t

T

)
,

R2t =
T 2α−1

1− 2α
I2(f2)−

1

1− 2α
I2(f3)−

1

(1− 2α)2

(
1− t

T

)1−2α

+
1

1− 2α
log

(
1− t

T

)
+

1

(1− 2α)2
,

这里 I2(f) =
∫ t

0

∫ t

0
f(s, u)dWudWs 是 f(s, u) 关于 Brown 运动的二重 Wiener-Itô 积分 [21].

证明 由 (3.1) 可知,∫ t

0

1

T − s
XsdWs =

∫ t

0

(T − s)α−1

∫ s

0

(T − u)−αdWudWs,∫ t

0

1

(T − s)2
X2

sds =

∫ t

0

(T − s)2α−2

(∫ s

0

(T − u)−αdWu

)2

ds.

利用分部积分公式, 可得∫ t

0

1

T − s
XsdWs =

∫ t

0

(T − u)α−1dWu

∫ t

0

(T − u)−αdWu

−
∫ t

0

∫ s

0

(T − s)−α(T − u)α−1dWudWs + log

(
1− t

T

)
= ξtηt −

1

2
I2(f1) + log

(
1− t

T

)
(3.4)

以及 ∫ t

0

1

(T − s)2
X2

sds =

(
(T − t)2α−1

1− 2α
− T 2α−1

1− 2α

)(∫ t

0

(T − u)−αdWu

)2
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+
2T 2α−1

1− 2α

∫ t

0

∫ s

0

(T − s)−α(T − u)−αdWudWs

− 2

1− 2α

∫ t

0

∫ s

0

(T − s)α−1(T − u)−αdWudWs

− 1

(1− 2α)2

(
1− t

T

)1−2α

+
1

1− 2α
log

(
1− t

T

)
+

1

(1− 2α)2

= ψtη
2
t +

T 2α−1

1− 2α
I2(f2)−

1

1− 2α
I2(f3)−

1

(1− 2α)2

(
1− t

T

)1−2α

+
1

1− 2α
log

(
1− t

T

)
+

1

(1− 2α)2
, (3.5)

其中 f1、f2 和 f3 如 (3.2) 定义. 结合 (3.4) 和 (3.5) 可以得到二次泛函的分解, 命题 3.1 成立.

为了研究二次泛函
∫ t

0
1

T−sXsdWs 与
∫ t

0
1

(T−s)2X
2
sds的偏差不等式和 Cramér型中偏差, 需要用到

如下多重 Wiener-Itô 积分的偏差不等式.

引理 3.1 (参见文献 [19, 定理 2]) 对于对称函数 f ∈ L2([0, T ]n) 和 x > 0, 有

P(|In(f)| > x) 6 C exp

{
− 1

2

(
x√

n!∥f∥L2([0,T ]n)

) 2
n
}
,

其中 C > 0 仅依赖于 n.

定理 2.1 的证明 首先, 通过命题 3.1 可得

P

((
1− t

T

)1/2−α∣∣∣∣ ∫ t

0

1

T − s
XsdWs − ξtηt

∣∣∣∣ > x

)
6 P

((
1− t

T

)1/2−α∣∣∣∣− 1

2
I2(f1)

∣∣∣∣ > 1

2
x

)
以及

P

((
1− t

T

)1−2α∣∣∣∣ ∫ t

0

1

(T − s)2
X2

sds− ψtη
2
t

∣∣∣∣ > x

)
6 P

((
1− t

T

)1−2α∣∣∣∣ T 2α−1

1− 2α
I2(f2)

∣∣∣∣ > 1

3
x

)
+ P

((
1− t

T

)1−2α∣∣∣∣− 1

1− 2α
I2(f3)

∣∣∣∣ > 1

3
x

)
,

经直接计算可知

∥f1∥2L2([0,t]2) = O(| log(T − t)|),

∥f2∥2L2([0,t]2) = O(1),

∥f3∥2L2([0,t]2) = O

((
1− t

T

)2α−1)
.

此时, 根据引理 3.1, 可以得到 (2.3) 和 (2.4), 即

P

((
1− t

T

)1/2−α

|R1t| > x

)
6 C1 exp

{
− C2x

(
1− t

T

)α−1/2

| log(T − t)|−1/2

}
以及

P

((
1− t

T

)1−2α

|R2t| > x

)
6 C1 exp

{
− C2x

(
1− t

T

)α−1/2}
.

证毕.
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3.2 Cramér 型中偏差

借助定理 2.1, 即二次泛函
∫ t

0
1

T−sXsdWs 与
∫ t

0
1

(T−s)2X
2
sds 的偏差不等式, 本小节将给出定理 2.2

和 2.3 的详细证明.

定理 2.2 的证明 对于任意 M > 0 和 M 6 x 6 ρΞt, 由命题 3.1 可得

P

(
(1− 2α)2

(1− t
T )

2α−1
ψtη

2
t > x+

1

log Ξt

)
− P

(
(1− 2α)2

(1− t
T )

2α−1
|R2t| >

1

log Ξt

)
6 P

(
(1− 2α)2

(1− t
T )

2α−1

∫ t

0

1

(T − s)2
X2

sds > x

)
6 P

(
(1− 2α)2

(1− t
T )

2α−1
ψtη

2
t > x− 1

log Ξt

)
+ P

(
(1− 2α)2

(1− t
T )

2α−1
|R2t| >

1

log Ξt

)
.

因为 Ξt 满足条件 (2.5), 由 (2.4) 得

lim
t↑T

1

Ξt
log P

((
1− t

T

)1−2α

|R2t| >
1

log Ξt

)
= −∞. (3.6)

注意到 ϕ−1
t η2t ∼ N(0, 1), 则

sup
M6x6ρΞt

∣∣∣∣ 1

1− Fχ2(x)
P

(
(1− 2α)2

(1− t
T )

2α−1
ψtη

2
t > x± 1

log Ξt

)
− 1

∣∣∣∣ = sup
M6x6ρΞt

∣∣∣∣Fχ2(x)− Fχ2(xt)

1− Fχ2(x)

∣∣∣∣, (3.7)

其中 Fχ2(x) 是自由度为 1 的卡方分布的分布函数, 并且

xt =

(
x± 1

log Ξt

)
(1− t

T )
2α−1

(1− 2α)2ψtϕt
.

由 (2.2) 可知

ϕtψt =
1

(1− 2α)2

(
1− t

T

)2α−1

+O(1). (3.8)

因此,

xt =

(
x± 1

log Ξt

)(
1 +O

((
1− t

T

)1−2α))
.

借助基本不等式 (参见文献 [17, 第 8 页, (2.1b)])

x√
2π(1 + x2)

e−x2/2 6 1− Φ(x) 6 1√
2πx

e−x2/2, x > 0, (3.9)

可得

1− Fχ2(x) > 2
√
xe−x/2

√
2π(1 + x)

. (3.10)

当 t 与 T 足够靠近时, 有 |x− xt| 6 2
log Ξt

, 此时根据中值定理可以推导出

|Fχ2(x)− Fχ2(xt)| 6
2fχ2(x̂)

log Ξt
, (3.11)
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其中, x̂ 的取值介于 x 与 xt 之间, fχ2(x) = 1√
2πx

e−
x
2 . 根据 (3.7)、(3.10) 和 (3.11), 可知当 t ↑ T 时, 有

sup
M6x6ρΞt

∣∣∣∣ 1

1− Fχ2(x)
P

(
(1− 2α)2

(1− t
T )

2α−1
ψtη

2
t > x± 1

log Ξt

)
− 1

∣∣∣∣
6 sup

M6x6ρΞt

1 + x√
xx̂ log Ξt

e2(log Ξt)
−1 6 C

log Ξt
→ 0. (3.12)

结合 (3.6), 可得

lim
t↑T

sup
M6x6ρΞt

∣∣∣∣ 1

1− Fχ2(x)
P

(
(1− 2α)2

(1− t
T )

2α−1

∫ t

0

1

(T − s)2
X2

sds > x

)
− 1

∣∣∣∣ = 0. (3.13)

由定理 2.1 可知, 当 t ↑ T 时,

(1− 2α)2

(1− t
T )

2α−1

∫ t

0

1

(T − s)2
X2

sds
L→ χ2,

这等价于

lim
t↑T

sup
x>0

∣∣∣∣P( (1− 2α)2

(1− t
T )

2α−1

∫ t

0

1

(T − s)2
X2

sds > x

)
− (1− Fχ2(x))

∣∣∣∣ = 0.

因此, 可以得到

lim
t↑T

sup
06x6M

∣∣∣∣ 1

1− Fχ2(x)
P

(
(1− 2α)2

(1− t
T )

2α−1

∫ t

0

1

(T − s)2
X2

sds > x

)
− 1

∣∣∣∣ = 0.

结合 (3.13), 定理 2.2 得证.

命题 3.2 令 ξ = ψ
−1/2
t ξt, η = ϕ

−1/2
t ηt, 则有如下分解:

ξ
d
= Atη +Btν,

其中, ν 为独立于 η 的标准正态随机变量,
d
= 表示在分布意义下相等, 且

At = Cov(ξ, η) = O

((
1− t

T

)1/2−α

| log(T − t)|
)
,

Bt =

√
1− Cov2(ξ, η) = 1 +O

((
1− t

T

)1−2α

| log(T − t)|2
)
.

证明 注意到 (ξ, η) 是二维正态随机变量, 满足

Eξ = Eη = 0, Var(ξ) = Var(η) = 1, Cov(ξ, η) =
log T − log(T − t)

(ϕtψt)1/2
,

因此,

ξ = Cov(ξ, η)η +

√
1− Cov2(ξ, η)ν,

其中 ν 是独立于 η 的标准正态随机变量. 又由 (3.8) 知

Cov(ξ, η) = O

((
1− t

T

)1/2−α

| log(T − t)|
)
,

因此, 命题 3.2 得证.
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定理 2.3 的证明 由于 τ 的密度函数有如下表达式 (参见文献 [20]):

fτ (x) =
K0(|x|)
π

, x ∈ R,

其中 K0(|x|) =
∫∞
0

cos(t|x|)√
1+t2

dt 是修正的第二类 Bessel 函数. 注意当 x → ∞ 时, K0(|x|) ∼
√

π
2|x|e

−|x|,

运用 L’Hospital 法则知

fτ (x) ∼

√
1

2π|x|
e−|x|, Fτ (x) ∼

√
1

2π|x|
e−|x|. (3.14)

通过 (3.4) 和命题 3.2, 有∫ t

0
1

T−sXsdWs

(ϕtψt)1/2
= ξη +

R1t

(ϕtψt)1/2
=: ην +Θt,

其中

Θt = ην(Bt − 1) +Atη
2 +

R1t

(ϕtψt)1/2
.

从而,

1− 2α

(1− t
T )

α−1/2

∫ t

0

1

T − s
XsdWs = ην + ην

(
(1− 2α)(ϕtψt)

1/2

(1− t
T )

α−1/2
− 1

)
+

(1− 2α)(ϕtψt)
1/2

(1− t
T )

α−1/2
Θt.

由 (2.2) 和 (3.14), 有

P

(
ην

(
(1− 2α)(ϕtψt)

1/2

(1− t
T )

α−1/2
− 1

)
> 1

2 log Ξ̃t

)
6 C1 exp

{
− C2

(1− t
T )

2α−1

log Ξ̃t

}
以及

P

(
|Θt| >

1

2 log Ξ̃t

)
6 P

(
|ην(Bt − 1)| > 1

6 log Ξ̃t

)
+ P

(
Atη

2 > 1

6 log Ξ̃t

)
+ P

(∣∣∣∣ R1t

(ϕtψt)1/2

∣∣∣∣ > 1

6 log Ξ̃t

)
6 C1 exp

{
− C2

(1− t
T )

α−1/2| log(T − t)|−1

log Ξt

}
.

因此, 对于满足 (2.6) 的 Ξ̃t, 有

lim
t↑T

1

Ξ̃t

log P

(
(1− 2α)(ϕtψt)

1/2

(1− t
T )

α−1/2
|ΘT | >

1

2 log Ξ̃t

)
6 −C lim

t↑T

(1− t
T )

α−1/2| log(T − t)|−1

Ξ̃t log Ξ̃t

= −∞ (3.15)

以及

lim
t↑T

1

Ξ̃t

log P

(
ην

(
(1− 2α)(ϕtψt)

1/2

(1− t
T )

α−1/2
− 1

)
> 1

2 log Ξ̃t

)
6 −C lim

t↑T

(1− t
T )

2α−1

Ξ̃t log Ξ̃t

= −∞. (3.16)

最后, 注意到 ην 与 τ 在分布意义下相等, 则当 t ↑ T 时, 有

sup
06x6ρΞ̃t

∣∣∣∣ 1

1− Fτ (x)
P

(
ην > x± 1

log Ξ̃t

)
− 1

∣∣∣∣
= sup

06x6ρΞ̃t

∣∣∣∣Fτ (x)− Fτ

(
x± 1

log Ξ̃t

)∣∣∣∣ 6 C

log Ξ̃t

→ 0. (3.17)

利用 (3.15)–(3.17), 类似于定理 2.2 的证明思路, 可以得到定理 2.3.
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4 在对数似然率过程及极大似然估计量中的应用

4.1 对数似然率过程的 Cramér 型中偏差

由 (1.2) 和 (2.1), 可将对数似然率过程 Lt(α, β) 进一步表示为

Lt(α, β) =


(α− β)2

2

∫ t

0

(T − u)2α−2du

(∫ t

0

(T − u)−αdWu

)2

+Rt, 在 Pα 下,

− (α− β)2

2

∫ t

0

(T − u)2β−2du

(∫ t

0

(T − u)−βdWu

)2

+ R̃t, 在 Pβ 下,

其中

Rt := Lt(α, β)−
(α− β)2

2

∫ t

0

(T − u)2α−2du

(∫ t

0

(T − u)−αdWu

)2

,

R̃t := Lt(α, β) +
(α− β)2

2

∫ t

0

(T − u)2β−2du

(∫ t

0

(T − u)−βdWu

)2

.

(4.1)

为了得到对数似然率过程 Lt(α, β) 的 Cramér 型中偏差, 关键在于证明如下 Cramér 型中偏差意

义下的等价性.

命题 4.1 设 α > 0, β > 0 且 α ̸= β. 若 λt 满足条件 (2.7), 则有

lim
t↑T

1

λt
log Pα

(
1

(T − t)2α−1
|Rt| >

1

log λt

)
= −∞, (4.2)

lim
t↑T

1

λt
log Pβ

(
1

(T − t)2β−1
|R̃t| >

1

log λt

)
= −∞. (4.3)

证明 在此, 仅证明 (4.2), 同理可得 (4.3). 由 (4.1), 可以将 Rt 进一步写成如下形式:

Rt = (β − α)

(
ξtηt −

1

2
I2(f1) + log(T − t)− log T

)
+

(α− β)2

2

(
T 2α−1

1− 2α
I2(f2)−

1

1− 2α
I2(f3)

+
log(T − t)

1− 2α
− log T

1− 2α
+

1

(1− 2α)2
−

(1− t
T )

1−2α

1− 2α

)
. (4.4)

利用引理 3.1, 可得

Pα

(
1

(1− t
T )

2α−1

∣∣∣∣− β − α

2
I2(f1)

∣∣∣∣ > 1

4 log λt

)
6 C1 exp

{
− C2

(1− t
T )

2α−1

log λt| log(T − t)|1/2

}
, (4.5)

Pα

(
1

(1− t
T )

2α−1

∣∣∣∣ (α− β)2T 2α−1

2(1− 2α)
I2(f2)

∣∣∣∣ > 1

4 log λt

)
6 C1 exp

{
− C2

(1− t
T )

2α−1

log λt

}
(4.6)

以及

Pα

(
1

(1− t
T )

2α−1

∣∣∣∣− (α− β)2

2(1− 2α)
I2(f3)

∣∣∣∣ > 1

4 log λt

)
6 C1 exp

{
− C2

(1− t
T )

α−1/2

log λt

}
. (4.7)

结合 (2.1) 和 (3.9), 有

Pα

(
1

(1− t
T )

2α−1

∣∣∣∣(β − α)ξtηt

∣∣∣∣ > 1

4 log λt

)
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6 Pα(|(β − α)ηt| > λ
1/2
t log λt) + Pα

(
1

(1− t
T )

2α−1
|ξt| >

1

4λ
1/2
t (log λt)2

)
6 C1 exp{−C2λt(log λt)

2}+ C1 exp

{
− C2

(1− t
T )

2α−1

λt(log λt)4

}
. (4.8)

因此, 通过 (4.4)–(4.8), 可以得到 (4.2) 成立.

定理 2.4 的证明 在此, 仅证明 (2.8), 同理可得 (2.9). 事实上, 对于任意 0 6 x 6 ρλt, 有

Pα

(
(1− 2α)2

(1− t
T )

2α−1
ψtη

2
t > x+

1

log λt

)
− Pα

(
2(1− 2α)2

(α− β)2(1− t
T )

2α−1
|Rt| >

1

log λt

)
6 Pα

(
2(1− 2α)2

(α− β)2(1− t
T )

2α−1
Lt(α, β) > x

)
6 Pα

(
(1− 2α)2

(1− t
T )

2α−1
ψtη

2
t > x− 1

log λt

)
+ Pα

(
2(1− 2α)2

(α− β)2(1− t
T )

2α−1
|Rt| >

1

log λt

)
.

因为 λt 满足条件 (2.5), 结合 (3.12), 可知当 t ↑ T 时, 有

sup
06x6ρλt

∣∣∣∣ 1

1− Fχ2(x)
Pα

(
(1− 2α)2

(1− t
T )

2α−1
ψtη

2
t > x± 1

log λt

)
− 1

∣∣∣∣ → 0.

利用命题 4.1, 当 t ↑ T 时, 有

sup
06x6ρλt

∣∣∣∣ 1

1− Fχ2(x)
Pα

(
2(1− 2α)2

(α− β)2(1− t
T )

2α−1
Lt(α, β) > x± 1

log λt

)
− 1

∣∣∣∣ → 0.

证毕.

4.2 极大似然估计量的 Cramér 型中偏差

记

R̃1t = (ϕtψt)
−1/2R1t = (ϕtψt)

−1/2

(∫ t

0

1

T − s
XsdWs − ξtηt

)
,

R̃2t = (ϕtψt)
−1R2t = (ϕtψt)

−1

(∫ t

0

1

(T − s)2
X2

sds− ψtη
2
t

)
.

(4.9)

首先考虑 (1−t/T )α−1/2

1−2α (α̂t − α) 的主要项 −φt
ξ
η 的 Cramér 型中偏差.

命题 4.2 若 βt 满足条件 (2.10), 则对于任意 ρ > 0, 当 t ↑ T 时, 有

sup
06x6ρβt

∣∣∣∣ 1

1− FC(x)
P

(
± φt

ξ

η
> x

)
− 1

∣∣∣∣ → 0,

其中

φt =
(1− t

T )
α−1/2

(1− 2α)(ϕtψt)1/2
= 1 +O

((
1− t

T

)1−2α)
.

证明 由命题 3.2 可以得到

ξ

η

d
= At +Bt

ν

η
,
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其中, ν 为标准正态随机变量, 独立于 η, 且

At = O

((
1− t

T

)1/2−α

| log(T − t)|
)
, Bt = O

((
1− t

T

)1−2α

| log(T − t)|2
)
.

因为 ν
η 是标准 Cauchy 随机变量, 从而

P

(
± φt

ξ

η
> x

)
= 1− FC((φtBt)

−1(x∓ φtAt)).

注意到

lim
x→+∞

x(1− FC(x)) =
1

π
, (4.10)

则对于任意 ϵ > 0, 都存在正常数 M , 使得

sup
x>M

|πx(1− FC(x))− 1| 6 ϵ. (4.11)

结合估计

φtBt = 1 +O

((
1− t

T

)1−2α)
, φtAt = O

((
1− t

T

)1/2−α

| log(T − t)|
)
,

当 t ↑ T 时, 有

sup
2M6x6ρβt

∣∣∣∣ 1

1− FC(x)
P

(
± φt

ξ

η
> x

)
− 1

∣∣∣∣
= sup

2M6x6ρβt

∣∣∣∣FC(x)− FC((φtBt)
−1(x∓ φtAt))

1− FC(x)

∣∣∣∣
6 sup

2M6x6ρβt

x(1− t
T )

1/2−α| log(T − t)|
(1− ϵ)(1 + x2)

6 C

(
1− t

T

)1/2−α

| log(T − t)|

→ 0. (4.12)

由函数 1− FC(x) 的一致连续性可得

lim
t↑T

sup
x∈R

∣∣∣∣P(± φt
ξ

η
> x

)
− (1− FC(x))

∣∣∣∣ = 0,

此时, 可以推导出

lim
t↑T

sup
06x62M

∣∣∣∣ 1

1− FC(x)
P

(
± φt

ξ

η
> x

)
− 1

∣∣∣∣ = 0.

结合 (4.12), 可以证明命题 4.2 成立.

接下来, 验证
(1− t

T )α−1/2

1−2α (α̂t − α) 与 −φt
ξ
η 在 Cramér 型中偏差意义下的等价性.

命题 4.3 若 βt 满足条件 (2.10), 则

lim
t↑T

βtP

(∣∣∣∣ (1− t
T )

α−1/2

1− 2α
(α̂t − α) + φt

ξ

η

∣∣∣∣ > 1

log βt

)
= 0. (4.13)
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证明 根据 (1.3), 有

(1− t
T )

α−1/2

1− 2α
(α̂t − α) + φt

ξ

η
= −

(1− t
T )

α−1/2

1− 2α

∫ t

0
1

T−sXsdWs − ξtηt∫ t

0
1

(T−s)2X
2
sds

+ φt
ξ

η

∫ t

0
1

(T−s)2X
2
sds− ψtη

2
t∫ t

0
1

(T−s)2X
2
sds

= −φt
R̃1t

η2 + R̃2t

+ φt
ξ

η

R̃2t

η2 + R̃2t

.

因此, 要证 (4.13), 只需证明如下两式成立:

lim
t↑T

βtP

(∣∣∣∣φt
R̃1t

η2 + R̃2t

∣∣∣∣ > 1

2 log βt

)
= 0, (4.14)

lim
t↑T

βtP

(∣∣∣∣φt
ξ

η

R̃2t

η2 + R̃2t

∣∣∣∣ > 1

2 log βt

)
= 0. (4.15)

首先, 对于任意 ϵ > 0, 有

βtP

(∣∣∣∣φt
R̃1t

η2 + R̃2t

∣∣∣∣ > 1

2 log βt

)
6 βtP

(
|φtR̃1t| >

ϵ

2β2
t log βt

)
+ βtP

(
|η2 + R̃2t| 6

ϵ

β2
t

)
6 βtP

(
|φtR̃1t| >

ϵ

2β2
t log βt

)
+ βtP

(
η2 6 2ϵ

β2
t

)
+ βtP

(
|R̃2t| >

ϵ

β2
t

)
. (4.16)

注意到 η ∼ N(0, 1), 从而

βtP

(
η2 6 2ϵ

β2
t

)
6 C

√
ϵ,

即

lim
ϵ→0

lim
t↑T

βtP

(
η2 6 2ϵ

β2
t

)
= 0. (4.17)

若 βt 满足条件 (2.10), 由定理 2.1 可得

lim
t↑T

βt

(
P

(
|φtR̃1t| >

ϵ

2β2
t log βt

)
+ P

(
|R̃2t| >

ϵ

β2
t

))
6 C1 lim

t↑T
βt exp

{
− C2

ϵ(1− t
T )

α−1/2| log(T − t)|−1/2

β2
t log βt

}
= 0. (4.18)

结合 (4.16)–(4.18), 可以证明 (4.14) 成立.

其次, 对于任意 ϵ > 0, 有

βtP

(∣∣∣∣φt
ξ

η

R̃2t

η2 + R̃2t

∣∣∣∣ > 1

2 log βt

)
6 βtP

(∣∣∣∣φt
ξ

η

∣∣∣∣ > βt
ϵ

)
+ βtP

(
|η2 + R̃2t| 6

ϵ

β2
t

)
+ βtP

(
|R̃2t| >

ϵ2

2β3
t log βt

)
6 βtP

(∣∣∣∣φt
ξ

η

∣∣∣∣ > βt
ϵ

)
+ βtP

(
η2 6 2ϵ

β2
t

)
+ βtP

(
|R̃2t| >

ϵ

β2
t

)
+ βtP

(
|R̃2t| >

ϵ2

2β3
t log βt

)
.
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根据命题 4.2, 易知

lim
ϵ→0

lim
t↑T

βtP

(∣∣∣∣φt
ξ

η

∣∣∣∣ > βt
ϵ

)
= 0. (4.19)

由 (4.9) 和定理 2.1, 可得

lim
t↑T

βtP

(
|R̃2t| >

ϵ2

2β3
t log βt

)
6 lim

t↑T
C1βt exp

{
− C2

ϵ2(1− t
T )

α−1/2

β3
t log βt

}
= 0. (4.20)

最后结合 (4.17)–(4.20), 可得 (4.15). 因此, 命题 4.3 成立.

定理 2.5 的证明 选择 M > 0 使得 (4.11) 成立, 那么对于任意 ρ > 0 和 2M 6 x 6 ρβt, 有

P

(
− φt

ξ

η
> x+

1

log βt

)
− P

(∣∣∣∣ (1− t
T )

α−1/2

1− 2α
(α̂t − α) + φt

ξ

η

∣∣∣∣ > 1

log βt

)
6 P

(
(1− t

T )
α−1/2

1− 2α
(α̂t − α) > x

)
6 P

(
− φt

ξ

η
> x− 1

log βt

)
+ P

(∣∣∣∣ (1− t
T )

α−1/2

1− 2α
(α̂t − α) + φt

ξ

η

∣∣∣∣ > 1

log βt

)
. (4.21)

一方面, 由命题 4.3 和 (4.11) 可以推导出

lim
t↑T

sup
2M6x6ρβt

P(| (1−
t
T )α−1/2

1−2α (α̂t − α) + φt
ξ
η | >

1
log βt

)

1− FC(x)
= 0. (4.22)

另一方面, 有

sup
2M6x6ρβt

∣∣∣∣P(φt
ξ
η > x± 1

log βt
)

1− FC(x)
− 1

∣∣∣∣ 6 sup
2M6x6ρβt

∣∣∣∣1− FC(x± 1
log βt

)

1− FC(x)
− 1

∣∣∣∣
+ sup

2M6x6ρβt

∣∣∣∣1− FC(x± 1
log βt

)

1− FC(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣P(φt
ξ
η > x± 1

log βt
)

1− FC(x± 1
log βt

)
− 1

∣∣∣∣.
由中值定理和 (4.11) 可知, 当 t→ T 时, 有

sup
2M6x6ρβt

∣∣∣∣1− FC(x± 1
log βt

)

1− FC(x)
− 1

∣∣∣∣ 6 C

(1− ϵ) log βt
→ 0. (4.23)

结合命题 4.2 和 (4.23), 可知

lim
t↑T

sup
2M6x6ρβt

∣∣∣∣P(φt
ξ
η > x± 1

log βt
)

1− FC(x)
− 1

∣∣∣∣ = 0. (4.24)

此时, 通过 (4.21)–(4.24), 可以得到

lim
t↑T

sup
2M6x6ρβT

∣∣∣∣ 1

1− FC(x)
P

(
(1− t

T )
α−1/2

1− 2α
(α̂t − α) > x

)
− 1

∣∣∣∣ = 0. (4.25)

由函数 1− FC(x) 的一致连续性可得

lim
t↑T

sup
x∈R

∣∣∣∣P( (1− t
T )

α−1/2

1− 2α
(α̂t − α) > x

)
− (1− FC(x))

∣∣∣∣ = 0,
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则

lim
t↑T

sup
06x62M

∣∣∣∣ 1

1− FC(x)
P

(
(1− t

T )
α−1/2

1− 2α
(α̂t − α) > x

)
− 1

∣∣∣∣ = 0. (4.26)

最后, 利用 (4.25) 和 (4.26) 完成定理 2.5 的证明.

推论 2.1 的证明 注意对于任意 x > 0, 总有

P

(∣∣∣∣ (1− t
T )

α−1/2

1− 2α
(α̂t − α)

∣∣∣∣ 1
bt

> x

)
= P

(
(1− t

T )
α−1/2

1− 2α
|α̂t − α| > xbt

)
.

当 0 6 x < 1 时, 有 xbt → 0, t ↑ T . 由定理 2.5 可得, 当 t ↑ T 时, 有

P(| (1−
t
T )α−1/2

1−2α (α̂t − α)|
1
bt > x)

1− FC(xbt)
→ 1.

从而可得

lim
t↑T

1

bt
log P

(∣∣∣∣ (1− t
T )

α−1/2

1− 2α
(α̂t − α)

∣∣∣∣ 1
bt

> x

)
= lim

t↑T

1

bt
log(1− FC(x

bt)) = 0. (4.27)

当 x = 1 时, 有 xbt = 1. 由定理 2.5 可得

lim
t↑T

1

bt
log P

(∣∣∣∣ (1− t
T )

α−1/2

1− 2α
(α̂t − α)

∣∣∣∣ 1
bt

> x

)
= lim

t↑T

1

bt
log(1− FC(1)) = 0. (4.28)

当 x > 1 时, 若 bt 满足条件 (2.11), 则有下式成立:

xbt → ∞,
x3bt(bt)

2

(1− t
T )

α−1/2
→ 0.

由定理 2.5 和 (4.10), 可以得到

lim
t↑T

1

bt
log P

(∣∣∣∣ (1− t
T )

α−1/2

1− 2α
(α̂t − α)

∣∣∣∣ 1
bt

> x

)
= lim

t↑T

1

bt
log(1− FC(x

bt)) = − log x. (4.29)

最后, 通过 (4.27)–(4.29) 可知推论成立.

4.3 极大似然估计量的自正则化 Cramér 型中偏差

验证极大似然估计量的自正则化 Cramér 型中偏差关键在于获得 (
∫ t

0
1

(T−s)2X
2
sds)

1/2(α̂t − α) 与

− ξη
|η| 的指数等价性.

命题 4.4 若 γt 满足条件 (2.12), 则有

lim
t↑T

1

γt
log P

(∣∣∣∣( ∫ t

0

1

(T − s)2
X2

sds

)1/2

(α̂t − α) +
ξη

|η|

∣∣∣∣ > 1

γ
1/2
t log γt

)
= −∞.

证明 由于 (∫ t

0

1

(T − s)2
X2

sds

)1/2

(α̂t − α) +
ξη

|η|

= − R̃1t

(η2 + R̃2t)1/2
+
ξη

|η|
· R̃2t

(η2 + R̃2t)1/2(|η|+ (η2 + R̃2t)1/2)
,
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所以要证明命题 4.4 成立, 只需验证

lim
t↑T

1

γt
log P

(∣∣∣∣ R̃1t

(η2 + R̃2t)1/2

∣∣∣∣ > 1

2γ
1/2
t log γt

)
= −∞ (4.30)

以及

lim
t↑T

1

γt
log P

(∣∣∣∣ ξη|η| · R̃2t

(η2 + R̃2t)1/2(|η|+ (η2 + R̃2t)1/2)

∣∣∣∣ > 1

2γ
1/2
t log γt

)
= −∞. (4.31)

首先, 对于任意 ε > 0, 有

P

(∣∣∣∣ R̃1t

(η2 + R̃2t)1/2

∣∣∣∣ > 1

2γ
1/2
t log γt

)
6 P((η2 + R̃2t)

1/2 6 e−γtε
−1

) + P

(
|R̃1t| >

e−γtε
−1

2γ
1/2
t log γt

)
.

由定理 2.1 可得

lim
t↑T

1

γt
log P

(
|R̃1t| >

e−γtε
−1

2γ
1/2
t log γt

)
6 −C lim

t↑T

(1− t
T )

α−1/2e−γtϵ
−1

| log(T − t)|1/2γ3/2t log γt
= −∞ (4.32)

以及

lim
t↑T

1

γt
log P(|R̃2t| > e−2γtε

−1

) 6 −C lim
t↑T

(T − t)α−1/2e−2γtϵ
−1

γt
= −∞. (4.33)

又因为 η ∼ N(0, 1), 所以

lim
ε→0

lim
t↑T

1

γt
log P(|η| 6

√
2e−γtε

−1

) = −C lim
ε→0

ε−1 = −∞. (4.34)

由 (4.33) 可得

lim
t↑T

1

γt
log P((η2 + R̃2t)

1/2 6 e−γtε
−1

)

6 lim
t↑T

1

γt
log(P(|R̃2t| > e−2γtε

−1

) + P(|η| 6
√
2e−γtε

−1

))

= −∞. (4.35)

结合 (4.32), 可知 (4.30) 成立.

接下来证明 (4.31). 事实上,

P

(∣∣∣∣ ξη|η| · R̃2t

(η2 + R̃2t)1/2(|η|+ (η2 + R̃2t)1/2)

∣∣∣∣ > 1

2γ
1/2
t log γt

)
6 P(|ξ| > γ

1/2
t ε−1) + 2P

(
|η2 + R̃2t| 6

1

4
e−γtε

−1

)
+ P

(
|η| 6 3

2
e−1/2γtε

−1

)
+ P

(
|R̃2t| >

εe−γtε
−1

2γt log γt

)
.

由 ξ ∼ N(0, 1), 可得

lim
ε→0

lim
t↑T

1

γt
log P(|ξ| > γ

1/2
t ε−1) 6 −C lim

ε→0
ε−2 = −∞. (4.36)
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根据定理 2.1, 有

lim
t↑T

1

γt
log P

(
|R̃2t| >

εe−γtε
−1

2γt log γt

)
6 −C

εe−γtε
−1

(1− t
T )

α−1/2

γ2t log γt
= −∞. (4.37)

最后, 结合 (4.34)–(4.37), 可以得到 (4.31).

定理 2.6 的证明 根据命题 3.2, 可将 − ξη
|η| 写成如下形式:

− ξη
|η|

d
= −At|η| −Bt

η

|η|
ν,

其中, ν 为标准正态随机变量, 独立于 η, 且

At = O

((
1− t

T

)1/2−α

| log(T − t)|
)
, Bt = 1 +O

((
1− t

T

)1−2α

| log(T − t)|2
)
.

令 Rt = (
∫ t

0
1

(T−s)2X
2
sds)

1/2(α̂t − α) + ξη
|η| , 则有

P

(
Bt

η

|η|
ν > x+

2

γ
1/2
t log γt

)
− P

(
At|η| >

1

γ
1/2
t log γt

)
− P

(
|Rt| >

1

γ
1/2
t log γt

)

6 P

((∫ t

0

1

(T − s)2
X2

sds

)1/2

(α̂t − α) > x

)
6 P

(
Bt

η

|η|
ν > x− 2

γ
1/2
t log γt

)
+ P

(
At|η| >

1

γ
1/2
t log γt

)
+ P

(
|Rt| >

1

γ
1/2
t log γt

)
. (4.38)

注意到 η
|η|ν 和 η 均为标准正态随机变量, 当 t ↑ T 时, 有

sup
06x6ργ

1/2
t

∣∣∣∣P(Bt
η
|η|ν > x± 2

γ
1/2
t log γt

)

1− Φ(x)
− 1

∣∣∣∣
= sup

06x6ργ
1/2
t

∣∣∣∣Φ(x)− Φ(B−1
t (x± 2

γ
1/2
t log γt

))

1− Φ(x)

∣∣∣∣
6 sup

06x6ργ
1/2
t

C(2 +
√
2πx)

(
|1−B−1

t |x+
2B−1

t

γ
1/2
t log γt

)

× exp

{
x2

2
− 1

2

(
x2 ∧

(
B−1

t

(
x± 2

γ
1/2
t log γt

))2)}
→ 0. (4.39)

同时, 注意到 η ∼ N(0, 1), 则有

lim
t↑T

1

γt
log P

(
At|η| >

1

γ
1/2
t log γt

)
6 −C lim

t↑T

A−2
t

γ2t (log γt)
2
= −∞.

利用命题 4.4, 可得

lim
t↑T

sup
06x6ργ

1/2
t

P(At|η| > 1

γ
1/2
t log γt

)

1− Φ(x)
= lim

t↑T
sup

06x6ργ
1/2
t

P(|Rt| > 1

γ
1/2
t log γt

)

1− Φ(x)
= 0. (4.40)

因此, 通过 (4.38)–(4.40), 可以得到 (2.13).
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蒋辉等: 非遍历 α-Brown 桥过程的偏差不等式与 Cramér 型中偏差

Deviation inequalities and Cramér-type moderate deviations for
non-ergodic α-Brownian bridge process

Hui Jiang, Yajuan Pan & Xiao Wei

Abstract Consider the following non-ergodic α-Brownian bridge process:

dXt = − α

T − t
Xtdt+ dWt, X0 = 0, t ∈ [0, T ),

where 0 < α < 1/2, T ∈ (0,∞) is fixed, and W = {Wt : t > 0} is a standard Brownian motion. By using the
asymptotic analysis techniques and the deviation properties of the multiple Wiener-Itô integral, we study the
deviation inequalities and the Cramér-type moderate deviations for the quadratic functionals

∫ t

0
1

T−s
XsdWs and∫ t

0
1

(T−s)2
X2

sds. As applications, we also obtain the (self-normalized) Cramér-type moderate deviations for the

log-likelihood ratio process and the maximum likelihood estimator.

Keywords α-Brownian bridge process, Cramér-type moderate deviation, maximum likelihood estimator,

log-likelihood ratio process, deviation inequality
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