
 
第53卷 增刊Ⅰ 
2023年7月

中 国 海 洋 大 学 学 报
PERIODICAL

 

OF
 

OCEAN
 

UNIVERSITY
 

OF
 

CHINA
53(Sup.Ⅰ):190~198

July,
 

2023

张量TTr1SVD的随机算法❋

丁明慧,
 

解朋朋❋❋
(中国海洋大学数学科学学院,

 

山东
 

青岛
  

266100)

摘 要: 张量序列秩-1奇异值分解
 

(TTr1SVD)
 

自然地将奇异值分解
 

(SVD)
 

推广到张量层面,将任意实张量分解为标

准正交秩-1外积的有限和。基于其具有已知数量上限的正交秩-1外积项和易于截断误差量化的良好性质,本文首先给出

了一种有利于张量分解和还原的表达形式,并提出了保持分解形式的截断TTr1SVD算法,在固定精度的同时大大降低了

计算成本。受低秩矩阵逼近的随机算法的启发,本文还开发了针对固定精度问题的高效随机TTr1SVD算法。最后,给出

的数值例子展现了所提算法在数据逼近和压缩方面的应用前景。
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  张量作为一种数据组织形式,已应用于包括心理

测量学[1]、图像/视频和信号处理[2]和机器学习[3]在内

不同的领域中。张量数据的压缩、排序、分析和许多其

他处理都依赖于张量分解。
国内外很多学者已经研究了不同张量积下的张量

分解,如CANDECOMP/PARAFAC
 

(CP)分解[1,4]、高
阶奇异值分解

 

(HOSVD)[4-5]、基于t-product的张量奇

异值分解
 

(T-SVD)[6]、张量序列
 

(TT)[7]和张量序列

秩-1奇异值分解
 

(TTr1SVD)[8],并将线性代数方法扩

展到多线性环境。其中,CP分解将一个张量表示为有

限个外积之和,因此张量的CP秩可以定义为分解中的

最小项数。目前没有可行的算法来确定CP秩。HOS-
VD可以有效地将一个张量压缩成一个核张量和几个

列正交因子矩阵,也可以表示为有限个外积之和,其核

张量中的每个元素都可以看作是一个外积的权重。在

这种定义下,尽管所有的外积都是正交的,但核张量是

稠密的,并不能很好的规范张量的秩。TTr1SVD将高

阶实张量分解为有限个实正交外积的和。与现有的张

量分解相比,TTr1分解具有许多有利的特性,如唯一

性、易于量化近似误差,以及易于转换为具有稀疏核心

张量的Tucker格式。为了进一步研究TTr1SVD在近

似和数据压缩方面的作用,我们研究了在张量分解与

还原过程更高效的计算方法,称该方法为具有固定精

度的截断TTr1SVD算法。
近年来,随机矩阵方法已被用于有效地、准确地计

算近似的低秩矩阵分解[9-11]。这些算法易于实现,并已

推广到基于不同张量积的张量奇异值分解中[11-14]。
TTr1SVD需要计算张量重塑为矩阵的SVD和逐步计

算产生的奇异向量重塑为矩阵后的SVD,以产生已知

项数上限的有限外积,对于大型张量这一过程无疑是

耗时 的。针 对 此 问 题,我 们 致 力 于 研 究 一 种 与

TTr1SVD相对应的新型随机化策略,希望该技术能够

在保持精度的同时大大降低计算成本。
本文提出了具有固定精度的截断TTr1SVD算法

和具有固定精度的随机TTr1SVD算法,并从张量的分

解与还原过程中分析了r项逼近算法和提出的两个算

法的计算成本,最后给出了数值算例,验证了算法在数

据近似和压缩方面的性能。

1 基础知识

在本节,我们介绍本文中使用的定义和符号。用

小写字母x,y,z…表示标量;用黑体小写字母x,y,z
…表示向量,xi 为向量x的第i个元素;用黑体大写字

母X,Y,Z…表示矩阵,xi 表示矩阵X 的第i个列向
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量;用X-,Y-,Z-…表示张量,xijk 是张量X- 的第i,j,k  个

元素。运算符vec·  ,nnz·  ,diag ·  分别表示将

矩阵或张量拉直成一个列向量,将向量、矩阵或张量的

非零元素取出并按列向量排列,将向量元素作为对角

元素变形为对角矩阵。
张量的纤维

 

(Fiber)
 

指除了某一维度外,固定其他

所有维度的下标后抽取得到的向量。张量的切片
 

(Slice)指除了某两个维度外,固定其他剩余维度后抽

取出的二维子数组。对于三阶张量X- 而言,它有三个

模态的纤维,分别记为X-i:k,X
-
:jk,X

-
ij:;有水平切片、侧

面切片和正面切片三种切片,分别表示为X-i::,X
-
:j:,

X-::k。为方便起见,我们有时使用MATLAB符号来表

示矩阵或张量的子部分。例如,X-i::=X- i,:,:  表示

张量的第i个水平切片,Xi,:  表示矩阵的第i行。

定义1(张量矩阵化)[4]
 

张量X-∈R
I1×I2×…×IN 的

 

n模态

矩阵化或称为
 

n
 

模态展开,是一种重新组织张量元素

的操作:把张量的第n模态的纤维作为列向量按照顺

序排列形成一个新矩阵,并记为
 

X(n)。

定义2(内积)[4,8]
 

两个张量X-,Y-∈R
I1×I2×…×IN 的内积

定义为

<X-,Y->=∑
I1

i1=1
∑
I2

i2=1
…∑

IN

iN=1
xi1i2…iNyi1i2…iN

。

如果两个张量的内积为0,我们称它们为正交的。张量X-

的Frobenius
 

范数为‖X-‖F=<X
-,X->

1
2,简称为F范数。

定义3(秩-1张量)[4]
 

一个张量X-∈R
I1×I2×…×IN

 

被称为

秩-1张量,指的是它可以表示为
 

N
 

个向量的外积:
X-=a(1)􀳱a(2)…􀳱a(N),

其中每个元素为X-i1i2…iN=a
(1)
i1a

(2)
i2
…a(N)

iN
。

2 张量序列秩-1奇异值分解

TTr1SVD是一个类似于CP分解的秩-1张量分解

算法,但与CP分解寻求最小求和项来获得张量的CP
秩不同,TTr1SVD是基于矩阵奇异值分解可以迅速获

得秩-1张量数量上限的确定性计算过程。具体来说,
TTr1SVD算法连续计算从张量变形而成矩阵的SVD。
整个过程形成了一个树状结构,不同的分解顺序可以

得到不同数量的秩-1项。

以三阶张量为例,设X-∈R
n1×n2×n3,张量的阶数

d=3,它等于树的层数。假设分解顺序ρ=[1,2,3]。
在第一阶段,我们在第0层节点上使用运算符reshape
将张量重塑为n1×n2n3的矩阵X1:

X1=reshapeX-,n1,n2n3    , (1)
这一步等价于将张量按照第一模态展开得到矩阵

X(1),然后计算其经济型SVD:

X1=U1S1VT
1。 (2)

将第一次SVD得到的奇异值
 

(即矩阵S1 的对角线元

素)记为σ1,…,σr1
,其中r1=minn1,n2n3  ,得到的奇

异值数等于第1层的节点数。在第二阶段,将V1 的每

个列向量vi 再次重塑为一个矩阵V~i∈R
n2×n3,

V~i=reshapevi,n2,n3    , (3)

并计算V~i 的SVD,如

V~i=U1iS1iVT
1i, (4)

重复这个操作,直到计算出第2层所有叶节点对应的

奇异值,即σ11,…,σij,…,σr1r2
,其中r2=minn2,n3  ,

i=1,…r1,j=1,…r2。如图1所示。

图1 TTr1SVD算法的树状表示

Fig.1 Tree
 

representation
 

of
 

TTr1SVD
 

algorithm

  任意矩阵进行SVD后可改写为秩-1项的和的形

式,X- 可表示为

X- =∑
r1

i=1
∑
r2

j=1
σiσij􀳱ui􀳱uij􀳱vij, (5)

式中ui、uij、vij 分别是U1、U1i、V1i 的列向量。下面给

出关于三阶张量TTr1SVD的定义

定义4[9] 
 

设X-∈R
n1×n2×n3,分解顺序为ρ=[1,2,3]。

则X- 的TTr1SVD是

X- =∑
N

r=1
σ~rx(1)

r 􀳱x(2)
r 􀳱x(3)

r , (6)

其中σ~r 是分解结果中秩-1张量的权重,因此可记为X-

的奇异值;x(1)
r ∈R

n1,x(2)
r ∈R

n2,x(3)
r ∈R

n3 是分解产生

的列向量;N 是产生的秩-1张量的数量,与张量的各个

维度有关,具体表现为

N=
n1×minn2,n3  , n1<n2n3

n2n3×minn2,n3  ,n1≥n2n3 
 

。

结合公式(5)、(6)和图1可知,σ~r 是沿每个分支所有叶

子结点奇异值的乘积,即σ~r=σiσij,r=ij;
 

x(1)
r 是第0

层父节点进行SVD产生的左奇异向量ui;x(2)
r 和x(3)

r

分别是是第1层叶子节点上进行SVD产生的左奇异

向量uij 和右奇异向量vij。树的第k层的节点数量

rk=minnk,∏
3

i=k+1
ni  

 

(k=1,2),

分解得到的项的数目是所有的叶子节点的数目N =

191
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rk。

推论1 设X-∈R
n1×n2×n3,(2)式是X- 的TTr1SVD,则

‖X-‖2F=σ
~2
1+…+σ~2N =∑

r1

i=1
∑
r2

j=1
σiσij  2=∑

r1

i=1
σi
2。

证明 由(6)式可得
 

‖X-‖2F=‖∑
N

r=1
σ~rx(1)

r 􀳱x(2)
r 􀳱x(3)

r ‖
2

F=

∑
N

r=1
σ~2r‖x(1)

r 􀳱x(2)
r 􀳱x(3)

r ‖
2

F
。

由于分解产生的每个外积的F范数都为1,所以第一个

等号成立;由(5)式可知,σ~r=σiσij,所以第二个等号成

立,由(3)和(4)式可知σij(
 

j=1,…,r2)是矩阵V~i 的奇

异值,则∑
r2

j=1
σ2ij=‖V~i‖2F=‖vi‖2F,因为单位向量vi

的F范数为1,所以推论中第三个等号成立。证明毕。
2.1

 

矩阵表示

记Rtot=∑
R

i=1
Li,Li=rankV~i  ,R=rank(X1)。

根据(2)和(4)式的结果定义

X(2)
i = ui1,…,uiLi  ∈R

n2×Li,

X(2)= X(2)
1 ,…,X(2)

R  ∈R
n2×Rtot,

X(3)
i =vi1,…,viLi  ∈R

n3×Li,

X(3)= X(3)
1 ,…,X(3)

R  ∈R
n3×Rtot,

x(1)
r =ur∈R

n1,

并用一个r2×r1 的矩阵S的列si 存放r2 个σ~r,满足

sji=σiσij 且σiσi1≥σiσi2≥…≥σiσir2
,则

X(1)
i = nnzsi  T􀱋ui  ∈R

n1×Li,

X(1)= X(1)
1 ,…,X(1)

R  ∈R
n1×Rtot。

由以下的矩阵表示[3]

X1
T= vecX-1::  ,…,vecX-n1::    =

X(3)☉X(2)  X(1)T∈R
n2n3×n1,

其中“☉”表示矩阵的Khatri-Rao积[4]。由此,我们还

可以利用这些矩阵单独地表示出张量的每个切片,如
χi::=X(2)diagXi:

(1)  X(3)T。
进一步分析,还可以得出类似于 Lr,Lr,1  分解的表达

形式[15]。

推论2 设X-∈R
n1×n2×n3,分解顺序为ρ=[1,2,3]。则

X- 的TTr1SVD是

X-=permute(X
-􀮨,3,1,2  )∈R

n1×n2×n3,

X-􀮨 =∑
R

i=1
Hi􀳱x(1)

i ∈R
n2×n3×n1,

式中 Hi=X(2)
i diagnnzsi    X(3)T

i ,Li=rankHi  ,

X(2)
i ,X(3)

i 是列正交矩阵,x(1)
i 是单位向量且与x(1)

j
 (i≠

j)
 

正交。nnzsi  的使用保留了分解产生的非零奇异

值,节省了存储奇异值所需的时间。
 

注1 运算符permuteX-,order  定义为重新排列张量

X- 的维数,是它们按照向量order的指定顺序排列。重

排产生原因是外积元素相乘的顺序为ρ'=[2,3,1]。
若分解顺序为ρ=[3,1,2],则还原张量时无需重排。
2.2

 

固定精度的截断TTr1SVD
Eckart-Young定理[16]表明一个矩阵的最优秩-k

近似可以用秩-k截断的SVD来构造。类似地,一个张

量的r项近似可以通过截断(6)式的前r项来计算。

引理1(r项逼近)
 [11] 令X-∈R

n1×n2×n3,(6)式是X- 的
 

TTr1SVD分解,设X-r 是TTr1SVD分解的r项逼近,
则

‖X--X-r‖F= σ~2r+1+…+σ
~2
N,

式中σ~1≥σ
~
2≥…≥σ

~
N。

事实上如果我们确定了一个误差􀆠,则项的最小数

目r由以下要求来确定

σ~2r+1+…+σ
~2
N≤≤􀆠2

 

或
 

σ~2r+…+σ
~2
N>􀆠2 (7)

这意味着在进行r项逼近时,需要将张量X- 的奇异值

重新排序,且逐项计算达到精度时所需要的项数,还原

时还要找到每个奇异值所对应的外积,这无疑是费力

且耗时巨大的,且不能用推论2进行矩阵表示。因此,
我们试图寻找一种更简便的方法。

假设X-r 的奇异值分别取自S中每列si 的r2i 个元

素,若r2i=0,则该列的元素全部舍去,设有l列全部舍

去,结合推论2进一步分析截断误差可得

‖X- -X-r‖2F=‖X
-‖2F-‖X

-
r‖2F=∑

r1

i=1
σi
2∑

r2i

j=1
σij

2=

σπ1
2+…+σπl

2

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁
􀆠21

+∑
r1

πi=l+1
σπi

2 ∑
r2

j=r2πi
+1
σπij

2

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁
􀆠22

, (8)

式中πi(i=1,…,r1)表示按照舍去项数从多到少对每

列奇异值重新排序。根据(7)和(8)式,截断TTr1SVD
的误差来自计算X1 的SVD时,选取l项σi 进行舍弃

产生的误差􀆠1和计算r1-l个V~πi 的SVD时,进行r2πi
项σij 截断时产生的误差和􀆠2。若􀆠21+􀆠22≤􀆠2,则‖X

--

X-r‖2F≤􀆠2。
然而,在不进行排序的情况下,精确选取需要舍去

的l个奇异值是非常困难的。因此,我们设计了具有固

定精度的截断TTr1SVD算法
 

(δ-TTr1SVD),在不需

要复杂排序的情况下实现了近似张量X-r 的快速计算,
且仍然可以表示成推论2的形式。

对于给定误差􀆠,首先对X1进行􀆠-截断
 

SVD,使得

X1=U'1S'1V'T1+E1,‖E1‖F=􀆠'1≤􀆠,r'1=rank􀆠(X1);

291
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此时第1层叶子节点总数更新为r'1,U'1,V'1 分别对

应U1,V1的前r'1列,S'1的对角线元素为σ1,…,σr'1
。

注意到对第1层每个节点需满足

􀆠22i=σi
2∑

r2

j=r2i+1
σij

2,

将􀆠2i 更新为􀆠2i=􀆠2i/σi。接下来对V~i,i=1,…,r'1 依

次进行􀆠2i-截断
 

SVD,使得

V~i=U'1iS'1iV'T
1i+E1i,

‖E1i‖F=􀆠'2i≤􀆠2i,r'2i=rank􀆠2i(V
~
i)。

 

此时,第2层叶子节点总数即分解产生的秩-1项的数

量更新为N1=∑
r'1

i=1
r'2i,U'1i,V'1i分别对应U1i,V1i的前

r'2i 列,S'1i 的对角线元素为σi1,…,σir'2i
。

注2 对于给定的矩阵X,其􀆠-rank定义为所有满足

‖X-X~‖≤􀆠的矩阵X~ 中rankX~  的最小值,记为

rank􀆠(X);其􀆠-截断
 

SVD(􀆠-truncated
 

SVD),定义为对

矩阵X 的SVD进行rank􀆠(X)项截断操作。

若􀆠'21+∑
r'1

i=1
σ2i􀆠'22i≤􀆠,则‖X

- -􀭺X
︿
‖2F≤􀆠2。这就产

生了一个解决固定精度问题的框架,即算法1。若想得

到相对误差为δ的􀭺X
︿
,则误差􀆠=δ‖X-‖F。下面证明

算法1的正确性。

定理1 设􀭺X
︿
是由算法1得到的X- 的具有固定精度δ

的近似张量,则

‖X--􀭺X
︿
‖2F≤δ2‖X

-‖2F。
证明 由推论1和推论2可得

‖X- -􀭺X
︿
‖2F=‖X

-‖2F-‖􀭺X
︿
‖2F=

∑
r1

i=1
∑
r2

j=1
σiσij  2-∑

r'1

i=1
∑
r'2i

j=1
σiσij  2=

σ2r'1+1+…+σ2r1  +∑
r'1

i=1
∑
r2

j=r'2i+1
σiσij  2。

算法1的第4步和第9步将两部分误差表示为

‖X- -􀭺X
︿
‖2F=􀆠21+∑

r'1

i=1
σ2i􀆠'22i≤􀆠21+∑

r'1

i=1
σ2i􀆠22i=􀆠21+􀆠22

由􀆠=δ‖X-‖F 和算法第5步:􀆠21+􀆠22=􀆠2,可得到想要

的结果。证明完毕。
由算法1的第7步可以看出对于第1层的每个节

点采取了截断误差平均分配的方法。为了减少项数

R,还可以使用动态分配误差的方法,粗略的想法是在

循环内完成误差的更新:􀆠22=􀆠2-􀆠21-􀆠'22i,并在第7步重

新分配误差:􀆠22i=􀆠22/ r1-i+1  S21(i,i)  。

算法1:δ-TTr1SVD

输入:X-∈R
n1×n2×n3,固定精度δ

输出:
 

X(2)∈R
n2×N1,

 

X(3)∈R
n3×N1,

 

X(1)∈R
n1×r1,S∈

R
r2×r1

1 确定误差􀆠:‖X--􀭺X
︿
‖F≤δ‖X

-‖F=􀆠;
2 初始化每层节点个数:r1=minn1,n2n3  ,

 

r2=
minn2,n3  ;

3 X1=reshape(X
-,n1,n2n3  );

4 计算􀆠-截断
 

SVD:X1=U1S1VT
1+E1,‖E1‖F=

􀆠1≤􀆠,r'1=rank􀆠(X1);

5 更新r1=r'1,􀆠2:􀆠22=􀆠2-􀆠21;
6 For

 

i=1
 

to
 

r1
7  分配􀆠2i:􀆠22i=􀆠22/r1S21(i,i)  ;

8  V~i=reshape(V1(:,i),n2,n3  );

9  计算
 

􀆠2i-截断
 

SVD:
 

V~i=U1iS1iVT
1i+E1i,

‖E1i‖F=􀆠'2i≤􀆠2i,r'2i=rank􀆠2i(V
~
i);

10  X(2)
i =U1i,X(3)

i =V1i,x(1)
i =U1(:,i);

11  For
 

i=1
 

to
 

r'2i
12   S(j,i)=S1(i,i)S1i(j,j)
13  end
14 end

3 固定精度的随机TTr1SVD

随机算法在规模较大矩阵的低秩逼近中起着关键

作用。本节回顾低秩矩阵近似中的固定精度问题,提
出固定精度的随机TTr1SVD

 

(δ-RTTr1SVD)
 

算法。
最后通过讨论张量的分解与还原过程得出算法的计算

成本。
3.1

 

固定精度的随机SVD
随机化技术的一个基本思想是使用随机投影来近

似一个矩阵的主子空间。对于m×n m≥n  的矩阵

A,
 

A 乘以具有k+s列的随机高斯矩阵Ω 得到Y=
AΩ,其中s为过采样参数,通常为较小的整数。对Y
进行QR 分解后得到正交矩阵Q,即为矩阵的近似子空

间的正交基相乘的正交矩阵,则A≈QQTA=QB。此

类算法最早在文献[10]中提出,我们称之为randQB算

法。
低秩矩阵近似中固定精度问题是指寻找尽可能小

的Q 和B,使得‖A-QB‖F≤􀆠,􀆠为给定误差。文献

[9]中提出randQB算法变体,适用于固定精度问题。
随后在文献[10]的算法2中进行了改进,假设它可以

被调用为 Q,B  =randQB_EI(A,δ,b,q),其中A 是

要近似的矩阵,δ为给定相对误差。b表示分块大小,
用来确定选取随机高斯矩阵的列数,根据矩阵大小进

行调整。q为迭代参数,用来将算法中的投影步骤Y=
AΩ 被替换为Y= AAT  qAΩ,在许多应用中,q=1时
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算法已经达到了足够的精度。若继续对得到的低秩矩

阵B 进行SVD,B=U'SVT,A≈USVT 其中U=QU'。
上述过程我们称之为具有固定精度的随机SVD算法,
记为δ-RSVD。
3.2

 

固定精度的随机TTr1SVD
现在我们将矩阵层面的随机算法推广到张量层

面。最直接的方法就是将δ-RSVD应用到TTr1SVD
算法的r1+1次SVD中,这种应用在算法1中很容易

实施,而推广的关键在于相对误差δ的分配。根据算

法1,若想得到相对误差为δ的􀭺X
︿
,则误差􀆠=δ‖􀭺X‖F。

第一次δ1-RSVD是对X1 进行近似,由
 

(1)式得

‖X-‖F=‖X1‖F,则δ1=δ,此时

X1≈X
~
1=Q1B1=U

︿
1S
︿
1V
︿
1
T,r

︿
1=rank(S

︿
1);

第1层的叶子点数更新为r
︿
1。接下来对V

︿
i 的每列重塑

为矩阵V~i,依次进行r
︿
1 次δ2i-RSVD,每次分配误差为

􀆠22i= (‖X1‖2F-‖X
︿
1‖2F  /r

︿
1 )S

︿2
1ii,由 于 􀆠22i =

δ22i‖V
~
i‖2F,V

~
i 是由单位向量重塑而来,则􀆠22i=δ22i,此时

V~i≈􀭾V
︿

i=Q1iB1i=U
︿
1iS
︿
1iV
︿T
1i,r

︿
2i=rank(S

︿
1i);

第2层叶子节点总数即分解产生的秩-1项的数量更新

为N2=∑
r︿1

i=1
r
︿
2i。

随机算法依旧可以保持原分解的结构,只需将算

法1的所有􀆠-截断SVD全部替换为δ-RSVD,即可得

到δ-RTTr1SVD算法,记为算法2。由推论1、定理1
和引理1分析算法2产生的近似张量的误差与张量奇

异值之间的关系,可以得到定理2。

定理2 设􀭺X
︿
是由算法2得到的X- 的具有固定精度δ

的近似张量,则

‖X- -􀭺X
︿
‖2F≤δ2∑

N

i=1
σ~2i <∑

N

r
σ~2r。

其中σ~i 为X- 按照降序排列的第i个奇异值,r为X- 进

行r项逼近算法时得到的具有固定精度δ的秩-1张量

项数。
3.3

 

算法的计算成本和存储成本

TTr1SVD的分解过程主要是由分解需要的SVD
的次数决定的。而随机算法大大减少了分解所需要的

时间。由上文可知δ-TTr1SVD进行r'1+1次SVD,

产生的秩-1项为N1,δ-RTTr1SVD进行r
︿
+1次RS-

VD,产 生 的 秩-1 项 为 N2。
 

张 量 还 原 的 过 程 是

TTr1SVD的逆过程,我们有两种方法可以得到还原张

量:一种将定义4的TTr1SVD表达形式中的各列向量

依次进行克罗内克
 

(Kronecker)
 

积[5]之后,将得到的

列向量重塑为原始维数的张量并逐项相加;另一种为

利用推论2的表达形式,进行矩阵与向量外积运算并

逐步相加,分情况进行置换运算。r项逼近算法无法表

示出推论2的形式,所以采用前者进行还原,假设r项

逼近的秩-1项为 N,则要进行 N 次张量加法;δ-
TTr1SVD和δ-RTTr1SVD用后者进行还原,需要进

行的张量加法缩减为r'1、r
︿
次。

表1给出了δ-TTr1SVD、δ-RTTr1SVD以及r项

逼近方法的计算成本和存储成本。而张量的计算成本

又包括了分解成本和还原成本。为了更直观的展示,
我们只记录主要计算成本,假设张量的三个维度相等,
即n1=n2=n3=n。

表1 三种算法计算成本和存储成本的比较

Table
 

1 Comparison
 

of
 

the
 

computational
 

and
 

storage
 

costs
 

of
 

the
 

three
 

algorithms

算法

Algorithm

分解成本

Decomposition
 

costs

还原成本

Reduction
 

costs

存储成本

Storage
 

costs

r项逼近

r
 

term
 

approximation
n4+r1n3 2Nn3 N(3n+1)

δ-TTr1SVD n4+r'1n3 2r'1n3+N1n2 N1(2n+1)+r'1n

δ-RTTr1SVDr
︿
1n3+N2n2 2r

︿
1n3+N2n2 N2(2n+1)+r

︿
1n

4 数值算例

在本节我们通过数值算例对提出的δ-TTr1SVD、
δ-RTTr1SVD算法与TTr1SVD算法r项逼近算法(r-
TTr1SVD)进行比较,充分验证两种算法在数值近似和

数据压缩方面的性能和优势。此外,为评估所提出的

随机算法的优势,我们还与文献[14]中提到自适应随

机高阶奇异值分解算法(Adaptive
 

R-HOSVD)
 

和自适

应随机顺序截断高阶奇异值分解算法(Adaptive
 

R-
STHOSVD)进行了比较。所有的计算基于 Matlab

 

Tensor
 

Toolbox[17]。所有的实验进行三次且取平均值

作为实验结果。
由算法1和算法2可知,固定精度的张量分解所得

秩-1项的数目
 

(N)
 

不仅依赖于阶数的排序,还与奇异

值的分布有关。“累积奇异能量”表示奇异值与所有奇

异值总和的累计和,其分布是描述奇异值与所有奇异

值总和的曲线,通常称为奇异能量的分布[18]。压缩率
 

(Ratio)
 

定义为原张量元素数与分解后所需元素数之

比。
例1 我们利用高光谱图像Salinas①探究分解顺序与

① https://www.ehu.eus/ccwintco/index.php?title=Hyperspectral_

Remote_Sensing_Scenes#Salinas
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奇异值的分布对算法的影响。该图像是由512×217
像素和224个光谱波段组成,记为X-∈R512×217×224。三

阶张量的后两个阶数的顺序不会影响TTr1SVD,所以表

2只展示了对分解顺序为ρ1=[1,2,3],ρ2=[2,1,3],

ρ3=[3,1,2]进行分解时间t1、还原时间t2、秩-1项数

量N、压缩率ratio在固定精度δ=0.05下的比较。δ-
RTTr1SVD

 

用到的参数为 b1,b2  =[40,30],q=1。

图2展示了X- 分别沿三个分解顺序展开第一次形成矩

阵的奇异能量分布。由图2可知,张量在分解顺序为

ρ3的情况下,X3 的奇异值能量累计到1的速度最快,
X2次之。

表2 三种算法的结果比较

Table
 

2 Comparison
 

of
 

the
 

results
 

of
 

the
 

three
 

algorithms

ρ
算法

Algorithm

分解

时间

Decomposition
 

time
 

t1/s

还原

时间

Reduction
 

time
 

t2/s

秩-1
项数

Number
 

of
 

rank-1
 

terms

压缩率

Ratio

r-TTr1SVD 10.51 13.76 180 144.92

ρ1 δ-TTr1SVD 4.09 0.55 387 120.29

δ-RTTr1SVD 1.19 0.94 760 66.39

r-TTr1SVD 6.49 8.81 116 224.89

ρ2 δ-TTr1SVD 3.31 0.83 352 92.37

δ-RTTr1SVD 1.17 1.03 620 40.56

r-TTr1SVD 6.88 9.14 111 235.02

ρ3 δ-TTr1SVD 2.75 0.27 126 248.99

δ-RTTr1SVD 1.02 0.31 160 211.85

图2 张量X- 沿三个方向展开的累计奇异能量的分布

Fig.2 The
 

distributions
 

of
 

accumulative
 

singular
 

energy
 

of
 

the
 

tensor
 

X-
 

unfolded
 

along
 

the
 

three
 

directions

  由表2可得,三种算法在三种分解顺序下产生的

秩-1项 数 量 依 次 增 加,在 ρ1、ρ2 分 解 顺 序 下,
δ-TTr1SVD和δ-RTTr1SVD虽然产生的秩-1项数较

多,但仍然比r项逼近的时间少得多,且压缩率不随项数

的增加成比例下降,在一定程度上说明提出的算法的有

效性;在ρ3分解顺序下产生的秩-1项数与r项逼近产生

的秩-1项数最接近,与其他分解顺序相比,产生的秩-1
项数最少,在保持良好压缩率的同时,大大缩短了分解时

间和还原时间,其中分解时间的加速比分别为2.5和6.7
倍

 

,还原时间的加速比分别为33.8和29.5倍。
 

例2  本例从腾讯视频上截取了一段关于萝卜生长的

延时拍摄视频①。每帧构成视频张量的
 

RGB
 

图片又可

以视为234×423×3的张量,加上视频本身150帧,从而

视频所有数据整体视为4
 

维张量Z-􀮨
 

∈R234×432×3×150。为

简化计算,将张量Z-􀮨
 

的第3和第4维度进行合并,即Z-=

reshape(Z
-􀮨,[n1,n2,n3n4]),从而得到234×432×450

的三阶张量Z-。通过设置不同精度对Z- 进行分解,并
且将分解得到的不同数量的秩-1张量进行还原,得到

还原张量􀭺Z
︿
,即可得到不同清晰度的视频。将运行总时

间记为ttot,用峰值信噪比(Peak-signal-to-noise
 

ratio,
PSNR)来衡量视频图像帧在进行上述处理前后的差

别。PSNR的单位是dB,数值越大表示失真越小。一般

来说,如果
 

PSNR
 

的值高于
 

40
 

dB,则说明还原出来的帧

图像的效果十分接近原始帧图像,30~40
 

dB,则表示还

原图像的失真虽然可以被察觉,但仍然可以接受;若在

20~30
 

dB
 

则说明图像质量差;当PSNR
 

低于
 

20
 

dB
 

图像

不可接受。PSNR的公式:

PSNR=20log10
max(Z-)
MSE  ,

其中MSE为张量的均方差,MSE=
‖Z--􀭺Z

︿
‖2F

n1×n2×n3
。由图

3的曲线斜率可知Z3 的奇异值能量累计速度最快,所
以设定分解顺序为ρ3=[3,1,2]。δ-RTTr1SVD用到

的参数为 b1,b2  =[40,30],q=1。
  表3展示了三种算法在不同精度下的运行总时

间、PSNR、秩-1项的数目以及压缩率。δ-TTr1SVD和

δ-RTTr1SVD的运行时间远远小于r项逼近,主要体

现在固定精度为:在δ=0.05的加速比分别为7.0和

20.1倍,在δ=0.03的加速比分别为6.4和15.0倍。
在同一精度三种分解产生的秩-1项虽然差距很大,但
并没有导致压缩比率大幅下降,说明算法的有效性。
值得注意的是,在δ=0.03时δ-RTTr1SVD产生的秩-

① https://v.qq.com/x/page/v3237ztwzs7.html
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图3 张量Z- 沿三个方向展开的累计奇异能量的分布

Fig.3 The
 

distributions
 

of
 

accumulative
 

singular
 

energy
 

of
 

the
 

tensor
 

Z-
 

unfolded
 

along
 

the
 

three
 

directions

1项少于δ-TTr1SVD,其原因在于算法在进行第一次

随机SVD时,产生的右奇异向量在进行第二次随机

SVD时产生的奇异值能量分布情况比算法1要好。这

从侧面反映出随机算法的稳定性。
  图4将视频原图像与在不同精度下的还原图像进

行对比,以δ-RTTr1SVD为例,δ=0.1时,图像出现重

影质量很差;δ=0.05时,图像中的叶子边缘较模糊,但
在可接受的范围内;δ=0.03时,图像与原图差别不大,
说明图像的还原效果很好。综上所述,基于δ-RT-
Tr1SVD给出的视频压缩效果最好,δ-TTr1SVD优于

r项逼近。

表3 三种算法的结果比较

Table
 

3 Comparison
 

of
 

the
 

results
 

of
 

the
 

three
 

algorithms

δ
算法

Algorithm

总时间

Total
 

time
ttot/s

峰值

信噪比

PSNR

秩-1项数

Number
 

of
 

rank-1
 

terms

压缩率

Ratio

r-TTr1SVD 35.67 28.81 116 351.07

0.1 δ-TTr1SVD 7.03 29.63 294 228.82

δ-RTTr1SVD 2.64 30.56 360 186.99

r-TTr1SVD 104.56 34.43 631 64.54

0.05 δ-TTr1SVD 14.97 34.65 1
 

531 44.21

δ-RTTr1SVD 5.20 35.52 1
 

840 36.80

r-TTr1SVD 173.58 39.51 1
 

693 24.05

0.03 δ-TTr1SVD 26.96 39.60 5
 

366 12.67

δ-RTTr1SVD 11.61 40.53 4
 

140 16.38

图4 不同固定精度下的压缩图像与原图的比较

Fig.4 Comparison
 

of
 

compressed
 

image
 

with
 

original
 

image
 

under
 

different
 

fixed
 

precision
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例3 本例利用例1的张量X-∈R512×217×224和例2的张

量Z-∈R234×432×450进行了在相同处理顺序ρ3=[3,1,2]
和精度δ 的情况下,设置不同参数时δ-RTTr1SVD,
Adaptive

 

R-HOSVD和Adaptive
 

R-STHOSVD算法的比

较。为了方便比较,我们设b1=b2=b,q1=q2=q。
表4展示了三种张量随机算法的分解时间、秩-1

项数和压缩率。从表4可以看出,在δ相同时改变参

数 b 和 q,对 Adaptive
 

R-HOSVD 和 Adaptive
 

R-STHOSVD两种算法的影响较大,主要体现在b增

大时,虽然时间会减少,但秩-1项数会大幅度增加,压
缩率减小,q增大时,时间会增加,秩-1项数改变不大,
而δ-RTTr1SVD算法依然能保持较短的分解时间、较

少的秩-1项数和较高的压缩率,这证明了我们所提算

法的稳定性。对于张量X-,
 

δ-RTTr1SVD分解时间与

Adaptive
 

R-STHOSVD相差不大,但压缩率最高为后

者的2.65倍。对于张量Z-,我们发现δ-RTTr1SVD在

δ=0.1时,压缩率比另外两种算法高。在δ=0.05时,
在压缩率相差不大的情况下,δ-RTTr1SVD在时间和

秩-1项数上仍然比Adaptive
 

R-HOSVD具有优势。对

于两个张量的实验结论不同,是X- 与Z- 在第三个维度

展开为矩阵时的奇异值能量累计速度不同导致的,具
体原因留给以后研究。综上所述,在同一精度下,
δ-RTTr1SVD具有一定稳定性,可以更好地规范张量

秩。

表4 三种随机算法的结果比较

Table
 

4 Comparison
 

of
 

the
 

results
 

of
 

the
 

three
 

randomized
 

algorithms

张量

Tensor
δ

参数

Parameters

δ-RTTr1SVD

分解时间

Decomposition
 

time
t1/s

秩-1项数

Number
 

of
 

rank-1
 

terms

压缩率

Ratio

Adaptive
 

R-HOSVD

分解时间

Decomposition
 

time
t1/s

秩-1项数

Number
 

of
 

rank-1
 

terms

压缩率

Ratio

Adaptive
 

R-STHOSVD

分解时间

Decomposition
 

time
t1/s

秩-1项数

Number
 

of
 

rank-1
 

terms

压缩率

Ratio

b=5,q=1 0.98 495 68.66 13.02 369
 

750 46.60 0.91 325
 

000 51.47

X- 0.02
b=20,q=1 1.19 480 70.80 6.98 832

 

000 24.78 0.84 728
 

000 27.77

b=5,q=2 0.97 410 81.84 19.06 350
 

000 48.73 1.25 306
 

250 53.97

b=20,q=2 1.27 460 73.86 9.21 728
 

000 27.77 1.24 728
 

000 27.77

Z-
0.1 b=40,q=1 1.62 360 186.99 4.27 256

 

000 138.99 1.12 256
 

000 138.99

0.05 b=40,q=1 1.87 1
 

520 44.50 7.85 672
 

000 58.42 1.48 576
 

000 67.50

5 结语

在本文中,我们给出了TTr1SVD的不同表达形

式,并改进了r项逼近算法,提出了一种高效的具有固

定精度的截断TTr1SVD算法,验证了其准确性。在此

基础上,设计了具有固定精度的随机TTr1SVD算法,
将最新的随机化策略推广到张量分解上。同时,还比

较了提出的算法与原始的近似方法的计算成本和存储

成本。此外,我们还用数值算例验证了算法在图像与

视频压缩方面的有效性。
针对如何有效减少算法产生的正交秩-1项的问

题,我们可以使用稀疏字典表示方法[19]表示张量分解,
然而我们需要克服表示方法不唯一的问题。未来,我
们将继续探索TTr1SVD在其他领域的应用。
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Minghui,
 

Xie
 

Pengpeng
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of
 

China,
 

Qingdao
 

266100,
 

China)

Abstract: The
 

tensor-train
 

rank-1
 

SVD
 

(TTr1SVD)
 

naturally
 

generalizes
 

the
 

singular
 

value
 

decomposition
 

(SVD)
 

to
 

the
 

tensor
 

scenario,
 

which
 

decomposes
 

an
 

arbitrary
 

real
 

tensor
 

into
 

a
 

finite
 

sum
 

of
 

orthonormal
 

rank-1
 

outer
 

products.
 

Based
 

on
 

its
 

excellent
 

properties
 

such
 

as
 

orthogonal
 

rank-1
 

outer
 

product
 

terms
 

with
 

known
 

upper
 

limits
 

of
 

number
 

and
 

easy
 

quantification
 

of
 

truncation
 

errors,
 

this
 

paper
 

first
 

gives
 

an
 

expression
 

that
 

is
 

conducive
 

to
 

tensor
 

decomposition
 

and
 

reduction,
 

and
 

proposes
 

a
 

truncated
 

TTr1SVD
 

algorithm
 

that
 

maintains
 

the
 

decomposition
 

form,
 

which
 

greatly
 

reduces
 

the
 

computational
 

cost
 

while
 

fixing
 

the
 

accuracy.
 

Motivated
 

by
 

the
 

development
 

of
 

randomized
 

methods
 

of
 

low-rank
 

matrix
 

approximations,
 

this
 

paper
 

also
 

develops
 

an
 

efficient
 

randomized
 

TTr1SVD
 

algorithm
 

for
 

fixed
 

precision
 

problems.
 

Finally,
 

numerical
 

examples
 

are
 

given
 

to
 

demonstrate
 

the
 

promise
 

of
 

the
 

proposed
 

algorithm
 

in
 

data
 

approximation
 

and
 

compression.
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random-
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