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摘要 真空在超强外场的作用下可以产生正负电子对, 即能量可以转化为质量, 其产生过程对于理解物质的诞

生具有重要意义. 近年来, 随着超短超强激光技术的快速发展, 激光场强度正在逐步接近 Schwinger 阈值, 这促

使不同研究方法与技术被应用于真空中粒子对产生的理论与数值模拟之中. 其中 Quantum Vlasov Equation
(QVE)方法主要用来求解空间均匀含时变化超强场下真空中正负电子对产生的情况, 本文综述了 QVE 方法的提

出与发展以及研究进展, 并对其中具有代表性的工作进行了介绍, 相关工作不仅可以为未来开展的验证实验提

供有价值的理论依据, 同时也有助于对反物质的研究和对极端条件下宇宙形成过程的理解.

关键词 QVE, 正负电子对, Schwinger 极限

PACS: 34. 50. Rk, 03. 65. –w, 12. 20. –m

1 引言

真空在超强外场的作用下变得不再稳定, 正负

电子对在其中会被源源不断地产生, 从而实现能量

到质量的转化 , 这是由量子电动力学 (quantum
electrodynamics, QED)所预言的: 即纯粹能量形式的

电磁场(强场)可以在没有物质存在的真空中产生正

负电子对.

这一举世瞩目的预测最早是由 Sauter 在 1931 年

提出的[1], 这一想法后来在 1951 年被 Schwinger 从理

论上证实[2], 其在场论的框架下用固有时方法推导出

了正负电子对产生率的表达式, 以及提出了临界场

强的概念: 恒定外部电场 E下的粒子对产生率为 R
exp(-Ecr/E), 其中临界场强Ecr ≈ 1.32×1016 V/cm. 同时
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Schwinger 指出当外部场强超过临界场强时, 真空便

不再稳定, 将会自发地产生正负电子对. 这一机制本

质上是 Dirac 海[3]在超强外场作用下正负能态发生交

叠, 导致填满 Dirac 海的电子从负能海隧穿进入正能

连续态中, 这样在负能海中就会留下一个“空穴”, 从

而实现正负电子对的产生.

图 1 近代物理三维发展图: 三轴方向分别对应相对论(c),
量子(ħ)和强场(Ecr)[5]

Figure 1 Three-dimensional development diagram of modern p
hysics: the three axis directions correspond to relativity (c), qu
antum (ħ) and strong field (Ecr) respectively[5].

强场物理的兴起与发展离不开激光技术的快速

发展, 啁啾脉冲放大技术(chirped pulse amplification,
CPA)[4]取得的重大突破, 使得激光场强度得到快速

提高, 越来越强的激光场显著地改变了粒子动力学,
从而推动强场物理很快成为了物理学当中的一个重

要发展方向. 图 1 是由 Bulanov[5]等人提出的近代理

论物理学三维发展图[6], 该立方体是由三个正交轴来

定义的, 立方体的每个顶点都对应一个重要的物理

理论, 强场物理中的量子电动力学效应等研究内容

则对应顶点(c, ħ, Ecr), 对于真空中正负电子对产生的

研究便在此范围内.
目前实验室可以获得的极限激光场强度仍然要

比 Schwinger 场强低几个数量级[7], 这便使得研究人

员试图在理论与数值模拟方向上实现突破, 找到能

够降低真空中正负电子对产生阈值的方法, 想要用

更多前探性的理论与数值模拟研究去拓展研究方案,
为未来潜在的实验提供有价值的参考, 因为一旦可

以开展验证实验, 如何选取激光场参数和如何降低

能量消耗, 以及如何解释产生机制都需要理论工作

的配合.
真空中正负电子对产生机制主要有两种: 一种

是 Schwinger 隧穿机制, 当外部场强的能量超过 2mc2

时, Dirac 海中的电子可以通过量子隧穿到达正能态,
从而实现正负电子对的产生[8-9]; 另一种是光子吸收

效应 [10-12], 负能海中粒子可以靠吸收单个或多个光

子跃迁到正能级, 实现粒子对的产生. 为了降低粒子

对产生的阈值, 人们也提出了一些两种机制相互结

合的方法, 比如通过强场低频和弱场高频相组合的

方式达到动力学辅助效应来增强粒子对的产生密度
[13]等.

近年来对于真空中正负电子对产生的研究, 从

外部强场类型上可以分为两种情况, 分别为空间均

匀场和空间不均匀场下粒子对的产生. 在这些场中,
外部光子场的相互作用被近似为一个经典外部强场.
因为场中存在大量的光子, 根据其相互作用的不同

形式, 发展出了不同的理论技术探索正负电子对的

产生 , 这些技术包括世界线瞬子方法 [14-16]、量子

Vlasov 方程方法[17-21](quantum Vlasov equation, QVE)、
和 用 于 处 理 时 间 依 赖 和 空 间 均 匀 场 的

Dirac-Heisenberg-Wigner(DHW)方法 [22-24], 还有可以

研究空间局域化和时间变化场的计算量子场论等方

法[25-30]. 相关成果极大地加深了人们对粒子对产生

机制的理解. 这些研究方法各有其特色, 世界线瞬

子技术通过半经典路径积分, 捕捉真空量子隧穿效

应, 主导强场下粒子对隧穿产生的率计算; QVE 方

程基于相空间分布演化, 刻画空间均匀含时场中正

负电子的动力学关联与集体效应; DHW 方法通过

准概率分布函数, 自洽描述时空均匀场中真空极化

与粒子对的非平衡产生过程; 计算量子场论则直接

数值求解量子场运动方程, 揭示空间局域化与时变

场中粒子对的时空演化及量子涨落效应.
本文的结构如下: 在第 2 节我们介绍了 QVE 方

法的计算框架, 该框架允许我们计算在基于空间均

匀的激光场中正负电子对产生的状态及粒子数密度.
在第 3节中, 我们介绍了QVE方法的起源与发展, 同

时总结了基于此方法所得到的较重要的科研成果 .
第 4 节是对本工作的总结.
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2 量子 VLASOV 方程

本文采用自然单位制, 其中真空中的光速 c 和约

化普朗克常数ħ均取值为 1, 其中-e和 m分别是电子

的电荷和质量.
从 QED 拉格朗日量[31]出发:

1
4

i ieA F F
         L (1)

其中 , F A A       是场强张量 , A 是光子

场 , 度 规 张 量 (1, 1, 1, 1)g diag     , 并 采 用

Dirac 基下的γ矩阵形式.
Dirac 场的运动方程为:

( ) ( , ) , ) 0ieA t m t        x x (2)

由于矢势是空间均匀的, 所以对 Dirac 场方程作

傅里叶分解, 可以得到傅里叶模 ( , )t k 所满足的运

动方程:

0 ( , ) ( , ) 0i t m t
t

         
k k (3)

其中 k 是正则动量, ( , ) ( )t e t   k k 表示轨

道上的含时运动动量.
设傅里叶模为:

0( , ) ( , ) ( , )t i t m t
t

          
k k k (4)

带入(3)式可以得到 ( , )t k 所满足的二阶常微分方程

如下:
2

2 0 3
2 ( , ) ( ) ( , ) 0t ieE t t
t

  
 

    
k k (5)

其中
2 2 2( , ) ( , )t m t  k k †( )rd k 是总能量的平

方.
通过解上述常微分方程可以把(4)式重写为

2
†

1
( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )r r rr

r
t b u t d v t



     k k k k k (6)

其中 ( )rb k 和
† ( )rd k 分别为湮灭电子和产生正

电子算符且满足对易关系, 同时

(0 )( , ) ( , ) ( , )r ru t i t m t R
t

          
k k k

和 (7)

)0 (( , ) ( , ) ( , )r rv t i t m t R
t

           
k k k

为含时旋量.
由公式

†3( ) ( , ) ( , )H t i d x t t   x x (8)

可计算可得 Hamilton 算符对角部分 Hd(t)和非对角部

分, Hamilton 算符的非对角元说明了正反粒子对的产

生和湮灭. 为了对角化Hamilton算符, 可以引入准粒

子表象下的含时湮灭产生算符 ( , )rB tk 和
† ( , )rD tk ,

它们满足等时反对易关系[17].
粒子表象的不含时湮灭产生算符, 和准粒子表

象的含时湮灭产生算符, 可以由含时 Bogoliubov 变

换联系起来, 即

† †

( , ) ( )( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( )

r r

r r

B t bt t
D t t t d

 
 





    
    

     

k kk k
k k k k

(9)

其中 ( , )t k 和 ( , )t k 为 Bogoliubov 变换系数,

并满足关系

2 2( , ) ( , ) 1t t  k k (10)

实际上, 含时 Bogoliubov 变换等价于对傅里叶

模 ( , )t k 在不同的旋量基下的展开,
2

†

1
( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )r r rr

r
t B U t D V t



     k k k k k (11)

为了方便, 旋量基 ( , )rU tk 和 ( , )rV tk 选取与式

(7)相似的绝热基, 即

)0 (( , ) ( , ) ( , ) ( , )r rU t t t m t R         k k k kχ

和 (12)
( )0( , ) ( , ) ( , ) ( , )r rV t t t m t R          k k k kχ

其中绝热模函数定义为

 
0( , , )

3 3

( ) ( , )
2 ( , ) ( , ) ( , )

i t tet
t t k t

 
 

 

k

k
k k 

χ (13)

0
0( , , ) ( , )

t

t
t t dt t   k k 为动力学相. 从定义可

以看出, 当外场为零时, 绝热模函数可以化为平面波

解
( ) ( , )free t  k .

考虑 r=1时, 可求得 Bogoliubov变换系数 ( , )t k
和 ( , )t k :
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( ) ( )( , ) ( , )[ ( , )] ( , )t i t i t t
t

   



  


k k k kχ (14)

( ) ( )( , ) ( , )[ ( , )] ( , )t i t i t t
t

   



  


k k k kχ (15)

单粒子分布函数 ( , )rf tk 定义为产生正则动量k
和自旋为 r的准粒子的瞬时数密度, 即

†0 ( , ) ( , ) 0
( , ) lim

r r

r V

B t B t
f t

V


k k
k (16)

另外由于不考虑磁场的作用, 产生粒子的自旋

没有偏好的方向, 所以认为自旋向上的粒子数密度

与 自 旋 向 下 的 粒 子 数 密 度 相 同 , 即

1 2( , ) ( , )r rf t f t k k . 再根据 Bogoliubov 变换关系式

(9), 上述定义式可化
2( , ) ( , )rf t tk k

可求得单粒子分布函数所满足的 QVE 的积分微

分形式:
( , ) 1 ( , ) ( , )[1 2 ( , )]cos[ ( , , )]

2 r

t
rdf t W t dt W t f t t t
dt 

     
k k k k k (17)

对上式进行数值求解, 我们可以引入两个辅助

变量

0
( , ) ( , )[1 2 ( , )]cos[2 ( , , )]

t

t
t dt W t f t t t     k k k kp

和 (18)

0

( , ) ( , )[1 2 ( , )]sin[2 ( , , )]
t

t
t dt W t f t t t     k k k kq

则方程(17)可等价地转化为下列一阶常微分方程组:
( , ) 1 ( , ) ( , )

2
df t W t t
dt


k k kp

( , ) ( , )[1 2 ( , )] 2 ( , ) ( , )d t W t f t t t
dt

   
k k k k kp

q (19)

( , ) 2 ( , ) ( , )d t t t
dt

 
k k kq

p

在初始条件为 f (k, -∞)=u (k, -∞)=v (k, -∞)=0的情

况下, 通过求解方程组(24)得到单粒子动量分布函数

f (k, t), 对动量分布函数进行积分则可以得到随时间

演化的粒子数密度[21]:
3

3( ) 2 ( , )
(2 )
dn t f t


 
k k (20)

其中系数 2 来自于电子自旋产生的简并度.

3 空间均匀含时场下正负电子对产生的研

究进展

应用 QVE 对真空中空间均匀含时电场下正负电

子对产生的研究, 近年来在理论模型构建、数值方法

创新及物理机制探索方面取得了显著进展. 本节从

以下 5 个方面系统阐述国内外研究组的重要工作与

核心成果, 以期为强场量子电动力学的研究提供参

考.

3.1 量子 Vlasov 方程的理论框架与数值实现

在 QVE 的理论框架中, 方程描述了在外部电磁

场作用下粒子分布函数的演化, 考虑了量子效应对

粒子动力学的影响. 特别指出, 相对于经典Vlasov方
程, QVE 不仅包括粒子的动量分布, 还涉及到量子力

学中粒子波函数的叠加和量子统计效应. 在数值实

现方面, QVE 的解法通常依赖于粒子模拟算法和数

值离散化技术, 这些方法允许在复杂的电磁场中模

拟粒子的产生和湮灭. 表 1 为文章中涉及到的名词术

语.
表 1 术语表

Table 1 Glossary

名词 解释说明

Schwinger 隧穿机制

(Schwinger Tunnelin
g)

正负电子对通过量子隧穿从 Dirac 海负能

态跃迁到正能态的产生方式，需场强能量

超过 2mc²(m为电子质量).

Schwinger 临界场强

(Schwinger Critical
Field Ecr)

电场强度的阈值(≈1.32×10¹⁶ V/cm)，超过

此值时真空不稳定，正负电子对产生率显

著增加.
动力学辅助效应(Dyn
amical Assistance)

结合强场低频与弱场高频激光，降低粒子

对产生阈值的机制.

动态辅助 Schwinger
机制(Dynamically As
sisted Schwinger Me
chanism)

当在恒定电场基础上叠加一个高频交变

电场时，交变场会改变真空势垒的形状，

降低隧穿难度，使得粒子对产生率在远低

于 Ecr的场强下就能显著增强.

1931-1936 年 Sauter, Heisenberg 和 Euler 等人为

真空中正负电子对产生这一研究方向提供了重要的

理论依据 [1,32], 通过分析狄拉克方程在电场中的解,
揭示了量子效应如何影响产生粒子的动量, 发现了

QED 真空可以在一定的场强条件下, 通过量子隧穿

产生正负电子对, 为超强电场和粒子相互作用产生

正负电子对提供了理论支持. 这些研究为理解 QVE
的数值求解和物理意义奠定了基础, 尤其是在强场
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和相对论性情况下的应用.
2010年Thomas Heinzl等人[33]研究了在强激光背

景下正负电子对受激产生的 QED 过程. 在无限平面

波(IPW)背景下, 粒子对产生遵循特定准动量守恒条

件: q q nk k       [34-36].
对于脉冲平面波(PPW), S矩阵元的表达式:

3
0

1 sin( )
sinfi
N zS M

k z



   


p p k  (21)

论文中采取的相关规范势为 ( ) ( ) j
jA k x f k x a    ,

{1, 2}j 通过设置 f2=0 来考虑一个线极化波, 并考虑

规范势族:

1

sin sin( ), ,
( ) 2

0, otherwise 

K k x k x k x P
f k x N

          


(22)

其中包络由整数 K表征.
图 2 展示了 K=0 时激光束为 4 个周期时粒子对

产生的三重微分率, 它是依据 /p m函数绘制的, 其

中固定横向角度 0  , 并且光锥分量的半最大值

( / 2)p   . 垂直(黑色)线表示 IPW δ函数梳的四个

最低阶项(其余项位于右侧). 即使是单周期的贡献,
也存在丰富的结构, 这必然主要是由有限脉冲持续

时间以及在这种情况下的边缘效应导致的.
当周期数超过 1 时, 微分率的形状会发生显著变

化. 当 1N  时, 会出现干涉效应, 这与从单缝衍射

转变为多缝衍射时出现的效应类似 [ 3 7 - 3 8 ] : 以式

q q nk k       中的准动量守恒为中心的共振峰,
周围伴有 N-2 个次峰. 从速率中正弦比因子的性质

可以明显看出, 在周期数很大的极限情况下, 强峰会

占据主导地位, 精确地再现无限平面波的δ函数梳.

图 2 三重微分率, 正电子 e+横向动量谱, 线性极化[33]

Figure 2 Triple differential rate as a function of transverse e+

momentum, Linear polarisation[33].

2014年Adolfo Huet等人[39]研究了纯时变电场中

的 Schwinger 对产生过程, 其可以通过一个描述单粒

子动量分布函数时间演化的 QVE 来描述.
在研究强电场中 Schwinger 对产生现象时, QVE

存在两种重要形式. 传统形式的 QVE 为[40-48]:
 
    

 

( )( ) 1 2
2 ( )

cos 2

t

t

t

ttt dt t
t t

dt t


 








  



     





kk
k k

k k

k

 
N N

(23)

其中  22 2 2( ) ( )t k qA t m    k k 

该方程通过 Bogoliubov 变换推导得出[49-51], 用

于描述固定动量 k 的粒子数密度  kN t 的时间演化[52,5

3].
此外, 还有一种替代形式的 QVE:

         
0

( ) ( ) ( )1( ) ( ) 1 2 cos
2

t t

t t
t t dt t t dt t



              k kk k k



N N (24)

在 t  时,  ( ) 0t kN , 其中
2 2

( ) ( )( ) : i

i

tt  


 
  k k

k
k

.

同时, 2024年 Li等人[54]推导了旋量 QED 中的非

绝热量子 Vlasov 方程(NAQVE), 并确立了它与绝热

方程之间的关系. (QVE 和 NAQVE 比较，见表 2)
表 2 QVE 和 NAQVE 物理机制比较

Table 2 Comparison of the physical mechanisms between QVE and
NAQVE

机

制

假设

条件
优势 劣势

适用

范围

QVE

平 均 场 近

似；量子相

干性保持弱

耦合相互作

用；量子尺

度

捕捉量子效

应；潜在量

子加速；适

用于长程相

互作用系统

高 资 源 需

求；破坏相

干性；初始

态 制 备 复

杂

量 子 等 离

子体；高密

度 天 体 物

理

NAQV
E

绝热演化；

初始态可分

离；准静态

自洽场

规避经典优

化难题；理

论精度高；

适合非平衡

态慢过程模

拟

需 长 相 干

时间；离散

化误差；初

始 哈 密 顿

量 设 计 困

难

慢 变 场 系

统；量子热

力学；拓扑

相变

从狄拉克方程出发:

 0 [ ( )] ( , ) 0A
ti i iq t m t        γ A x (25)

经傅里叶变换得到关于傅里叶模式 ( )A
k t 的方程,
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2 2 0 3( ) ( ) ( ) 0A
t zt iqE t t        k k (26)

再通过 Bogoliubov变换, 最终得到 NAQVE的积

分-微分形式:

   

 
0

1( ) ( ) 1 2
2
cos 2 , ,

t

t
f t Q t dt Q t f t

t t

   



     

   

k k k k

k


(27)

图 3呈现了 NAQVE中由无场真空产生的粒子分

布函数, 与 QVE 中由绝热真空产生的粒子分布函数

存在显著差异. 当电场关闭时, 分布函数的差异接近

3 个数量级. 此外, NAQVE 的分布函数不收敛, 会随

时间振荡. 这种差异的主要原因是, NAQVE 和 QVE
中粒子的定义基于不同的真空态[55-60]. 在 NAQVE 的

情况下, 产生粒子的分布函数是基于无场真空 | Fvac

定义的, 在这种真空中, 真空能量随时间保持恒定.
它计算的是从真空中产生的能量为 0( )k t 的粒子数

量.

图 3 NAQVE（非绝热量子真空能量）和 QVE（量子真空

能量）中由无场真空产生的粒子分布函数的时间演化[54]

Figure 3 Time evolution of the distribution functions of particl
es created from the field-free vacuum for NAQVE and the adia
batic vacuum for QVE[54].

3.2 动力学辅助 Schwinger 机制的增强效应

Schwinger 机制(Schwinger 机制与多光子机制比

较，见表 3)指出[61], 在强电场环境下, 当电场强度 E
与作用距离 L的乘积满足 22qEL mc 时, 虚粒子在真

空中涨落能够获取足够能量, 进而实现在真空中正

负电子对的产生[32]. 与此同时, 经典的随时间变化的

电磁场也能够引发正负电子对的产生, 然而, 若外部

电场频率未达到阈值时, 即 22mc  , 这类非绝热

修正属于多光子过程.
表 3 Schwinger 机制与多光子机制比较

Table 3 Comparison between the Schwinger mechanism and the
multiphoton mechanism

机

制

假设

条件

优

势

劣

势

适用范

围

Schwing
er 机制

静态均匀电

场；电场强

度接近临界

场强；真空

中无其他粒

子干扰

QED 理

论 框

架 ； 预

测 明 确

的 粒 子

对产率

临 界 场

强极高，

实 验 难

以实现；

仅 适 用

于 静 态

场

高能物理(如强

场 QED)；早期

宇宙；中子星磁

层.

多 光 子

机制

高 频 激 光

场；多光子

吸收过程；

临界场强

实 验 可

行 性

高 ； 可

通 过 多

光 子 共

振 增 强

产率

依 赖 激

光参数；

计 算 复

杂

实验室强激光

场 ( 如 ELI 、
XFEL)，ELI-NP
的高功率激光

系统可以实现

10 PW 峰值功

率输出[62]；量子

光学。

2011 年, M. Orthaber 等人[63]针对动态辅助 Sch
winger 机制进行了详细计算, 结果表明动力学效应

可显著增强正负电子对的产生效率.

作者引入 Keldysh 参数因子 T m
e


 

 
E

[64,65], 当

1( )T    时, 体系处于绝热状态, 正负电子对可

通过非微扰隧穿过程自发产生; 当 1( )T    时,
属于反绝热区域, 此时粒子对产生主要通过吸收阈

值能量, 而非隧穿过程[65].
论文对动量谱和粒子数密度的数值结果进行了

系统分析, 揭示了非微扰动力学效应的显著影响.

图 4 分布函数 ( , )f q (实线)与 1( , )f q (虚线)的比较[63]
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Figure 4 Comparison of the distribution function ( , )f q (solid
line) with 1( , )f q (dotted line)[63].

组合脉冲的动量谱 ( , )f q 呈现出强烈的非线性

行为, 并非简单地将 1( , )f q 和 2 ( , )f q 相加得到. 实

际上, 在小动量情况下, ( , )f q 和 1( , )f q 几乎重合

(如图 4); 而在大动量区域, 动力学辅助机制动量分

布函数 ( , )f q 位于纯 Schwinger 机制 1( , )f q 外侧,
且动量峰值 m 略高于纯隧穿的 m1. 此外, 由于短脉

冲 2 2{ , }E  的影响, 动量谱在 1( , )f q 的最大值(标记为

m1)附近显著增强. 而且 ( , )f q 的最大值(标记为 m)
相较于纯 Schwinger 机制的 1( , )f q 向更高动量方向

有一点偏移, 即 1m m .
当 Keldysh 参数1 时, 结果与纯 Schwinger 机

制相近; 当1 时, 多时间尺度效应与多光子结果

渐近一致. 而在 12 的区域, 动力学辅助 Schwinge
r 机制的特征十分明显, 此时将 Schwinger 机制和多

光子效应简单相加得到的粒子数密度远低于动力学

辅助 Schwinger 机制实际计算得到的粒子数密度.这
表明该机制在特定参数区域[66]能够极大地提高正负

电子对的产生效率.
2023年 Jiang等人[67]基于QVE, 研究了快速振荡

电场中的背反效应与等离子体振荡, 揭示了强场参

数对动力学辅助 Schwinger 机制增强效应的关键影响.
在亚临界场中, 背反应效应[68]可忽略, 此时频率啁

啾是高效的增强手段. 而在超临界场中, 隧道效应与

多光子吸收竞争抑制粒子对产生率, 需通过频率匹

配平衡两种机制[69]. 此时背反效应不可忽视, 需在理

论模型中纳入内部反馈电场.

图 5 在 t=220.0/m时刻, 考虑和不考虑背反效应情况下纵

向动量分布函数的对比[67]

Figure 5 Comparison of the longitudinal momentum distribution
functions between with and without backreaction at t=220.0/m[67].

该项工作还发现动量谱的对称性破缺与随机振

荡背反效应直接影响粒子动量分布的动力学行为.
例如, 当 E0=2.0Ecr、 0.15m  时, 动量分布出现明显

偏移(如图 5). 同时背反效应引发的随机过程导致动

量谱出现不规则振荡, 这与数值误差无关, 而是真空

粒子对产生动力学中的非线性效应体现. 这种振荡

随内部电场的时变符号周期性调制动量分布, 反映

了非马尔可夫效应的影响[70-73].
论文中还说明了当强场消失后, 粒子对在内部

电场作用下形成等离子体振荡, 其周期 T与粒子数密

度 n 及外场参数的关系为简单拟合公式的适用性和

复杂依赖关系[74]:
2024 年 Gong 等人[75]分析了强外场触发狄拉克

真空击穿过程中正负电子对的产生过程. 在总能量

相同的情况下, 频率啁啾的亚临界电场通过调制动

量谱, 可显著提升正负电子对的产生效率.
确保参数和 b不同的情况下, 电场在时间范围

内提供的总能量  保持恒定. 由于电场在空间上是

均匀的, 所以只需确保时间尺度上的能量相等即可.

图 6 在 QVE 方法下, 产生的电子总数与啁啾系数 b的函

数关系[75]

Figure 6 The total number of created electrons as a function of
chirp parameter b under the QVE approach[75].

图 6 展示了在 E0=0.2Ecr其中 Ecr≈1016V/cm 下,
产生的正负电子对总数随啁啾系数 b的变化情况. 这

些电场的频率均为 0.6, 绝热参数 0 /e E mc  具有

以下特性: 当 1  时, 正负电子对的产生机制主要
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是多光子吸收[63,76]; 反之, 当 1  时, 粒子对产生

机制主要是 Schwinger 隧穿[63,76].
论文中还指出啁啾系数 b 的变化会改变电场的

频率组成, 进而影响粒子对产生数量. 例如, 当激光

频率为 0.6m时, 在不同电场强度下, 随着 b从 0增加,
正负电子对的数量有明显提升, 在某些情况下增强

倍数可达数十倍甚至数百倍[77].

3.3 频率调制与啁啾脉冲的共振控制

2017 年 Nuriman Abdukerim 等人[78]通过求解 Q
VE, 研究了单色和双色激光脉冲场中频率啁啾对增

强正负电子对产生的影响.
图 7 表明, 较小的频率啁啾会导致动量谱沿动量

轴发生偏移, 正频率啁啾使动量谱向负方向移动, 且

这种移动对特定动量窗口的光谱测量有意义, 可增

加探测概率[79,80]. 同时, 正负频率啁啾系数在增加粒

子对数密度上作用相同. 改变 t=0 时刻频率啁啾系数

的符号, 能使脉冲形状和动量谱对称, 进而增加粒子

数密度, 且先正后负的啁啾比先负后正的啁啾产生

的粒子对数密度更高.

图 7 在具有不同频率参数 b的单色脉冲激光场 E1(t)中产

生的正负电子对的纵向动量的动量谱[78]

Figure 7 Momentum spectrum of the longitudinal momentum of
the produced electron-positron pairs in one-color pulse laser field E1(t)
with different frequency parameter b[78].

在粒子数密度方面, 正负频率啁啾系数发挥着

相同的作用, 均可提升粒子对数密度[81]. 进一步研究

发现, 在 0t  时刻改变频率啁啾系数的符号, 能够使

脉冲形状和动量谱呈现出对称性, 进而显著提升粒

子数密度. 具体而言, 先正后负的啁啾方式相较于先

负后正的啁啾, 会产生更高的粒子. 这是因为先正后

负的啁啾在 0t  附近, 即峰值场强区域, 能使脉冲持

续时间更宽, 更有利于隧穿机制的粒子对产生.
在双色激光脉冲场 E(t)中(具体电场形式请见论

文[78]中公式(8)), 无频率啁啾时, 双色激光脉冲的动

量谱最大值比单色激光脉冲高两个数量级, 这表明

双色场本身就对正负电子对的产生有促进作用[82,83].
2017 年 Xie 等人[84]在量子动力学形式体系中研

究了具有调制振幅的振荡场中的正负电子对产生过

程.通过比较有调制和无调制的振荡场中的数密度 ,
发现当光子能量通过调制引起的频率移动恰好达到

阈值时, 粒子数密度可以提高几个数量级.
论文中考虑了振幅受正弦信号调制的高频振荡

场, 采用的电场表达式为

0
1 ( )( ) (1 ) ( )

2
m

M c
cos tE t M E sin t




  (28)

其中 0 1M  表示调制程度. 显然, 0M  和 1M 
分别对应无调制和完全调制的情况.

振幅调制对振荡场动力学的影响有双重效应[85]:
一方面, 调制使振荡场频率上移, 对粒子对产生率产

生积极影响; 另一方面, 调制会导致场强降低, 从而

在多光子区域抑制粒子对产生. 通过求解 QVE, 对

比有无调制情况下的粒子数密度发现, 当调制频率

能弥补载波频率与阈值频率的差距时, 调制可显著

提高粒子数密度.
论文进一步研究了具有亚周期结构的 N 脉冲序

列中的调制效应:
 2

2

0( ) sin( )
mt nT

n cE t E e t 



 (29)

其中, 0E 表示每个脉冲的场强大小, c 表示载

波频率,  表示脉冲持续时间.
在脉冲序列中, 通过改变脉冲之间的延迟时间

mT 来调制脉冲序列, 定义脉冲序列频率 2 /m mT  .
研究发现, 脉冲序列调制可降低频率阈值. 图 8 展示

了对于单脉冲, 三光子过程的频率阈值在 0.67c m  ,
而对于 10 脉冲序列, 在多个频率处出现峰值, 如

0.649c m  等, 这些频率低于常规阈值, 但仍能保持

较高的数密度. 同时, N脉冲的动量分布最大值可达
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单脉冲的 2N 倍, 这一现象与激光场中多缝干涉效应

及 Breit-Wheeler 对产生机制具有相似性.

图 8 在具有亚周期结构的脉冲序列中, 产生的数密度与

载波频率的函数关系[84]

Figure 8 The produced number density as a function of the carrier
frequency in a pulse train with sub-cycle structure[84].

2020 年 Gong 等人[86]利用量子动力学方程研究

了频率调制激光场中产生的正负电子对的动量谱和

粒子数密度. 发现动量谱呈现出明显的干涉图样. 这

是频率调制场在动量谱上的印记, 因为动量峰对应

于通过吸收不同频率成分的光子产生粒子对的过程.
对于粒子数密度的研究表明, 粒子数密度对啁啾系

数非常敏感, 对于某些啁啾系数, 数密度可提高 2-3
个数量级.

图 9 调制电场下产生的正负电子对的数量[86]

Figure 9 The number of created e-e+ pairs under the modulate
d electric field[86].

为了探究场强和频率对正负电子对产生增强效

果的影响, 作者分别计算了弱高频场和强低频场下,

正负电子对的数密度随啁啾系数的变化情况. 从图 9
中可以看出, 对于弱高频场的情况, 产生的正负电子

对的数密度最大值可达 H点对应的 2.05×10-11, 这比

未调制场中 G点的数密度高 2×103 倍. 也就是说, 弱

高频场的增强效果更为显著, 这是因为其多光子吸

收阈值效应更为明显, 且频率分量在增强过程中起

主导作用. 因此, 弱高频电场的频率调制对正负电子

对的产生有显著的增强效果; 而强低频电场中, 频率

成分对产生过程影响较小, 主要由 Schwinger 隧穿机

制主导.

3.4 脉冲形状与非对称性对产额的调控

2013 年 Abdukerim 等人[87]对于超周期和亚周期

激光脉冲的不同场, 通过求解 QVE, 研究了激光脉

冲形状和载波包络相位(Carrier-Envelope Phase, CE
P)对正负电子对产生的影响[88]. 通过改变脉冲宽度

和形状, 得到了产生的正负电子对的动量分布函数

和粒子数密度的非线性行为.
该项工作采用的强场表达式请见论文[87]中公

式(9). 如图 10 所示, 此时超高斯脉冲形状在粒子产

生中具有明显优势. 在亚周期激光脉冲中, 超高斯脉

冲的优势更为突出. 由于亚周期的特性, 激光振荡周

期与脉冲持续时间的关系使得振荡几乎被破坏. 而

超高斯脉冲的动量分布函数比高斯脉冲动量分布函

数分布范围更宽, 粒子数密度也有显著提升, 例如 m
=1 时, n=1.31×10-20, 而 m=5 时 n=6.97×10-10, 提升了

约 10 个数量级. 这表明在亚周期情况下, 超高斯包

络形状对增加粒子产生的产额更为重要.

图 10 在超周期激光电场中, 对于不同的 m, 粒子对数密

度随 b的变化情况[87]
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Figure 10 Pair number density changes with b in the supercyc
le laser electric field, for different m[87].

论文中还指出 CEP 会破坏电场的对称性. 在超

周期激光脉冲中, 此效应虽对电场最大值和振荡数

影响较小, 但会改变转变点和干涉情况, 从而影响粒

子产生. 通常, / 2  时对应粒子数密度的最大值,
但整体上 CEP 对超周期激光脉冲数密度的影响并不

十分显著.
2013 年 M. Mitter 等人[89]关于动态辅助 Schwing

er 机制的研究表明, 通过适当选择电场, 粒子产生会

显著增强.为了使产生的粒子数密度最大化, 论文中

引入了最优控制理论, 并将其应用于量子动力学形

式体系中. 由于直接最大化粒子数密度 n[F]可能会

导致不合理的结果, 比如单纯通过增加场强来提高

粒子对产额, 这在实际物理情境中是不现实的, 所以

需要构建一个受约束的优化问题.

图 11 对于对角缩放指数 x的不同取值, 粒子数的收敛速

率[89]

Figure 11 Rate of convergence of the particle number for x d
ifferent values of the diagonal scaling exponent[89].

论文还假设了运动方程对于任何可允许的势 A
都能唯一求解, 为了便于优化计算, 定义了简化成本

泛函 ˆ[ ] [ ( ), ]J A J F A A . 简化成本泛函关于控制函数

A 的梯度 ˆ[ ] /J A A  与拉格朗日函数关于 A 的变分

/L A  相等, 前提是 F、G、H是运动方程的唯一解,
且 F 、 G 、 H 满足伴随方程. 这一关系为优化计算

提供了重要的理论依据, 使得在实际计算中可以通

过求解运动方程和伴随方程来确定搜索方向, 进而

实现对目标泛函的多参数优化问题[90].
多参数优化面临的主要挑战是缩放问题: 对于

涉及多个参数的优化问题, 目标泛函 ˆ( )J p 可能会随

着不同参数Pi有很大差异. 因此, 梯度 ˆ( )pJ p 的各个

分量也可能有很大差异, 使得下降方向由特定的参

数子集主导. 实际上, 像最陡下降法这样的算法对缩

放不佳的行为非常敏感. 为了弥补这一缺陷, 论文中

进行了对角缩放, 即重新定义 p p , 使得目标泛

函 ˆ( )J p 作为 p'的函数更加平衡. 实际上, 目标泛函作

为 2 2( , )p E  的函数存在缩放不佳的问题.
因此, 论文中进行对角缩放以优化算法的收敛

特性: 如图 11 所示, 在初始配置 )=(0.02 ,10in crE mp 下,
收敛速率随对角缩放指数 x的变化呈现显著差异. 可

以发现收敛速率, 即 [ ]n F 收敛到其最大值所需的迭

代步数, 强烈依赖于 x的选择. 实际上, 当 x=0 时,

梯度 ˆ( )pJ p 的 E2 分量比其 2 分量大几个数量级. 因

此, 在优化过程中, 场强很快接近其最优值 E2,opt; 然

而, 2 优化进展不大. 由于数值误差, 即使接近 E2,opt,

梯度 ˆ( )pJ p 的 E2 分量仍然大于其 2 分量.
2014 年 Obulkasim Oluk 等人[91]通过求解 QVE,

研究了具有不对称激光脉冲的强电场中的正负电子

对产生过程.
为了研究随时间变化的非对称激光电场中的正

负电子对产生过程, 论文中选取背景场为:
2 2

1 2
( ) ( )

0( ) ( ) ( ) sin( )[ ]
t t

E t E e t e t t    
 

    (30)
其中, 1 和 2 分别是上升和下降脉冲的长度, 

是激光频率, 是载波相位, ( )t 是海维赛德阶跃函

数.
该工作考虑了亚周期、平周期和超周期三种不同

的激光脉冲情况, 通过改变脉冲上升和下降沿的长

度来研究非对称性对粒子产额的影响. 研究发现, 在

不对称激光脉冲场中, 即当一个上升沿或下降沿的

脉冲长度固定而另一侧的脉冲长度改变时, 与对称

情况相比, 粒子对产生率和数密度会显著变化.

表 4 不同非对称激光电场中, e e 
电子对数密度[91]

Table 4 The pair number density e e  in different asymmetric laser
electric fields[91].

Gases Maximum number density Optimum pulse length
ratio

Subcycle nmax=1.709×10-3 Nopt=3
Cycle nmax=4.771×10-4 Nopt=11

Supercycle nmax=4.234×10-4 Nopt=111
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在脉冲压缩的情况下, 三种脉冲都存在使粒子

对数密度最大的最佳脉冲长度比. 亚周期脉冲产生

的最大粒子对数密度大于周期和超周期脉冲. 在脉

冲拉长的情况下, 只有超周期激光脉冲产生的粒子

对数量增加且存在最佳脉冲长度比; 而亚周期和周

期激光脉冲的粒子对数密度则随脉冲非对称性增加

而单调递减. 这表明脉冲形状的非对称性对粒子产

额有显著影响, 且不同周期的激光脉冲表现出不同

的规律, 如表 4 所示.

3.5 多场协同与量子干涉效应

2012 年 Xie 等人[92]基于 QVE, 研究了动态辅助

组合场对增强正负电子对产生的影响. 论文中提出

了四种由正弦或/和指数函数耦合构成的电场, 并对

它们产生的粒子数密度进行了一些比较. 发现高频

辅助场将显著增强粒子产生. 对于每个组合场, 快时

变场与慢时变场之间存在一个最佳频率比, 使得粒

子产生密度可以在几个数量级上大幅增加. 论文中

还提到了一种最佳组合场, 它是慢变指数场与快变

正弦场的乘积. 它保留了两个场的优点, 即指数场具

有稳定特性, 正弦场具有高额粒子产生数密度.
论文中对四种不同的组合激光场进行了研究,

电场形式请见论文[92]中公式(8)-(11).

图 12 当 b=10(红色虚线)和 b=135(蓝色实线)时, 在叠加正

弦激光电场 EA(t)中正负电子对数密度的时间依赖性[92]

Figure 12 Time dependence of pair number density in the sup
erimposed sinusoid laser electric field EA(t) when b=10 (red das
hed line) and b=135 (solid blue line)[92].

如图 12 中所示, 引入第二个辅助场后, 粒子对

数密度会增加. 例如, 当 b=10时, 稳态粒子对数密度

( )n  从单场情况 E1(t)下的 6.99×10-9增加到动态辅助

叠加场EA(t)情况下的 2.81×10-8. 显然, 这种提升并不

显著. 因此, 为了获得显著的增强效果并找到使粒子

对数密度达到峰值 [ ( , )]optn max n t b   的最优参数 b

opt, 必须扫描频率比 b. 通过计算频率比 b从 0变化到

400 时的粒子对数密度 ( )n n  , 可以得出, n从单场

b=0 时的 6.99×10-9增强到最优双场叠加 b=135 时的 1.
05×10-2, 增强了 6 个数量级.

在两个指数叠加场的研究中, 在指数场 EB(t)基
础上叠加另一个弱但是快速变化的时间延迟激光场

E3(t), 结果显示粒子对数密度明显提高, 当 b从 10 变

化到约 120 时, 粒子对数密度增强了 7 个数量级[93].
2014 年 Li 等人[94]研究了交替符号 N脉冲电场中

玻色子产生的时域多缝干涉效应. 推导了玻色子动

量谱的近似解, 它与精确数值计算高度一致, 特别是

对于双脉冲场和小纵向动量.
论文中考虑沿 3x 轴方向的空间均匀且随时间变

化的电场 E(t), 通过选择时间规范 0 ( ) 0A t  得到矢量

势 ( )A t . 基于 Klein-Gordon 方程推导出描述玻色子

对产生的 Riccati 方程,

图 13 交变符号双脉冲电场 EB(t)产生的玻色子纵向动量谱
[94]

Figure 13 The longitudinal momentum spectrum of created bosons
for an alternating-sign two-pulse electric field EB(t)[94].

论文中使用 N脉冲电场来研究多缝干涉效应:

2
0 0

1

1( ) ( 1) sech
2

N
i

B
i

NE t E t i T


             
 (31)

其中 E0、 0 和 T与前面相同.
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从图 13 可以看出, 玻色子产生的多时域多缝干

涉效应仍然存在,  f k 的包络值(紫色虚线)提升至

类 Sauter 脉冲电场[95]的 62倍. 此外, 数值解与近似解

的动量谱振荡存在显著差异, 例如, 近似解的动量谱

呈现快速且密集的规则振荡, 而数值解的振荡结构

在小纵向动量区域外较为稀疏. 这清楚地表明, 近似

解与数值解在小纵向动量情况下的一致性比大纵向

动量时更好. 这一差异源于相位积分对不同转变点

的近似假设存在局限性. 由于时变量 ( , )k t 被简单

地假设为与时间无关的常数, 该假设无法提供定量

准确的结果. 即便如此, 近似解和数值解也都能给出

相同的动量分布函数最大值. 同样, 它大约是单个类

似 Sauter 场的 N2(N=6)倍.
2018 年 Ibrahim Sitiwaldi 等人[96]提出并研究了

从两场到三场的真空粒子对产生的动态辅助 Schwing
er 机制. 使用 QVE 获得了不同时间尺度的三场组合

中增强正负电子对产生的数值结果, 验证了三场组

合在超低场强区域的重要性.
论文中引入了一种由 Sauter 脉冲(S)、低频振荡

脉冲(L)和高频振荡脉冲(H)组成的场配置, 其电场表

达式请见论文[96]中公式(6)-(8), 论文中提到组合场

       S L HE t E t E t E t   .

表 5 优化后的 SLH不同组成成分下的最终粒子数密度[96]

Table 5 Final number densities in different compositions of opti
mized SLH[96].

Example 1 2
S ~10-103 ~10-103

L ~10-36 ~10-34

H 9.7×10-21 2.1×10-17

SL ~10-32 ~10-31

SH 1.4×10-19 2.7×10-17

LH 9.8×10-21 4.4×10-17

SLH 3.8×10-17 3.7×10-13

为 避 免 出 现 平 凡 结 果 , 研 究 设 定 了 电 场

H L SE E E  和频率 L H  的条件. 如表 5, 在超

低场强下, 不同时间尺度的三场组合能够有效增强

粒子对产生, 充分体现了多场协同的优势. 这种增强

归因于三场动态辅助 Schwinger 机制, 即非微扰场受

到两个振荡场的动态辅助, 从而促进了正负电子对

的产生, 提高了粒子数密度.
2018 年 Hebenstreit 等人[97]研究了具有亚周期结

构的两束对向传播超短激光脉冲焦点区域中的非微

扰真空粒子对产生. 作者使用量子动力学表述来计

算产生粒子的动量谱, 并展示了其对激光频率、脉

冲长度 和载波包络绝对相位的极端敏感性. 论文

中将这种形式体系应用于费米子和玻色子, 以说明

量子统计在这种背景场中的影响.
在亚临界场强 Es=0.1Ecr、 4 12 10 eV    且载波相

位 0  的条件下, 研究发现量子统计对动量分布函

数有显著影响. 在 QED 中, 当 4   时, 费米

子的动量分布函数 ( , )f k t


呈现出独特的振荡结构, 振

荡尺度由激光频率决定. 类似地, 在标量 QED(sQ
ED)框架下也有相似结果, 但由于量子统计的差异,

( , )f k 


在某些动量值处出现局部最大值时, ( , )f k 


则在这些动量值处出现局部最小值, 反之亦然.

图 14 0k 


时的动量分布函数 ( , )f k 


[97]

Figure 14 Momentum distribution function ( , )f k 


for 0k 


[97]

研究还发现, 激光脉冲的物理参数(如激光频率

、脉冲长度 和载波包络绝对相位 )对产生粒子的

动量分布极为敏感 . 如图 14 所示 , 当载波相位

/ 2   时, 由于等效散射图像中的共振现象, 某些

动量值处预期不会产生粒子. 同样, 在这些情况下,
费米子和玻色子的动量分布函数 ( , )f k 


和 ( , )f k 


之

间存在局部最大值和最小值相互对应的关系. 这进

一步表明激光脉冲参数的变化会改变多场协同效果,
进而影响量子干涉效应, 导致粒子动量分布的改变.

4 总结

本文对应用 QVE 方法求解真空中正负电子对产

生这一前沿课题进行了全面且深入的综述, 涵盖了

从理论基础到实际调控策略, 再到多场复杂效应等

多个关键维度的研究进展.



龚驰等. 中国科学: 物理学 力学 天文学 ××××年 第××卷 第×期

123456-13

在理论框架的构建方面, QVE 另辟蹊径, 通过描

述单粒子动量分布函数的时间演化, 成功地将原本

抽象复杂的量子场论问题转化为可实际数值求解的

动力学方程. 这一创新性的转化为非平衡态强场粒

子对产生的研究提供了一个自洽且坚实的理论工具.
旋量 QED 中非绝热方程的成功推导更是一大突破,
揭示了其与绝热方程的瞬时关联性, 使得理论能够

进一步涵盖自旋相关的物理效应, 实现了对更广泛

物理场景的精准描述.
在调控策略的探索上, 动力学辅助 Schwinger 机

制为提升正负电子对产生率打开了新的局面. 在亚

临界电场中, 通过巧妙叠加快变弱场(如高频激光脉

冲)与慢变强场, 有效降低了粒子产生阈值. 从 2011
年对动力学辅助机制下正电子动量谱分布特征的量

化研究, 到 2018 年扩展至三场组合以证明多时间尺

度场构型的优势, 再到 2022 年提出正弦与指数场组

合的最优构型, 使得产额实现了量级上的跨升, 这一

系列研究为实验室内实现高效的正负电子对产生提

供了清晰的理论指导.
同时, 在 QVE 研究方法中仍存在着挑战. 在理

论层面, 当面对极端强场、高维时空等复杂且尚未完

全探索的物理情境时, QVE 方法的普适性和精确性

仍有待进一步的验证与提升. 在数值实现方面, 高维

相空间带来的计算复杂度急剧增加, 导致计算资源

的巨大消耗以及算法效率低下等问题, 严重限制了

对一些更精细物理过程的模拟和研究.
现如今, 科研工作者对该领域的发展充满希望.

一方面, 在理论上积极寻求与其它前沿理论的深度

融合, 如结合量子信息理论、场论等 , 进一步拓展

QVE 的适用范围, 完善其理论体系. 另一方面, 借助

计算技术的飞速发展, 充分利用量子计算、高性能并

行计算以及人工智能算法等先进手段, 着力突破数

值模拟中存在的瓶颈问题, 其中 AI 方法包括神经网

络、符号回归等, 符号回归算法将那些从计算机模拟

或者是从实验中获得的数值数据与隐藏的最佳函数

关联起来, 以找到最适合给定数据集合的模型为目

的, 其无论是在准确度还是简单性方面, 都是理想的.
通过理论与技术的双轮驱动、协同革新, 有望在该领

域实现新的重大飞跃, 为人们深入揭示真空的本质

以及开展相关前沿物理研究提供更为强大而有效的

支撑, 从而推动整个强场量子电动力学领域不断向

前迈进.
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In the presence of an ultra-strong external field, the vacuum can generate electron-positron pairs, demonstrating that
energy can be converted into mass. This generation process is of great significance for understanding the origin of
matter. In recent years, with the rapid development of ultra-short and ultra-strong laser technology, the intensity of
laser fields is gradually approaching the Schwinger threshold, which has prompted the application of different
research methods and techniques in theoretical and numerical simulations of particle-pair production in vacuum.
Among them, the Quantum Vlasov Equation (QVE) method is primarily used to solve the problem of
electron-positron pair production in vacuum under a spatially uniform time-varying ultra-strong field. This paper
reviews the proposal, development, and research progress of the QVE method, and introduces representative works.
These studies not only provide valuable theoretical foundations for future verification experiments but also contribute
to the research on antimatter and the understanding of the cosmic formation process under extreme conditions.
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