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摘要 本文简要综述 Finsler 几何中的独角兽问题. 主要介绍独角兽问题的一些研究思路、近期的主

要研究进展, 特别是沈忠民关于 (α, β)- 度量的研究工作, 以及最近从仿射几何角度对该问题的一些研

究结果.
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1 引言

1854 年, Riemann 在其著名的就职演说 (Habilitationsvortrag) 中提出了研究 n 维流形上无穷小

线素 (line element) 的几何. 线素为二次型情形的几何称为 Riemann 几何, 而没有二次型限制的一般

线素几何称为 Riemann-Finsler 几何, 或简称 Finsler 几何.

设 M 是 n 维光滑流形, M 的切丛记为 TM , 切丛的投影映射记为 π : TM → M . M 上的一个

Finsler 结构是指 TM 上的一个非负连续函数 F : TM → [0,+∞), 并且满足如下条件:

(1) F 限制在去掉零截面的切丛 TM0 上光滑;

(2) F (x, λy) = λF (x, y), λ > 0;

(3) 基本张量

gij :=
1

2
[F 2]yiyj (1.1)

在 TM0 上正定.
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带有 Finsler 结构 F 的流形 M 称为 Finsler 流形, 并记为 (M,F ). 上述定义中的 Finsler 结构也

称为正则 Finsler 结构. 如无特别说明, 本文仅研究正则 Finsler 结构.

对于 Finsler 流形 (M,F ), 其基本张量 (gij) 在拉回切丛 π∗TM → TM0 上给出了一个诱导的

Euclid 结构 g = gijdx
i ⊗ dxj .

M 的单位切球丛定义为 SM := {(x, y) ∈ TM | F (x, y) = 1}, 其为切丛 TM 中的一个超曲面. 由

F 的齐次性知, Finsler 流形的几何量可以自然定义在 SM 上.

在拉回切丛 π∗TM → SM 上, 陈省身 (参见文献 [9]) 构造了以他的名字命名的陈省身联络 ∇Ch

(简称 Chern 联络). Chern 联络的曲率 RCh = (∇Ch)2, 作为定义在 SM 上的 2- 形式丛映射, 仅包含

纯水平微分形式部分 R 及水平 - 垂直微分形式部分 P . 在 Riemann 情形有 P = 0, 而 R 就是普通的

Riemann 曲率张量. 对于一般的 Finsler 度量, R 称为 Chern-Riemann 曲率, P 称为 Chern 曲率 (详见

第 2 节).

如果 Finsler流形 (M,F )的 Chern曲率 P = 0,则 F 称为 Berwald度量, (M,F )称为 Berwald流

形. 通常, Berwald 流形定义为 Berwald 曲率为 0 的流形 (这两种定义是等价的). Riemann 流形都是

Berwald 流形, 但存在大量非 Riemann 的 Berwald 流形.

如果 Finsler流形的 Chern曲率沿着球丛上的测地向量场 G为 0,则称该流形为 Landsberg流形.

从定义可知, Berwald 流形均为 Landsberg 流形. Finsler 几何中的一个未解决的公开问题如下:

问题 1.1 是否存在非 Berwald 的 Landsberg 流形?

在 1996年的综述文献 [31]中, Matsumoto将该问题明确列为公开问题,并对当时的相关研究结果

作了总结. 在 2007年纪念 Matsumoto的文献 [8]中, Bao将非 Berwald的 Landsberg度量称为独角兽

(unicorn). 从此, 该问题也被称为独角兽问题. 2009 年, 独角兽问题也作为第一个问题出现在 Shen [44]

列出的 Finsler 几何中的公开问题集中. 独角兽问题引起了众多几何学家的关注, Szabó [46] 声称解

决了该问题, 但被发现证明存在问题 (参见文献 [33, 47]). 对该问题的研究的相关结果很多, 在此仅

列出其中一部分: 综述性文献可参见文献 [1, 8, 16, 48, 49], 在附加一些曲率条件下的结果可参见文

献 [5, 6, 17, 26,27], 对具有特殊形式的度量的相关结果可参见文献 [18, 34,52,55–57].

本文主要概述独角兽问题的一些研究思路、近期的主要研究进展,特别是沈忠民关于 (α, β)-度量

的研究工作, 以及最近从仿射几何角度对该问题的一些研究结果, 同时也介绍由此而引出的一些相关

问题.

本文采用 Einstein 求和约定以及如下指标记号:

1 6 i, j, k, . . . 6 n, 1 6 α, β, γ, . . . 6 n− 1, ᾱ = n+ α.

2 球丛的 Riemann 几何与 Chern 联络

本节介绍球丛的自然几何结构. 关于 Finsler几何的基本知识以及其他重要问题可参见文献 [9,14,

40,41].

设 (M,F ) 为 n 维 Finsler 流形. 注意到球丛 SM 上有一个自然的纤维化结构 π : SM → M . 此

时借助 M 上的 Finsler 度量 F , 得到 SM 切丛的一个水平 - 垂直分解

T (SM) = H(SM)⊕ V (SM), (2.1)

其中, H(SM) 称为 T (SM) 的水平子丛, 由 M 上的 Finsler 结构唯一确定; V (SM) 是纤维丛 π : SM

→ M 的垂直切丛, 也称为 T (SM) 的垂直子丛. 以下将 V (SM) 记为 F . 由 Finsler 度量的弧长变分
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可以给出 SM 上一个处处非零的水平向量场 G, 称其为 SM 上的测地向量场或射流 (spray). 记 l 为

G 生成的平凡线丛.

利用由 Finsler 结构决定的向量丛同构 π∗TM ∼= H(SM), 水平子丛 H(SM) 具有诱导的 Euclid

结构 g. 作为 H(SM) 的子丛, 线丛 l 关于 g 的正交补子丛记为 l⊥. 因此 T (SM) 可以进一步分解为

T (SM) = l⊥ ⊕ l ⊕ F . (2.2)

对于底流形 M 上任意一点 x, F 在切空间 TxM 的限制 Fx 定义了一个 Minkowski范数. Fx 进一

步在 TxM \ {0} 上诱导一个 Hessian 度量 ḡx = gij(x)dy
i ⊗ dyj . SM 在 x 处的纤维 SxM ⊂ TxM 具有

ḡx 诱导的 Riemann度量 ġx,并且 ġx 光滑依赖 x. 由此在 SM 的垂直切丛 F 上就有一个 Euclid结构

ġx, 进而在 SM 上有一个 Sasaki 型的 Riemann 度量

gT (SM) := g ⊕ ġ. (2.3)

在度量 gT (SM) 下, H(SM) 与 F 正交, 所以也将 H(SM) 记为 F⊥.

Finsler 度量的 Hilbert 形式 ω := Fyidxi 定义了 SM 上的一个切触结构, 并且

ω(G) = 1. (2.4)

ω 的切触分布为 D := {ω = 0} = l⊥ ⊕ F . 在 D 上有自然的近复结构 J : F → l⊥, 使得 J 为等距

映射.

如下引理说明上述几何结构是相容的.

引理 2.1 对于任意的 Finsler 流形 (M,F ), 几何结构 (J,G, ω, gT (SM)) 定义了 SM 上的一个切

触度量结构.

由于 SM 的纤维化结构是特殊的叶状结构, 而且在 T (SM) 上有自然的 Sasaki 型 Riemann 度量.

根据叶状结构理论知, 在 F⊥ 上有 Bott 联络 ∇̃F⊥
(参见文献 [54]). 在 Finsler 几何的发展过程中, 人

们在 π∗TM 上构造了多种线性联络, 其中包括著名的 Chern 联络和 Cartan 联络. 一个自然的问题是

研究 Bott 联络与 Chern 联络的关系. 本文作者在文献 [19] 中证明了下面的结果.

定理 2.1 对于 Finsler 流形 (M,F ), 在同构 π∗TM ∼= H(SM) 意义下, H(SM) 上的 Bott 联络

正是 π∗TM 上的 Chern 联络, 而 Bott 联络的对称化联络正是 Cartan 联络. Cartan 联络和 Chern 联

络的差
1

2
Θ := ∇Ca −∇Ch

称为 Bismut- 张形式 Θ = g−1(∇Chg) (参见文献 [10]) 或者 Cartan 同态.

通常选择 SM 上的 (局部)正交标架场 {e1, . . . , en−1, en, en+1, . . . , e2n−1}使得 en = G为测地向

量场, {en+1, . . . ,e2n−1} 逐点张成 SM 纤维的切空间, 并且 eα = Jen+α. 该标架场的对偶标架场记为

{ω1, . . . , ωn, . . . , ω2n−1}, 其中 ωn = ω 为 Hilbert 形式.

考虑 Chern 联络的曲率 RCh = (∇Ch)2. 由于 Bott 联络的曲率沿着可积分布的方向为 0 (参见文

献 [54]), RCh 作为 SM 上的 2- 形式可分解为

RCh =
1

2
R i

j kl(ω
k ∧ ωl)⊗ ωj ⊗ ei + P i

j kγ(ω
k ∧ ωγ̄)⊗ ωj ⊗ ei =: R+ P, (2.5)

称 RCh 的纯水平微分形式部分 R 为 Chern-Riemann 曲率, 而 RCh 的水平 - 垂直微分形式部分 P 称

为 Chern 曲率. Chern 曲率的迹 trP 称为平均 Chern 曲率.
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通常 L := −P (G, ·) 为 Finsler 流形的 Landsberg 曲率. 而 Landsberg 曲率的迹 J := trL 称为平

均 Landsberg 曲率.

根据 Finsler 流形的曲率性质, 引入下面的 Finsler 流形类: 一个 Finsler 流形 (M,F ) 属于

• B, 如果 P = 0 (Berwald 流形);

• WC , 如果 trP = 0 (弱 Chern 流形);

• L , 如果 L = 0 (Landsberg 流形);

• WL , 如果 J = 0 (弱 Landsberg 流形).

根据定义可知这些 Finsler 流形类之间的包含关系如下:

L

∩ ∩

B ⊂ L ∩ WC WL

∩ ∩

WC .

(2.6)

从而独角兽问题可等价叙述为: L ⊂ B 是否成立?

3 球丛纤维的几何结构及中心仿射几何的刚性定理

容易看出 Riemann流形的切空间均为 Euclid空间, 所以 Riemann流形球丛的纤维均为标准单位

球面, 具有常截面曲率 1. 但是 Finsler 流形的切空间上的 Minkowski 范数, 一般不是由 Euclid 内积诱

导的. 第 2 节已经知道 Minkowski 范数给出了去掉原点的切空间上一个 Hessian 结构 ḡ, 因此单位球

面作为切空间的超曲面, 其上有诱导的 Riemann 度量 ġ. Von Varga [50] 用这种观点研究了 Minkowski

空间. 这方面更加详细的研究可参见文献 [9].

Finsler 流形的切空间作为线性空间, 其上的 Minkowski 范数与单位球面相互决定. 当底流形的坐

标系变换时,切空间的坐标系之间相差线性变换.单位球面在不同的坐标系之间相差线性变换,所以单

位球面的几何具有仿射不变性. Laugwitz[22, 23]用仿射微分几何的方法研究了Minkowski空间. 李眀[26]

独立发现了这个观点, 并将其运用于独角兽问题的研究.

设 V 是 n 维实线性空间, F 是其上的一个 Minkowski 范数. (V, F ) 的单位球面记为

IF := {v ∈ V | F (v) = 1},

并记 i : IF → V 为嵌入映射. 在 V0 := V \ {0} 上由 F 决定的 Hessian 结构为

ḡ =
1

2
[F 2]yiyjdyi ⊗ dyj .

而 F 的 Cartan 张量与 Cartan 形式分别为

Â :=
F

4
[F 2]yiyjykdyi ⊗ dyj ⊗ dyk, η := trḡÂ.

单位球面 IF 作为 V 中的凸超曲面, 具有中心仿射度量 h、3- 形式 Ĉ 和 Tchebychev 形式 T̂ (参

见文献 [25, 35,45]). 李眀 [26] 证明了下面的基本结果.
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引理 3.1 中心仿射度量 h 由下式给出:

h = ġ = i∗ḡ, (3.1)

3- 形式 Ĉ 由下式给出:

Ĉ = −i∗Â, (3.2)

Tchebychev 形式为

T̂ = − 1

n− 1
i∗η. (3.3)

进一步地, h 的 Riemann 曲率张量为

Rh = −1

2
h⃝∧ h− 1

2
[Ĉ, Ĉ], (3.4)

其中 ⃝∧ 表示 Kulkarni-Nomizu 乘积.

容易证明 F 是 Euclid范数当且仅当 IF 为中心在原点的椭球面,这也可以由 3-形式 Ĉ = 0刻画.

由 (3.4) 可知, Euclid 范数的单位球面的中心仿射度量具有常截面曲率 1. Laugwitz [24] 猜测此命题的

逆命题也是正确的.

问题 3.1 (Laugwitz猜测) 如果包含原点在内部的闭凸超曲面的中心仿射度量具有常截面曲率 1,

则此超曲面为椭球面.

这个问题可视为关于 3 维 Euclid 空间中闭曲面的 Liebmann 定理 [13] 的中心仿射微分几何版本.

Brickell [11] 利用分析方法首先对于对称凸体证明了 Laugwitz 猜测. 同时, Schneider [38] 运用 Blaschke-

Santaló 不等式得到了与 Brickell 相同的结论, 这个结论也可参见文献 [9]. Schneider 的结论对于重心

在原点的凸体都是正确的. 事实上, 可以利用 Lutwak 的仿射等周不等式 [39] 给出 Schneider 的结果的

简单证明 (参见文献 [28]). 但 Laugwitz 猜测目前尚未得到解决.

3 维 Euclid 空间的 Cohn-Vossen 刚性定理 [13] 断言: 两个闭凸曲面之间保持第一基本形式的微分

同胚一定是刚体运动. 高维 Euclid 空间的 Cohn-Vossen 刚性定理由 Sacksteder [36] 证明.

可以类似地考虑下面的中心仿射几何的 Cohn-Vossen 型刚性问题, 该问题包含 Laugwitz 猜测作

为特殊情形.

问题 3.2 (Cohn-Vossen 型刚性问题) 给定 n 维线性空间中包含原点在内部的闭凸超曲面 Mi,

设 Mi 的中心仿射度量为 hi (i = 1, 2). 如果 f : M1 → M2 为微分同胚并且 f∗h2 = h1, 则 f 是否为线

性映射或者 Legendre 变换?

Schneider [37] 证明了如下结果, 给出了问题 3.2 的部分回答.

定理 3.1 给定 n 维线性空间中两个包含原点在内部的闭凸超曲面 Mi, 设 Mi 的中心仿射度量

和 Tchebychev 形式分别为 hi 和 T̂i (i = 1, 2). 如果 f : M1 → M2 为微分同胚且满足 f∗h2 = h1 和

f∗T̂2 = T̂1, 则 f 必为线性映射.

由经典的 Blaschke-Deicke定理 [9, 35] 可知, F 是 Euclid范数也可由 Cartan形式 η = 0刻画, 这里

需要用到单位球面的紧性. Blaschke-Deicke 定理有一系列推广. Wang [51] 在研究中心仿射超曲面的体

积变分时, 引入了中心仿射 Tchebychev 算子 T = ∇hT̂ . 中心体积泛函的临界点由方程 trT = 0 刻画.

Wang [51] 证明了 trT 为常数的闭凸超曲面为椭球面. 最近 Cheng等 [12] 进一步证明了 T̊ := ∇hT̂ − H
n h

= 0 的闭凸超曲面为椭球面.

Tchebychev 形式或 Cartan 形式的刚性问题与 L−n-Minkowski 问题的唯一性密切相关 [15].
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问题 3.3 给定 n维线性空间中两个包含原点在内部的闭凸超曲面 Mi,设 Mi 的 Tchebychev形

式为 T̂i (i = 1, 2). 如果 f : M1 → M2 为微分同胚且满足 f∗T̂2 = T̂1, 则 f 是否必为线性映射?

从上面的讨论可以看出, Minkowski 空间的单位球面的几何并不平凡. 用来区别 Minkowski 空间

与 Euclid空间的几何量自然与 Finsler度量的非 Riemann几何量密切相关.这个观点可以从下面的讨

论中得到说明.

4 平行移动及非 Riemann 几何量的刻画

Finsler 流形上的平行移动的概念以 Riemann 几何中的平行移动为特例, 详细的定义和性质可参

见文献 [8, 14].

设 (M,F ) 为 n 维 Finsler 流形. 令 σ : [a, b] → M 为 σ(a) = p 到 σ(b) = q 的分段光滑曲线. 沿着

σ 的向量场可看成一条曲线 σ̂(t) = (σ(t), y(t)), 其中 y(t) ∈ Tσ(t)M , t ∈ [0, 1]. 如果 σ̂ 是如下常微分方

程的解:

dyi

dt
+

dσj

dt

∂Gi

∂yj
(σ(t), y(t)) = 0, i = 1, . . . , n, (4.1)

并且满足初值条件 (σ(0), y(0)) = (p, y), 其中射流系数 Gi 的定义为

Gi =
1

4
gij([F 2]yjxkyk − [F 2]xj ), i = 1, . . . , n, (4.2)

则称 σ̂ 为沿着 σ 的平行向量场. 平行移动定义为

Pσ,t : TpM → Tσ(t)M, ∀ t ∈ [a, b],

Pσ,t0(y) := y(t0), ∀ y ∈ TpM \ {0},

其中 y(t) 为沿着 σ 的平行向量场, 并且 y(0) = y.

可以证明限制映射 Pσ,t : TpM \ {0} → Tσ(t)M \ {0} 为保持范数的微分同胚, 而且满足

Pσ,t(λy) = λPσ,t(y), ∀λ > 0, ∀ y ∈ TpM \ {0}.

由此看出, 沿着分段光滑曲线的平行移动, 建立了曲线上各点处 M 的切空间的单位球面之间的微分

同胚.

在 Riemann 几何中, 我们熟知的平行移动建立了切空间之间的等距线性映射. 但对于一般的

Finsler 流形, 平行移动是切空间之间的非线性映射. 下面的结果首先由 Ichijyō [20] 得到, 现在为人们

所熟知.

引理 4.1 Finsler 流形为 Berwald 流形当且仅当平行移动是线性的映射, 即射流系数为关于 y

的二次函数.

第 3 节叙述了 Finsler 流形的单位切球丛的纤维的几何结构. 因此可以讨论这些几何结构在沿着

曲线平行移动时的变化情形. 球丛纤维上的几何量可以通过球丛的切丛的分解 (2.2) 延拓为球丛上的

几何量. 这些几何量通常是 SM 上的垂直协变张量 T , 即 T ≡ 0 (mod ωn+1, . . . , ω2n−1). 在第 3 节中

介绍的球丛纤维上的度量 h、3- 形式 Ĉ 和 Tchebychev 形式 T̂ 均可自然延拓为球丛上的垂直协变张

量. 为简单起见, 仍然用同样的符号记延拓到 SM 的垂直协变张量.
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垂直协变张量 T 在沿曲线 σ 的平行移动下保持不变, 如果它满足

P ∗
σ,tTσ(t) = Tp, ∀ t ∈ [0, 1],

其中 Tx = i∗xT 表示 T 在 SxM 的限制, 而 ix : SxM ↪→ SM 为自然嵌入映射, ∀x ∈ M .

Ichijyō [21] 证明了 Finsler流形为 Landsberg流形当且仅当平行移动保持 h不变.这个结果也可参

见文献 [8, 14]. 文献 [26] 得到了更一般的结论.

定理 4.1 设 (M,F ) 是 n 维 Finsler 流形. 则

(1) (M,F ) 为 Landsberg 流形当且仅当平行移动保持 h 不变;

(2) (M,F ) 为 Berwald 流形当且仅当平行移动保持 Ĉ 不变;

(3) (M,F ) 满足曲率条件 trP = 0 当且仅当平行移动保持 T̂ 不变.

结合定理 4.1 和 Schneider 的定理 3.1, 有下面的结果 (参见文献 [26]).

定理 4.2 设 Finsler 流形 (M,F ) 为 Landsberg 流形并且满足平均 Chern 曲率 trP = 0, 则 M

为 Berwald 流形.

特别地, 如果中心仿射几何的 Cohn-Vossen 型刚性问题 3.2 有肯定的回答, 则可知独角兽不存在,

也就解决了独角兽问题.

5 平均 Berwald 曲率和 Berwald 数量曲率

设 (M,F ) 为 n 维 Finsler 流形. Berwald 联络也是定义在 H(SM) 上的一种线性联络, 这类联络

事实上自然出现在更加广泛的射流几何中, 这方面的讨论可以参考沈忠民的专著 [41]. Berwald 联络

与 Chern 联络的关系如下:

∇B = ∇Ch + J∗L,

其中 J∗ 是近复结构 J 的对偶. Berwald 联络的曲率的水平 - 垂直微分形式部分 P̃ 称为 Berwald 曲

率. 平均 Berwald 曲率或 E- 曲率定义为 E := trP̃ . 平均 Berwald 曲率为 0 的流形称为弱 Berwald 流

形. 用 WB 记弱 Berwald 流形类.

Shen [42] 提出下面的问题: 如果一个 Landsberg 度量的 E- 曲率为 0, 则该度量是否为 Berwald 度

量? 通过直接计算可得如下引理.

引理 5.1 Chern 曲率为 0 等价于 Berwald 曲率为 0. 但是平均 Chern 曲率为 0 等价于平均

Berwald 曲率与平均 Landsberg 曲率均为 0.

因此对于 Landsberg 流形而言, 平均 Chern 曲率为 0 等价于平均 Berwald 曲率为 0. 定理 4.2 可

重新叙述为如下定理.

定理 5.1 设 Finsler 流形 M 为 Landsberg 流形并且满足 E = 0, 则 M 为 Berwald 流形.

这样就回答了沈忠民提出的问题. 在沈忠民之前, Bácsó 和 Yoshikawa [7] 曾经猜测上述结论是不

正确的.

E- 曲率的迹 e 称为 Berwald 数量曲率. 文献 [27] 证明了下面的结果.

引理 5.2 如果 Finsler 流形的 Berwald 数量曲率 e = 0, 则 E- 曲率为 0.

定理 5.1 可改进为如下的结果.

定理 5.2 设 Finsler流形 M 为 Landsberg流形并且 Berwald数量曲率 e = 0, 则 M 为 Berwald

流形.
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关于这个结果的另外一种证明可参见文献 [17]. 结合上面的结果, 如果记 NB 为 Berwald 数量曲

率为 0 的流形类, 则可以得到如下的 Finsler 流形类的关系图:

L

∩ ∩

B = L ∩ NB ⊂ WL ∩ NB ⊂ WL

∩ =

WC ⊂ WB = NB.

(5.1)

弱 Berwald 流形是 Berwald 流形真正的推广, 因为存在非 Berwald 流形的弱 Berwald 流形 [41]. 但是

平均 Chern 曲率为 0 是比平均 Berwald 曲率为 0 更强的条件. 所以自然可以考虑下面的问题.

问题 5.1 如果 Finsler 流形的平均 Chern 曲率 trP = 0, 则该流形是否为 Berwald 流形?

对于下一节将要提到的 (α, β)- 度量, 可证明平均 Chern 曲率 trP = 0 蕴涵该度量为 Berwald 度

量 [27]. 类似于中心仿射几何的 Cohn-Vossen 型刚性问题与独角兽问题的关系, 关于 Tchebychev 形式

的刚性问题的回答也将给出刻画平均 Chern 曲率为 0 的流形的问题 5.1 的回答.

6 (α, β)- 范数与广义 (α, β)- 度量

本节介绍一类特殊的 Minkowski 范数, 称为 (α, β)- 范数, 其单位球面具有一定的对称性. 切空间

的 Minkowski 范数均为 (α, β)- 范数的 Finsler 度量通常被称为广义 (α, β)- 度量.

给定线性空间 V 上的一个 Euclid范数 α 和一个线性函数 β, 记 β 关于 α 的长度为 b = ∥β∥α. 线
性空间 V 上的 (α, β)- 范数可形式定义为

F = αϕ

(
β

α

)
, (6.1)

其中, ϕ = ϕ(s) 是一个定义在区间 I 上的光滑正函数, 并且 [−b, b] ⊂ I. F 成为 Minkowski 范数, 需要

满足基本张量 gij 正定的条件, 这个条件由下面的引理刻画.

引理 6.1 [14, 43,53] 当 n = 2 时, 函数 (6.1) 在 V 上定义一个 Minkowski 范数当且仅当

(ϕ− sϕ′) + (b2 − s2)ϕ′′ > 0 (6.2)

对于任意 s ∈ [−b, b] 成立.

当 n > 3 时, 函数 (6.1) 在 V 上定义一个 Minkowski 范数当且仅当

ϕ− sϕ′ > 0, (ϕ− sϕ′) + (b2 − s2)ϕ′′ > 0 (6.3)

对于任意 s ∈ [−b, b] 成立. 进一步地, (gij) 的行列式为

det (gij) = ϕn+1(ϕ− sϕ′)n−2[(ϕ− sϕ′) + (b2 − s2)ϕ′′]. (6.4)

从上述引理可以看出, (α, β)- 范数的定义中出现的函数 ϕ 对于 gij 的正定性是关键的. Yu 和

Zhu [53] 指出 (α, β)- 范数的单位球面在适当的坐标系下成为旋转超曲面.

1528



中国科学 : 数学 第 54 卷 第 10 期

如果流形 M 上给定一个 Riemann 度量 α =
√
aij(x)yiyj 和一个 1- 形式 β = bi(x)y

i, 则 β 关于

α 的长度 b = ∥β∥α 成为 M 上的光滑函数. 可以光滑地逐点定义 M 的切空间上的 (α, β)- 范数, 由此

决定的 M 的 Finsler 度量形式上可以写为

F = αϕ

(
x,

β

α

)
. (6.5)

对于固定的点 x ∈ M , 我们要求函数 ϕ = ϕ(x, s) 对于第二个变量的定义域 Ix 满足 [−b(x), b(x)] ⊂ Ix.

如果函数 ϕ = ϕ(x, s) 逐点满足引理 6.1 的条件, 则 F 定义了一个 Finsler 度量, 该度量在切空间上的

限制为 (α, β)- 范数. 这样的度量在文献 [53] 中首次出现, 并被称为广义 (α, β)- 度量. 因为历史的原

因, 只有当函数 ϕ = ϕ(s) 与流形上的点无关时, F 才被称为 (α, β)- 度量. 需要指出的是, 文献 [53] 主

要研究了一类具有如下特殊形式的广义 (α, β)- 度量的射影几何:

F = αϕ

(
b2,

β

α

)
. (6.6)

此类度量可被视为除 (α, β)-度量以外的最简单的广义 (α, β)-度量. 本文采用文献 [53]中对广义 (α, β)-

度量的定义.

1972 年, Matsumoto [29] 首先定义并研究了 (α, β)- 度量. Matsumoto 将可表示为 F = L(α, β) 的

Finsler 度量称为 (α, β)- 度量, 其中, α 为 Riemann 度量, β 是 1- 形式, L 是光滑的二元函数且关于每

个变量具有 1 次齐次性. Matsumoto [30] 给出了截至当时关于 (α, β)- 度量的研究工作的一个总结.

本文所给出的 (α, β)- 度量的定义与 Matsumoto 的定义是等价的, 这种定义首次出现在 Chern 和

Shen 2005 年的著作 [14] 中. Chern 和 Shen [14] 首次明确区分了线性空间上的 (α, β)- 范数和流形上的

(α, β)- 度量. 这种新的定义方式显然更加简洁, 也因此能将计算软件 Maple 应用于 (α, β)- 度量的研

究. 独角兽问题的研究也因此在 (α, β)- 度量方面取得了大量的成果.

2006 年, Asanov [3, 4] 首先构造出了非正则的 Landsberg 度量, 但这些度量不是 Berwald 度量.

Asanov 构造的例子形式上是 (α, β)- 度量, 但不是定义在整个切丛上的. 几乎与 Asanov 的工作同时,

Shen [43] 解决了当维数 n > 3 时关于 (α, β)- 度量的独角兽问题.

定理 6.1 设 (M,F ) 是维数 n > 3 的 Finsler 流形. 如果 F = αϕ(β/α) 是 (α, β)- 度量, 则 F 是

Landsberg 度量当且仅当 β 关于 α 平行, 此时 F 是 Berwald 度量.

Shen [43] 首先在自然坐标系下系统计算了 (α, β)-度量的射流系数和 Landsberg曲率.通过求解一

些复杂的方程以及对 Landsberg 曲率为 0 的条件的简化, 他事实上给出了维数 n > 3 的 Landsberg曲

率为 0 的几乎正则 (α, β)- 度量的分类, 并且重新构造出了 Asanov 的例子.

近十余年来, 很多学者沿用沈忠民的方法, 在关于独角兽问题的研究方面取得了丰富的成果.

Tayebi [48] 对独角兽问题在广义 (α, β)- 度量方面的进展作了系统总结, 这里不再赘述.

广义 (α, β)- 度量的一个最近的研究进展是文献 [18], 其中采用了与 Shen [43] 不同的方法, 即通过

直接讨论 (α, β)- 范数单位球的刚性, 再应用定理 4.1, 也得到了相应的结论.

在文献 [18] 中, 作者首先计算 (α, β)- 范数的 Cartan 张量所满足的一个代数方程.

引理 6.2 设 V 是 n (n > 3) 维线性空间. F 是 V 上的一个 (α, β)- 范数. F 的 Cartan 张量由

下式给出:

Aijk = v(hijYk + hjkYi + hkiYj) +
u− (n+ 1)v

∥Y ♯∥2
YiYjYk, (6.7)
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其中 u、v 和 Y ♯ 的定义如下:

Y ♯ := Yidy
i := (bi − sαyi)dyi, v :=

ϕ

2
{log[ϕ(ϕ− sϕ′)]}′,

u :=
ϕ

2
{log[ϕn+1(ϕ− sϕ′)n−2[(ϕ− sϕ′) + (b2 − s2)ϕ′′]]}′,

这里 αyi = |y|−1δijy
j .

这个结果也以其他的形式出现在文献 [2, 3, 29,32] 中.

如果在 v ̸= 0 的集合上, 令 n+ q − 1 := uv−1, 则 Cartan 张量可以表示为

Aijk =
1

n+ q − 1

(
hijAk + hjkAi + hkiAj +

q − 2

∥η∥2
AiAjAk

)
. (6.8)

称 q = 1− n+ uv−1 为 (α, β)- 范数 (6.1) 的特征函数. 特征函数 q = 2 正好刻画了单位球面为椭球面

的 (α, β)- 范数, 即 Randers 范数. 这个结果的证明可通过仿射微分几何的方法得到 (参见文献 [45]).

在研究关于 n (n > 4)维线性空间上的 (α, β)-范数单位球面的部分刚性定理时, 文献 [18]只证明了如

下的在不满足 q = 1 的集合上的刚性结果.

定理 6.2 设 (V, F ) 和 (Ṽ , F̃ ) 是两个 n (n > 4) 维线性空间, F 和 F̃ 是分别是 V 和 Ṽ 上的

(α, β)- 范数. 设 f : IF → IF̃ 是单位球面之间的微分同胚, 并且 f 保持单位球面上的中心仿射度量.

(i) 在集合 v ̸= 0 上, q = 1 当且仅当 f∗q̃ = 1. 因此可以定义

Q := {y ∈ IF | v(y) ̸= 0, q(y) = 1} = {y ∈ IF | f∗ṽ ̸= 0, (f∗q̃)(y) = 1}.

(ii) Qc = IF \Q ̸= ∅ 为开集. 在 Qc 上 Ĉ = ±f∗ ˜̂C. 因此在 Qc 上 f 为线性变换或 Legendre 变换.

我们并未完全解决 (α, β)- 范数单位球情形的 Cohn-Vossen 型刚性问题 3.2. 但根据这个结果, 可

以将具有广义 (α, β)- 度量的 Landsberg 流形 M 在任意点 x ∈ M 处的切空间按定理 6.2 的结论分成

两个部分 TxM = CQx ∪CQc
x, 其中 CQx 和 CQc

x 分别是 Qx 和 Qc
x 定义的锥.定义 CQ =

∪
x CQx, 则

切丛可分解为 TM = CQ ∪ CQc. 根据定理 4.1 和 6.2 可知平行移动限制在 CQc 上为线性映射. 这等

价于在开集 CQc 上, 射流系数 (4.2) 沿着纤维方向是二次函数. 方程 q = 1 事实上是关于 ϕ 的常微分

方程 u = nv. 该方程的非平凡解可表示为

ϕ = c2 exp

∫
(1− c0)c1s+

√
1− s2

c0c1 + s((1− c0)c1s+
√
1− s2)

ds, (6.9)

其中 c0 > 0、c1 ̸= 0 和 c2 > 0 为常数. 函数 (6.9) 在其定义域上为实解析函数. 因为射流系数由度量

的直到 2 阶导数决定, 所以在 CQ 上射流系数 (4.2) 沿着纤维是解析的. 根据解析延拓的唯一性可知

射流系数在整个切丛上沿着纤维方向是二次的. 因此 M 是 Berwald 流形. 这样就得到了下面的结果.

定理 6.3 设 M 为光滑流形且维数 n > 4. 设 F 是定义在切丛 TM 上的广义 (α, β)- 度量. 如

果 F 是 Landsberg 度量, 则 F 是 Berwald 度量.

根据定理 6.3可知, 4 维及以上的广义 (α, β)- 度量类中不存在独角兽. 但是在 2 维和 3 维情形下,

广义 (α, β)- 度量类中是否存在独角兽尚未知晓. 文献 [55] 中包含了 3 维情形关于形如 (6.6) 的广义

(α, β)- 度量的结果.

在独角兽问题的研究中, 特征函数 q = 1 的情形起着关键作用. 事实上 Asanov [3, 4] 和 Shen [43] 构

造的非正则独角兽所用的函数正是 (6.9). 这类函数所定义的 (α, β)- 范数的单位球面的几何性质需深

入研究.
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