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摘 要：散乱数据拟合(逼近)是在信号处理、计算机图形学等领域中被广泛研究的问题，

近些年，利用优化方法获得散乱数据的稀疏表示逼近解也成为了优化和曲面重构交叉领域的热

点。基于由 B 样条生成的 PSI 空间中的散乱点曲面拟合问题和分片稀疏的联系，将分片稀疏性

引入到 Bregman 逆尺度空间算法(ISS)中，提出一种自适应的分片逆尺度空间(aP_ISS)算法，处

理散乱数据的曲面拟合问题。通过对逆尺度空间系统分片符号一致性分析，得到了自适应分片

逆尺度空间系统的性能保证定理和避免了 aP_ISS 参数的选取。应用到散乱点曲面重构问题上

的数值实验结果表明，该算法不仅可以有效拟合曲面，还能够较好保护分片稀疏性。 
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Adaptive piecewise inverse scale space algorithm for  
scattered data fitting 

ZHONG Yi-jun1,  LI Chong-jun2 
(1. Department of Mathematical Sciences, Zhejiang Sci-Tech University, Hangzhou Zhejiang 310018, China;  

2. School of Mathematical Sciences, Dalian University of Technology, Dalian Liaoning 116024, China) 

Abstract: Scattered data reconstruction has been widely studied in the fields of signal processing and 
computer graphics. Moreover, in recent years, to obtain sparse representation approximations of 
scattered data by means of sparse optimization method has also become a hot spot in the 
cross-domain of optimization and surface reconstruction. In this paper, we establish the connection 
between surface fitting of scattered data and the piecewise sparseness in PSI space generated by a 
B-spline, and introduce the piecewise sparsity to the Bregman inverse scale space (ISS) algorithm. In 
addition, an adaptive piecewise ISS algorithm is established to solve the scattered data reconstruction 
problem. Through the analysis of the piecewise symbolic consistency, the performance guarantee of 
adaptive piecewise ISS system is obtained in this paper and the selection of aP_ISS parameters can be 
avoided. Numerical experimental results applied to the surface reconstruction of scattered data show 
that, this algorithm can not only effectively fit the surface, but also protect the piecewise sparsity of 
coefficient of the surface. 
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1 

 

散乱数据拟合(函数拟合/逼近)是一个在信号

处理、计算机图形学中被广泛研究的问题。其通过

给定的散乱的、带噪音的点集来拟合一个较好的曲

线或曲面，需要解决 2 个基本问题：①如何选择一

个简单的函数空间作为描述对象函数的逼近空间；

②其空间要有很好的逼近度。为此，随着散乱点曲

面拟合工具多样性的不断探索，有学者开始利用探

索多层结构性质来改进逼近方法，如 LEE 等[1]提出

的基于 B 样条的多层逼近方法；CASTANO 等[2]提

出了基于小波的多层正则化方法等。JOHNSON  
等[3]进一步探讨了在平移不变空间(principal shift 
invariant，PSI)中基于 B 样条和小波的散乱点曲面

拟合问题。以上方法均力求在所构建的函数类中与

研究对象函数本身误差最小。对于第②个问题，学

者们希望在其空间中得到散乱数据的稀疏表示解，

因此推动了稀疏逼近和优化方法在函数拟合领域

的广泛应用。随着深层挖掘曲面中的稀疏性，几何

建模中很多的启发式方法得到了进一步发展和推

广。近些年，信号的稀疏性研究也取得了丰硕的成

果，其中细化研究信号的稀疏分布(非零元素的分

布)成为了热点，如 HUANG[4]提出了结构化稀疏的

概念，即一类非零元具有一定结构性的稀疏向量，

如广泛研究的非零元是成块出现的块稀疏[5-9]，在统

计中也称为 Group Lasso[10-17]，除此之外还有树稀

疏[18]、图稀疏[19]。刘翼鹏[19]讨论了向量服从全局

稀疏、局部分布不同的凸优化模型，讨论了全局稀

疏局部稠密，即非零元素呈簇状分布的稀疏向量。

提取出了可以描述整个信号的结构性信息，有利于

使用更少的样本和运算量来恢复信号，且能够决定

信号是否可以有效地得到恢复。对于不同的实际场

景，信号的稀疏表示向量具有不同的结构，更好地

研究这些结构有利于理解和解决实际问题。随着对

稀疏性的细化探索，学者们尝试在曲面重构，尤其

是在 PSI 空间中的曲面重构问题所具有的结构型稀

疏表示进行研究。HAO 等[20]提出了利用凸优化模

型来考虑 PSI 空间中基于 B 样条的散乱点曲面拟

合问题，利用多块 LASSO (MLASSO)得到散乱点

曲面拟合问题的稀疏解；文献[21]得到了曲面在

PSI 空间中每一层 B 样条上的稀疏表示解。基于

MLASSO 的散乱点曲面拟合问题不仅可以得到稀

疏解(稀疏表示系数)而且拟合效果较好，但其多个

正则化参数的选取是一个待解决的问题。OSHER
等[22]提出 Bregman 逆尺度空间算法(inverse scale 
space，ISS)，即 

 T
1( ( )), ( )t t tt t  p A b Ax p x  (1) 

此方法是贪婪算法和凸优化算法的一种结合，

不仅规避了凸优化算法中参数的选取问题而且运

行速率较快。之后 LI 和 ZHONG[23]提出了一种带有

删除机制的分片逆尺度空间算法，核心是将分片稀

疏性引入到 ISS 算法中。在稀疏恢复问题上，相较

于 ISS 算法，该算法能够更好地保护信号的小尺度

非零元素，在应用于散乱数据拟合问题中得到了较

好的拟合效果。分片稀疏性是一类描述向量中非零

元素散乱分布现象的稀疏性。DONOHO 和 HUO[24]

针对片稀疏信号对应观测矩阵具有的分块结构，引

入分块矩阵互相干(mutual coherence)条件，可将分

块正交矩阵的精确恢复信号的稀疏度理论上界推

广到一般分块矩阵之中, 改进了稀疏信号可精确恢

复的充分性条件。其结果不仅给出了分片稀疏恢复

的理论保证，也提升了 L0 模型和压缩感知恢复整

体稀疏信号的可信度。向量的分片稀疏结构所对

应的观测矩阵 A 的分块结构恰好符合 PSI 空间基

于 B 样条所生成基函数的层数，因此引入分片稀

疏性到稀疏优化算法(模型)中，并分析散乱点曲面

拟合问题是有意义的。 
然而分片 ISS 算法(P_ISS)[23]也有其缺陷，算法

中的删除机制增加了新的参数选取问题。目前考虑

基于散乱点的曲面拟合的稀疏表示的文献较少。基

于此，本文提出一种自适应的分片逆尺度空间算法

(adaptive piecewise ISS，aP_ISS)，由此得到散乱点

曲面拟合问题的稀疏表示。此算法不仅规避了带有

删除机制的分片逆尺度算法中需要人工选取参数

的问题，而且通过对“分片符号一致性”的分析，使

得算法具有自适应性，可更好地应用到散乱点曲面

逼近问题中。 
本文主要贡献如下： 
(1) 通过将分片稀疏的理念引入到散乱数据拟

合问题中，拓广了稀疏技术在函数逼近中的应用。 
(2) 改进了文献[22]中的分片逆尺度空间算法，

规避了算法中的删除机制。利用“分片符号一致性”
使得算法更具自适应性。 

(3) 稀疏算法作为高效算法已经成功地应用

到了曲面拟合问题中，本文建立了一个稀疏表示

系数的先验信息，从而可以更好拟合曲面的细节

信息，达到更好地逼近效果。与已有的稀疏重建

算法相比，不仅有更松弛的理论保证并且拟合效

果更好。 



   

20 计算机图形学与虚拟现实 2020 年

 

 

1  预备知识 

1.1  散乱数据曲面拟合问题 
典型的散乱点曲面拟合问题是指：存在一个散

乱点集合 1 2{ , , , } d
nX x x x    R 和相对应的函

数值 1 2| { , , , }X nf f f f  ，且需要找到一个属于空间

H的函数 g能够拟合给定的数据 1{( , )}nk k kx f  。经典

的光滑样条散乱点重构模型为 

 2 2

1
min ( ( ) ) | | m

n

k k H
k
g x f g



   (2) 

由于 g 属于 Beppo-Levi 空间，所以当数据点

规模变大时计算量也会变大。为了解决该问题，

文献[3]考虑在一个由紧致支撑函数移位扩张生成

的空间(称为 PSI 空间)中求解以上正则化问题。利

用 PSI 空间不仅避免了计算量增大的问题，也由于

其和小波、B 样条的联系使得稀疏逼近数据函数成

为可能。 

记
1

N

i
i
H


  为逼近空间，其中 1( )i iH H  为 B

样条函数 i 生成的 PSI 空间，此时待重构的曲面 g为 

 
1 1

, ,
N m

i i
i i i i j j

i j
g g g H g c 

 

     (3) 

其中， i
jc 为系数； span{ , 1, , }i

i jH j m   。设 h

是 PSI 空间的尺度参数，指标集 K为 

 2 2: supp
s

K k k
h

  
               

Z   (4) 

利用分块矩阵 1[ , , ]N A A A 表示由 i
j 定义的观测

矩阵 

 2( , ) ,
i
s

i
xs k k k K
h


 

   
 

A  (5) 

向量 b 表示被噪音污染的数据{fi}，则曲面拟

合问题 ( )i ig x f 可以记为   b Ax e ，其中 x 为曲

面表示系数；e 为噪音。 
1.2  符号说明 

定义 1[24]. 观测矩阵 A 的列互相干为 
 

,
: max

i j
  | , |i j a a  (6) 

其中，ai为矩阵 A 的第 i列。 
定义 2[23]. 设矩阵 1[ , , ]N A A A 是 N 个矩阵

的拼接，定义第 i块的子阵互相干为 

 , max max | , |i i i i
k li k l




  a a  (7) 

其中， , , 1, ,i i
k l i i N  a a A 。 

命题 1[23]. 第 i块的子阵互相干 μi,i满足 

 ,0 i i
i   ≤ ≤  (8) 

其中， [0,1]i  为衡量第 i 个子矩阵块内互相干与

矩阵整体互相干比例关系的参数。 
Oracle 估计[21]是最小二乘解在真实支撑集 S 上

的部分，oracle 的非零元素可表达为 
T 1 T * T 1 Tˆ ( ) ( )   S S S S S S S Sx A A A b x A A A e    (9) 

分片 oracle 估计[22]是 oracle 估计限制在子空间

Si上的部分 

 

* T 1 T

T 1 T *

ˆ ( )

ˆ( ) ( )
i i i i i

i i i j j j

S S S S S

S S S S S S
j i







  


x x A A A e

A A A A x x  (10) 

其中， 1( )Ni iS S 。 

1.3  逆尺度空间算法 
文献[25]中提出了一个自适应的逆尺度空间算

法(adaptive inverse scale space，aISS)，实现算法步

骤如下： 

输入：A， , threshold 0b ≥ 。 

输出：x(tk)。 

步骤 1. 初始化 T
1 1/ | || |t  A b ∞， T

1 1( )t t p A b ，

1 1{ || ( ) | 1}iI i p t  。 

步骤 2. 计算 x(tk)为问题 

 
1

2
2

1

1

min ||
s.t. (

||
) 0,

0,
kt i i k

j k

p x i S

x j T



 



 
  
   

≥

x Ax b
 (11) 

在 Sk=Ik上的解。 
步骤 3. 更新时间变量为 

 
1 min{ | , | ( ) | 1

   ( ) 0, ( ) ( )}
k k j

j k j j k

t t t j p t

x t p t p t
    

   (12) 

步骤 4. 更新次梯度为 

  T( ) ( ) ( ) ( ( ))j j k k j kp t p t t t e t    A b Ax  (13) 

其中，t=tk+1，ej nR 为第 j个分量为 1 其余分量为

0 的向量。 
步骤 5. 更新指标集为 

 1 1{ || ( ) | 1}k i kI i p t    (14) 
文献[21]中给出了如下 ISS 系统(1)的理论保证

条件。 
假 设 1[21]. 限 制 强 凸 性 (restricted strong 

convexity)：存在 (0,1]  ，使得 T
S S A A I≥ 。 

假设 2[21]. 不可表示条件或精确恢复条件

(irre-presentable condition or exact recovery condition)：
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存 在 (0,1) ， 使 得 T|| 1||T †
∞≤SA A ， 其 中

† T 1( )S S S SA A A A 。 
定理 1[21]. 设假设 1 和 2 均成立，那么存在一

个时刻使得 Bregman ISS 路径(1)在时刻之前没有

错误选择，即 t  ≤ ，supp( (t)) supp( )x x 以大于

10

21
π logn n

 的概率成立。若 

min

10 2

101/2

||

max

8 (2 log ) max4 , log
||jj T

x

s
n







        
 
  

≥

A
(15) 

成 立 ， 则 以 超 过
10

21
π logn n

 的 概 率 有

sign( ( ))=sign( )x x ，即 Bregman ISS 求解的最优解

达到了符号一致性。 
1.4  分片稀疏 

对于给定的向量 

1 1 1 2

T T T
1 2

T
1 1 1( , , , , , , , , , )

N

N

d d d d n d nx x x x x x       
  

x x x

x  (16) 

其中，
1

N

i
i

n d


  ， 0|| ||i is  x ( 1, ,i N  )。对于向量

而言有 3 种常用的稀疏性： 
(1) 全局稀疏。x 称为 s-稀疏的若 x 至多含有

0 0
1

|| || || ||
N

i
i

s


 x x ≤ 个非零元素； 

(2) 块稀疏
[4-9]

。x 称为块 s-稀疏的若 x 至多含

有 s 个含有非零元素的块，即块 l0 范数 2,0|| || x  

2
1

(|| || )
N

i
i
I


 x 不超过 s； 

(3) 分片稀疏[23]。向量 T T T
1( , , ) n

N x x x R 可

以分成 N个部分，且每部分 T in
i x R 都是一个稀疏

向量，若已知 0|| ||i is  x ( 1, ,i N  )，则称 x 是分片

1( , , )Ns s -稀疏向量。 
1.5  分片逆尺度空间算法(P_ISS) 

分片逆尺度空间系统(piecewise inverse scale 
space ， P_ISS)[22] 旨 在 恢 复 分 片 稀 疏 向 量

T T T
1( , , ) n

N x x x R 中每一个子向量 T in
i x R 的

支集，即 P_ISS 方法分别且同时求解 xi，再由所有

的 xi共同构成 x，即 

    
T

1

1

( ) ( ),
 1, ,

( ) (|| || ),

i i

i

N

t i i i i t
i

i i t

t
i N

t






   
 

 
p A b A x

p x
 (17) 

算法 1[22]
. 分片逆尺度空间算法 

输入：观测矩阵 1[ , , ]N A A A ，观测向量 bσ，

噪音程度参数 σ。 

输出：分片稀疏向量 T T T
1( , , ) n

N x x x R 。 

步骤 1. 初始化。 

 1 T1/ | |||i it  A b ∞   

 1 1 T( )i i i it t p A b  (18) 
1 1 1

( ){ :| ( ) | 1}i i j ij p t   

步骤 2. 最小二乘。更新 T T T
1 1( ( ), , ( ))k k

N Nt tx x 为 

   1T T
1

2
1 1

, ,
min || ||

s.t. ( ) ( ) 0, 1, ,

N
N

I N I N

k k
i i i it t i N

   


 






 

≥

x x
A x A x b

x p
 (19) 

的解。其中 I为指标集； I 为在指标集 I上的投影

算子。 
步骤 3. 并行时间路径更新。 

 
1

( )

( ) ( ) ( )

min{ : , :| ( ) | 1

( ) 0, ( ) ( )}

k k
i i i i i l i

k k
i l i i l i i l i

t t t t l p t

t p t p t

    

 x
 (20) 

步骤 4. 并行的次梯度向量更新。 

1 1 T
( ) ( )

1
( ) ( ) ( ) ( )

N
k k k k k

i j i i j i i i j i i i i
i

p t p t t t e t 



 
     

 
A b A x

(21) 
步骤 5. 并行的指标集更新。 

 1 1
( ){ :| ( ) | 1}k k

i i j ij p t    (22) 

步骤 6. 删除机制。设置向量 

 T T T
1 1( ( ), , ( ))k k k

N Nt t x x x  (23) 

满足不等式 

 10
4 log , 1, ,jx C n j n


 ≤  (24) 

的分量为 0。引入分片稀疏性后提出的带删除机制

的分片 Bregman 逆尺度空间(P_ISS)算法。因该算

法结构类似于正交匹配算法，所以其运行速率较

快，又因求解的是分片凸优化问题，故其收敛到

l1 稀疏解。数值实验表明相比于 ISS 算法，分片

Bregman 逆尺度空间算法能够更好地保护小尺度

元素不被噪音混淆。 

2  自适应分片逆尺度空间算法(aP_ISS) 

2.1  P_ISS 算法中删除机制的缺陷 
在改良的贪婪算法中，比如压缩采样匹配追踪

算法 (compressive sampling MP，CoSaMP)[26]，

利用删除机制对算法当前恢复的解进行自适应
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的修正是较为常用且有效的方法。CoSaMP 在算

法最后一步保留最大的 s(s=||x||0)个非零元素，其

余的元素均设置为 0 以克服类似 StOMP 算法[27]

在支集添加冗余元素的缺陷。在算法 P_ISS 迭代

过程中，由于分片稀疏向量 x 整体到达符号一致

性[22]的时刻 11, ,
max { , , }Ni N

  





 ，其中 i 为第 i 片

到达符号一致性的时刻。即所有的“片”到达了符

号一致性算法才会停止更新支集。在所有的 N个

子向量都到达符号一致性之前，早到达符号一致

性的“片”会由于不断的迭代产生错误或冗余的

非零元素，所以在 P_ISS 算法中设置删除机制可

以有效地避免冗余元素的产生。但是，删除机制

中引入的参数 C使得算法增加了选取问题，即参

数 C与数据密切相关，需要经验性选取，消耗大

量时间。 
2.2  分片符号一致性 

本文考虑对算法进行分片符号一致性的改进，

即当某一“片”到达符号一致性时, 停止此“片”的支

集更新。从而保证在最小二乘计算中，该“片”不会

随着晚到达符号一致性的“片”的更新而增加冗余的

元素。该算法自行地对每一“片”实行分片符号一致

性的“监督”，使得算法自适应性更强。 
2.3  自适应分片逆尺度空间算法(aP_ISS) 

算法 2. 自适应分片逆尺度空间算法 
输入：观测矩阵 1[ , , ]N A A A ,观测向量 bσ，

噪音程度参数 σ。 

输出： T T T
1( , , )N x x x 。 

步骤 1. 初始化。 
1 T1/ || ||i it  A b ∞  

  1 1 T
i i i it t p A b  (25) 

  1 1 1
( ):| | 1i i j ij p t   

步骤 2. 最小二乘。更新     TT T
1 1 , ,k k

N Nt tx x 为 

   1T T
1

2
1 1

, ,
min || ||

s.t. ( ) ( ) 0, 1, ,

N
N

I N I N

k k
i i i it t i N

   


 






 

≥

x x
A x A x b

x p
 (26) 

的解。其中，I为指标集； I为在指标集 I上的投

影算子。 
步骤 3. 并行时间路径更新。 

 
1

( )

( ) ( ) ( )

min{ : , :| ( ) | 1

    ( ) 0, ( ) ( )}

k k
i i i i i l i

k k
i l i i l i i l i

t t t t l p t

t p t p t

    

 x
 (27) 

步骤 4. 并行的次梯度向量更新。 

1 1 T
( ) ( )

1
( ) ( ) ( ) ( )

N
k k k k k

i j i i j i i i j i i i i
i

p t p t t t e t 



 
     

 
A b A x  

(28) 
步骤 5. 并行的自适应的指标集更新。若第 i片

未达到符号一致性，则 

   1 1
( ):| | 1k k

i i j ij p t    (29) 

否则 1k k
i i
   。 

实际算法操作中，通过算法当前迭代向量和

oracle 向量的符号一致性，即考虑第 i 片的向量 xi
和分片 oracle 估计向量 ˆ

iSx 是否达到了符号一致性 

 ˆ( )( )
ii Ssign signx x  (30) 

并衡量是否更新指标集。下面给出 aP_ISS 的性能

保证定理。首先给出一些相关的引理。 
引理 1. 矩阵

1
[ , , ]

NS S SA A A 的奇异值满足 

 

21 ( 1) ( )
    1 ( 1) ( )

I I I

I I I

s s s
s s s

   
  

   
   

≤ ≤

 (31) 
其中， 

0 0
0

0 1, ,
: ( 1) max ( 1)i i j i i ji Nj i j i

I i s s s s 
 

        
  
 
   

 


 

(32) 
证明：在每个子矩阵 Ai中，选择指标集为 Si的

列向量组成的子矩阵
iSA 。考虑 Grassmannian 矩阵 

 

 
1

1

1 1 1 2 1

1 2 2 2 2

1 2

T

T

T

T T T

T T T

T T T

  

N

N

N

N

N N N N

S

S S S

S

S S S S S S

S S S S S S

S S S S S S

 
 

   
  
 

 
 
 

  
 
  
 

 





   



S S

A

Φ A A A A

A

A A A A A A

A A A A A A

A A A A A A

 (33) 

其中对角线上的块矩阵 T
i iS SA A 具备以下形式 

T T
1 2 1

T T
2 1 2

T T
1 2

1 ( ) ( )

( ) 1 ( )

( ) ( ) 1

i

i

i i

i i i i
s

i i i i
s

i i i i
s s

 
 
 
 
 
  
 





   



a a a a

a a a a

a a a a

 

其中， 1 , ,
i

i i
sa a 是第 i 块中的列。利用 Gershgorin 

圆盘定理， SΦ 的最小特征值满足 

 min 1 max | |ij
i j




 Φ≥  (34) 
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其中， ijΦ 为 SΦ 中的元素，且 SΦ 中对角线元素满足

,| | i i
ij i  Φ ≤ ，非对角线元素满足 | |ij Φ ≤ 。因此 

1, ,
T

1, ,

1 max (( 1) ( ))

    ( ) 1 max (( 1) ( ))

i i ii N

i i ii N

s s s

s s s

 

  




   

   





≤

≤S SA A  (35) 

证毕 

引理 2. 设矩阵 1[ , , ]N A A A 的每一个子矩

阵 Ai的互相干参数是 i ，假设 1 成立，则 

 T ̂S SA A I≥  (36) 

其中， 

 
1, ,

ˆ 1 ( 1)

1 max ( 1)

I I i
i I

j j ij N i j

s s

s s

  

 



 

 
    

 
      
  






 (37) 

定理 2. 设假设条件 1 和 2 均成立，若分片稀

疏信号满足 

10 max 2
min

10

8 (2 log ) max4max ,
ˆ ˆˆ

log (38)

jj T
s

x

n






        
 
  

≥

A

  

且 

 min 10 10
2 2 log log

ˆ
x m m m s


 ≥  

其中，smax为 si=|Si|的最大值； 

1

1

ˆ 1 ( 1)

(1 )
1 ( 1) 1 ( 1)ˆ 1

1
1 ( 1)

I I i
i I

N
i Z Z

i i i Z Z Zi
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i
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s s

s s
s s s s

s
s s

  

  
     


  







 
    

 


     
 


  







(39)
 

则 aP_ISS 在终止准则 2 10|| ( ) || 2 logt m m m r ≤

下以大于或等于1 (1 / )O m 的概率选出真实支集 S 

(̂ 的证明参见文献[23])。 

3  数值实验 

3.1  实验设计 
本文的散乱数据曲面拟合问题，对应于分片稀

疏模型，矩阵 1[ , , ]N A A A 是由 i
j 定义的观测矩

阵
2( , )
i
s

i
xs k k
h


 

   
 

A ；k K ，带噪音的观测数

据{ }if 是用向量 b 表示。此部分通过给定的散乱点

集{ , }k kx y 和其相对应的观测数据{ ( , )}k kf x y 拟合

曲面并得到其稀疏表示 ( , )g x y 。其逼近函数是由张

量积 B 样条基函数 ( , )( 1, , ; 1, , )i
j ix y i N j n    表

示，其中 N为多层 B 样条的层数，基函数的总数为

1 Nn n n   ，于是待拟合曲面为 

 
1 1

( , ) ( , )
inN

i i
j j

i j
g x y c x y

 

  (40) 

考虑到 N 层 B 样条基函数之间是相关的，于

是此问题转变为了一个求解分片稀疏向量(曲面的

系数向量)，即 

  1 2

T1 1 2 2
1 1 1, , , , , , , , ,

N

N N
n n nc c c c c c    c  (41) 

的分片稀疏逼近问题。 
本文通过对一个函数 f 添加高斯噪音来人工生

成一个带噪音的数据集 {(( , ), ( , )) : 1,k k k kx y f x y k   

,900} ，即 

 ( , ) , 1, ,900k k kf f x y k     (42) 

其中， 900
1{( , )} [ 1,1] [ 1,1]k k kx y       是随机数据

集，高斯噪音 2(0, )n N I 。测试层数为 N=4，且

测试的观测函数为 
2 2

1
2 2

2 2

2 2

2 2
2

2
3

( , ) 0.75exp( (9 2) / 4 (9 2) / 4)

    0.75exp( (9 1) / 49 (9 1) /10)

    0.5exp( (9 7) / 4 (9 3) / 4)

    0.2exp( (9 4) (9 7) )

( , ) exp(( 81( 0.5) 81( 0.5) ) / 4) / 3

( , ) ( 20.25( 0.5)

f x y x y

x y

x y

x y

f x y x y

f x y x

     

    

    

   

    

    2( 0.5) ) / 3y










 

(43) 

对比以下算法求解散乱数据曲面拟合问题的

稀疏表示的数值效果： 
(1) 逆尺度空间算法(aISS)。 
(2) 带有删除机制的分片逆尺度空间算法

(P_ISS)，其中删除机制中参数 C=0.3。 
(3) 多块 LASSO (MLASSO) 

 
24 4

1
1 1 2

1min || ||
2i i i i

i i


 

  x
x A x b  (44) 

利用 Jacobi 型的逼近交替方向乘子算法(alternating 
direction method of multipilers，ADMM)[28]求解

MLASSO，其中正则化参数的值取为 1 0.3  ，

2 0.15  ， 3 0.2  ， 4 0.3  。 

(4) 本文提出的自适应分片逆尺度空间算法
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(aP_ISS) 。通过均方根误差 (root-mean-square ，
RMS)、分片稀疏度及算法运行时间(CPU)进行 4 种

算法比较，RMS 为 

 

1 2
2

1 1

1 2

( ( , ) ( , ))
M M

k l k l
k l

f x y g x y
RMS

M M
 





 (45) 

其中， 

1
1

2 1 2
2

21 ( 0,1, , 1)
1

21 ( 0,1, , 1), 50
1

k

l

kx k M
M
ly l M M M

M

    


      





(46) 

3 个噪音分别取值为 1 2 30.25, 0.1, 0.01     。 

3.2  实验结果分析 
从表 1~3 的数值结果和图 1~3 的拟合效果可以

发现，若不考虑分片稀疏性的 a_ISS 算法，本文算

法(aP_ISS)较其他 2 种算法在近似散乱点集上优势

较明显，同时在保护分片稀疏度上效果更好，即每

一层支集均不为空集且稀疏。相较于分片稀疏性的

MLASSO 算法，aP_ISS 算法在运行效率上有明显

的优势，MLASSO 模型存在事先人工输入和调节多

个正则化参数的缺陷，本文算法的自适应性保证了

算法可以更快地运行，且 MLASSO 算法近似的曲

面效果远不如本文算法。P_ISS 算法的主要缺陷在

于删除机制中参数 C 的选取依赖数据、噪音等因

素，需要花费大量时间，而本文算法不仅避免了

参数的选取而且能够得到和 P_ISS 算法同等的近

似效果。 

另从表 1~3 的结果还可以观察到，分片稀疏逼

近的目的是为了在每一层上都有非零元素表示，且

是稀疏表示，本文算法除了近一步改进已有的分片

算法 P_ISS，更重要的是为了通过“分片符号一致

性”来体现分片稀疏的思想。实验结果表明本文的

算法不仅在拟合效果上更好，并且达到了分片稀疏

表示的效果。 
 

表 1  观测函数 f1 对应曲面拟合的数值结果 

算法 RMS 分片稀疏度 CPU 

a_ISS 0.388 (3+0+0+0) 3 0.009 

P_ISS 0.394 (3+2+2+2) 9 0.015 

MLASSO 0.408 (3+22+46+9) 80 0.126 

本文 0.394 (3+2+2+2) 9 0.015 

 
表 2  观测函数 f2 对应曲面拟合的数值结果 

算法 RMS 分片稀疏度 CPU 

a_ISS 0.112 (1+0+0+0) 1 0.008 

P_ISS 0.118 (0+1+1+0) 2 0.005 

MLASSO 0.118 (1+14+9+0) 24 0.129 

本文 0.118 (0+1+1+0) 2 0.006 

 
表 3  观测函数 f3 对应曲面拟合的数值结果 
算法 RMS 分片稀疏度 CPU 

a_ISS 0.108 (7+21+13+0) 41 0.054 

P_ISS 0.107 (11+14+15+13) 53 0.059 

MLASSO 0.104 (3+28+2+0) 33 0.124 

本文 0.107 (11+14+15+13) 53 0.059 
 

 

 
(a) 散乱点集(无噪音) (b) 散乱点集(有噪音) (c) a_ISS 

 

 
(d) P_ISS (e) MLASSO (f) 本文算法 

 

图 1  观测函数 f1 对应 4 种算法拟合出的近似曲面的对比图 
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(a) 散乱点集(无噪音) (b) 散乱点集(有噪音) (c) a_ISS 

 

 
(d) P_ISS (e) MLASSO (f) 本文算法 

 

图 2  观测函数 f2 对应 4 种算法拟合出的近似曲面对比图 
 

 
(a) 散乱点集(无噪音) (b) 散乱点集(有噪音) (c) a_ISS 

 

 
(d) P_ISS (e) MLASSO (f) 本文算法 

 

图 3  观测函数 f3 对应 4 种算法拟合出的近似曲面对比图 

 

4  结 束 语 

本文利用 aP_ISS 处理散乱点曲面拟合问题, 
通过引入分片稀疏性，可以有效地保护在 PSI 空间

中多层支集的分片稀疏性；进一步通过对分片逆尺

度空间系统的分片符号一致性的考虑，避免了分片

算法中参数的选取问题。实验结果表明，该算法近

似散乱点曲面效果较好，验证了利用稀疏优化算法

处理散乱点曲面拟合问题的优势。 

分片稀疏思想应用到散乱数据拟合等问题仍

然欠缺较为完善的研究，通过对稀疏优化算法的自

适应分片处理来求解曲面拟合问题，将是未来研究

的重点。 
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