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基于晶体三维点阵热振动物理力学分析的
Mie-Grüneisen状态方程
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  摘要:根据晶体结构建立了三维定容热振动的微观物理力学模型,由力学方程推导出了点

阵热振动能量与外力的微观热振动的力学关系。在微观热振动关系中引入宏观统计物理量,
直接从物理力学模型得到了 Mie-Grüneisen固体状态方程和Grüneisen系数的表达式。根据

晶体结构中的原子排列规律,对简单立方、面心立方、体心立方、金刚石立方晶体和理想密排六

方晶体的Grüneisen系数的表达式进行了证明。结果表明,这些对称性晶体结构的Grüneisen
系数与冷压具有统一的微分关系,与晶体结构无关。
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1 引 言

  Mie-Grüneisen固体状态方程p-pK ( )v =γ( )v
v e-eK ( )[ ]v 或pn=γ

( )v
v en 是从晶体点阵热振动的

量子力学方程出发,根据统计力学规律由微观状态推导至宏观状态而得到的。从宏观物理量之间的关

系来看,Grüneisen状态方程是由“冷状态”(T=0K)的冷压、冷能(pK,eK)点,沿v为常数的等容线,以

Grüneisen系数γ为比例外推至(p,e)压力、内能状态。同时,Grüneisen状态方程也表示了在常比容v
时,点阵热能en 与热压pn 之间的关系。

从 Mie-Grüneisen固体状态方程可见,对具体材料的Grüneisen状态方程参数进行研究,主要是确

定其冷压或冷能形式与参数(由于存在热力学关系deK=-pKdv,冷压或冷能函数可以求得另一函数),
以及Grüneisen系数γ的形式与参数。据此,人们进行了大量的研究,如使用各种静高压和动高压实验

确定状态方程参数[1-3],建立冷压、冷能、Grüneisen系数的各种经验函数[4-5],从微观原子势能推演出宏

观冷压、冷能以及Grüneisen系数[6-9],还有直接采用分子动力学对状态方程参数进行数值计算的研

究[10-11]等。
上述研究基本上都是基于统计物理原理,本研究则从三维晶体结构的定容热振动微观物理力学模

型出发,由力学方程推导出了点阵热振动能量与外力的微观热振动的力学关系。在微观热振动关系中

引入宏观统计物理量,直接从物理力学模型得到了Mie-Grüneisen固体状态方程和Grüneisen系数的表

达式,并根据三维晶体的原子排列规律,对简单立方、面心立方、体心立方、金刚石立方晶体和理想密排

六方晶体的Grüneisen系数进行证明。
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2 简单立方晶体三维微观热振动的物理力学模型与分析

  图1(a)为简单立方晶体原胞,立方晶胞中的8个角点上个有1个原子,原子之间的最近距离为r,
等于立方体的边长。如果将坐标系原点放在任意1个原子(角点)上,该原子四周有6个最邻近原子,6
个原子坐标如图1(b)所示。

图1 简单立方晶体中原子分布图

Fig.1 Atomcoordinatesinasimplecubiccrystal

  设图1(b)中心原点处的原子作热振动,瞬间的运动位置可以用矢量X 表示,代表的坐标位置为

(x,y,z),与原点距离为L=|X|,且L2=x2+y2+z2。对中心原子进行研究时,周边的6个原子的位置

相对固定。以图1(b)中的1点为例,热运动使中心原子至1点的距离变为(x,y,z)与(r,0,0)两个矢量

之差,即

R1= x,y,( )z - r,0,( )0 = x-r,y,( )z = x-( )r 2+y2+z2

可以解出中心原子至原子1的距离变化量D1,其解析表达式为

D1=R1-r=-r+ r-( )x 1+ L2-x( )2 /r-( )x 2

由于L、x相对r均为小量,进行如下近似

D1≈-x+ L2-x( )2 /2r-( )x
再取r-x≈r,可得

D1≈-x+ L2-x( )2 /2r (1)
将中心原子相对于原子1的势能进行Taylor展开,并略去二阶以上的小量,有

U1= ( )U r + ( )U′r -x+L2-x2
2
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同理,可得原子2~原子6的势能函数为

U2= ( )U r + ( )U′r x+L2-x2
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U3,4= ( )U r + ( )U′r ∓y+L2-y2
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U5,6= ( )U r + ( )U′r ∓z+L2-z2
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(3)

对以上势能作用求和就可以获得全部6个原子对中心原子运动的总势能贡献。保留二阶以下小量,可
以整理出中心原子三维热振动的总势能为

Un =U r,x,y,( )z -na ( )U r ≈na

2
2 ( )U′r

r + ( )
é

ë
êê

ù

û
úúU″r L2

3
(4)

式中:na 为晶体中最邻近原子数,对于简单立方晶体na 为6。显然(4)式为简谐振动的二阶势函数,其
中热振动的刚度系数k= 2U′/r+( )U″na/3。利用简谐振动的圆频率公式,可得三维热振动合成的圆频

率为
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ω2=k
m =na

3m
2 ( )U′r
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úúU″r ⇒2dlnω=dln2
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r + ( )é
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式中:m 为原子质量。
对图1(a)中晶胞的受力状态进行分析。设晶胞在x、y、z所受的压力为p,x方向的受力面积为r2。

由于平行x方向上共有1~4四个键,承受x方向的压力;其余键皆垂直于x方向,对x方向的压力无

贡献。而x方向上的4个键在晶胞中又各占1/4,实际上在x方向上只有1个键的贡献。故可以求出x
方向上单键的受力为

-U′R( )1 =ηr2p (6)
式中:η是单键的受力面积系数,对于简单立方晶体η=1。将U′(R1)以r为中心进行Taylor展开,保留

二阶小量,则

p=- ( )U′r
ηr2

- ( )U″r
ηr2

-x+L2-x2
2
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U(3)( )rx2 (7)

显然上述压力可以分成静载和动载两部分,其中静载部分就是冷压pK,有

pK =- ( )U′r
ηr2

(8)

动载部分为

pn=- ( )U″r
ηr2

-x+a2-x2
2
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U(3)( )rx2

考虑到在三维固体中热振动是以一种波形式传播。在一个较大的控制体内,如果取键的垂向平面处为

固壁面,热波在该固壁面上反射时应力加倍。再考虑宏观压力实际上是微观时均作用的平均,可得热压

力如下

pni=- 2
ηr2

( )U″r -xi+y2i +z2i
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x- 和x2 代表对应的时均值。设xi=Aisinωt,由于在统计意义上x2i =y2i =z2i =L2i/3,可得

xi=1T∫
T
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代入上式和(4)式,Un的最大值就是热振动的总能量,有Eni=Un,maxr,x( )i =Unr,A( )i ,可得

pni=- 1
ηr2
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r +12U
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从(9)式可见,原子热振动的热能、热压与振幅成简单的正比关系,所以无论是使用任何统计方法,比如:
经典 Maxwell-Boltzmann统计或考虑量子效应的统计,这种正比关系不会发生变化。也就是说,这种

比例关系可以从微观量关系推广至宏观量,而与统计方法无关。如果设wi是对应原子振动热能Eni出

现的概率,∑wi=1,显然它同样也是热压pni出现的概率,则宏观的热能和热压分别可以统计为en=

∑eniwi、pn=∑pniwi,于是可得

pn=∑pniwi= -1
ηr2
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⇒pn= - m
naηr2

( )U″r/r+U(3)( )r/2
( )U′r/r+ ( )U″r/2en

(10)

可见宏观量en 与pn 之间依然保持正比关系,比例系数与微观量的相同。再利用(8)式和密度、声速的

物理定义,可以得到
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v=1/ρ=μr3/m
c2K=dpK/dρ
dlnr3=dlnv=-dlnρ

( )U′r /r=-ηrpK

( )U″r =ηr3ρc2K-2p( )K

U(3)( )r =-η9ρ2dc2K/dρ+2p( )
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式中:单原子所占体积为μr3,μ为体积比例系数,对于简单立方晶体μ=1;ρ为晶体密度;为v比容;cK
为冷压线上的声速。并将(11)式代入(10)式,从γ=vpn/en定义可以得到从物理力学分析获得的

Grüneisen系数表达式

γ= 6μ
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还可以证明对于一些对称性的晶体6μ/naη=1,故(12)式常用的形式为

γ=-dlnωdlnv+ pK
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另外,为了作为对比,还可以利用过去状态方程推导中获得的统计规律,即使用热振动截止频率ω与比

容的微分关系式γ=-dlnω/dlnv来求取Grüneisen系数。将(11)式和(5)式代入γ=-dlnω/dlnv,可
得到又一种Grüneisen系数
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3 部分对称晶体的三维微观热振动物理力学分析

图2 原子在三维空间热振动物理力学模型

Fig.2 Thermal-vibrationphysicalmechanical
modelofanatominspace

  图2为三维晶体中原子热振动的物理力学模型。坐标原

点为需要研究的热振动原子,在该原子四周有na 个邻近原

子,距离均为r。设四周的na 个邻近原子固定不动,其中第i
个原子的空间矢量坐标为ri=r(li,mi,ni),其中(li,mi,ni)为
单位矢量。在研究第i个原子对中心原子热振动的贡献时,
可将x轴转至ri 方向,旋转后的坐标为(xi,yi,zi),且与原坐

标(x,y,z)的关系有

xi = x,y,( )z ·li,mi,n( )i =lix+miy+niz

x2i =l2ix2+m2iy2+n2iz2+2limixy+2linixz+2miniyz
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由此,参考(1)式的推导过程,可以计算出热振动造成两原子

间距离的变化量为

Δi= xi,yi,z( )i - r,0,( )0 -r≈-xi+ L2-x2( )i /2r (16)
将(16)式代入势能的Taylor展开近似式((2)式),经整理,可得第i个原子对中心原子热振动的势能贡

献为

Uni=Ui- ( )U r ≈ ( )U′r -xi+L2-x2i
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当考虑四周na 个原子对中心原子热振动势能的共同贡献时,对上式求和,有
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显然,当∑
na

i=1
xi=0、∑

na

i=1
x2i=na

3L
2 时,(17)式与(4)式相同。另外,如果晶体结构具有对称性,在各个方向
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上晶体受的压力相等,就可以简单地用单键的受力面积ηr2 与键力-U′(R1)表示成(6)式形式。参考

上节的推导过程,(13)式和(14)式所表示的两种Grüneisen系数转化为适用于对称晶体的通用形式。
再者,当晶体系数6μ/naη=1时,(12)式转化为(13)式形式。

3.1 体心立方晶体

图3 体心立方(BCC)晶体

Fig.3 Abody-centeredcubic(BCC)crystal

  如图3所示,体心立方晶胞(BCC)是六面体对

称结构,立方体中包含2个原子,最邻近的原子有8
个,即na=8,分别在立方体晶胞的8个角点,晶格

系数a=23r/3。8个原子的用r归一化的无量纲

坐标(li,mi,ni)分别为
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将以上坐标代入(15)式并求和,可得

∑
na=8

i=1
xi=0; ∑

na=8

i=1
x2i =na

3L
2

BCC晶胞中8个角点上的原子在晶胞中只占1/8,所以晶胞中含2个原子,故单原子体积系数为

μ=a3/2r( )3 = 23r/( )3
3/2r( )3 =43/9

下面进行受力情况分析。如果对晶胞四周施加压力,在晶胞的x 轴(1,0,0)方向晶胞受力面积为a2。

支撑含 3/3,3/3,3/( )3 , 3/3,-3/3,3/( )3 , 3/3,3/3,-3/( )3 , 3/3,-3/3,-3/( )3 ,4个点

平面的是从角点至中心原子的4个键,4个键的方向分别是 3/3,3/3,3/( )3 , 3/3,-3/3,3/( )3 ,

3/3,3/3,-3/( )3 , 3/3,-3/3,-3/( )3 。在(1,0,0)方向上的投影均为3/3,故可得单键受力面积系

数为

η=a2/43/3r( )2 =3 23r/( )3
2/43r( )2 = 3/3

因此可得

6μ
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=68
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3.2 面心立方晶体

图4 面心立方(FCC)晶体

Fig.4 Aface-centeredcubic(FCC)crystal

  图4中的立方体即是面心立方晶胞(FCC),也
为六面体对称结构,立方体中包含4个原子,晶格系

数a=2r。如将坐标原点放置在面心原子上,如图

4所示,距离中心原子(原点处)最近的原子分布在

法向为y轴的3个平面上,即y=- 2r/2平面,以

及y=0和y=2r/2平面。每个平面上有4个最邻

近原子,最邻近的原子总数为na=12。这12个原

子的归一化无量纲坐标(li,mi,ni)分别为
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将以上坐标代入(15)式并求和,可得

∑
na=12

i=1
xi=0; ∑

na=12

i=1
x2i =na

3L
2

FCC晶胞中8个角点上的原子在晶胞中只占1/8,6个面中心原子在晶胞中只占一半,所以晶胞中含4
个原子,故单个原子体积系数为

μ=a3/4r( )3 = 2( )r
3/4r( )3 = 2/2

对受力情况进行分析。如果在晶胞的y=0平面在(0,1,0)方向施加压力,晶胞受力面积为a2。支撑该

平面的是从中心原子至y=- 2r/2平面上4个面心原子的4个整键,以及4个角点原子与4个面心原

子的8个键,这8个键只有一半包含在晶胞中,所以只相当于4个整键。再者,可以很容易地观察到这

些键均与(0,1,0)方向呈45°夹角,在(0,1,0)方向的投影值均为 2/2,故可得单键受力面积系数为

η=a2/8· 2/2·r( )2 = 2( )r
2/42r( )2 = 2/4

因此可得6μ/naη=1。

3.3 金刚石立方晶体

  图5(a)为金刚石立方体晶胞,也称为闪锌矿结构,立方体中包含8个原子,晶格系数a=43r/3。如

果将坐标原点放置在立方晶胞内部的任意原子上,并将其中的1个键转至z轴上,如图5(b)所示,金刚石晶胞

可以由中心原子和邻近的4个原子(na=4)所构成的正四面体组成,四面体的棱长为26r/3,4个原子的归一

化坐标分别为0,0,( )1 ,0,-22/3,-1/( )3 ,6/3,2/3,-1/( )3 ,-6/3,2/3,-1/( )3 ,将坐标代入(15)式

并求和,可得

∑
na=4

i=1
xi=0; ∑

na=4

i=1
x2i =na

3L
2

图5 金刚石立方晶体

Fig.5 Adiamondcubiccrystal

  如图5(a)所示,立方体晶胞中8个角点上的原子在晶胞中只占1/8,6个面中心原子在晶胞中只占

一半,其中部含4个原子,所以晶胞中含8个原子,故单个原子体积系数为

μ=a3/8r( )3 = 43/3( )r
3/8r( )3 =83/9

如果对图5(b)四面体的z=-1/3的底平面在(0,0,1)方向施加压力,晶胞上的受力面积由2个正三角

形构成,亦即由2、3、4、5点为顶点的平行四边形构成,故受力面积为

26r/( )3
2sin60°=43r2/3

可见,由O 点至1点的键承受该面积上的压力,故单键受力面积系数为η=43/3,即可得6μ/naη=1。
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3.4 密排六方晶体

  图6(a)为密排六方晶体结构,其中实心原子构成的六面体为晶胞,晶胞中包含2个原子,理想密排

立方体晶格系数a=r,c=26r/3。如果将坐标原点放置在晶胞内部的原子上,并将c轴作为z轴,如
图5(b)所示,在z=0平面内对称排布有6个邻近原子,而在z=c/2平面和对称平面z=-c/2内各有

3个邻近原子,故共有邻近原子12个,即na=12。这12个原子的归一化坐标(li,mi,ni)分别为
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将上述坐标代入(15)式并求和,可得

∑
na=12

i=1
xi=0; ∑

na=12

i=1
x2i =na

3L
2

图6 密排六方晶体(HCP)

Fig.6 Aclose-packedhexagonalcrystal

  图6(a)所示的实心原子构成的晶胞中,上底面的4个原子相当于只有半个原子包含在晶胞中,同
样下底面的4个原子相当于半个,加上晶胞内部的1个原子,所以密排六方晶胞中含2个原子。晶胞是

直四棱柱,高度为c,四棱柱底面是2个正三角形组成的菱形,菱形边长为a=r。故单个原子体积系

数为

μ=a2c·sin60°/2r3= 2/2
如果对图6(b)直四棱柱晶胞z方向施加压力,晶胞上的受力面积为四棱柱底面的菱形,而承受该方向

图7 HCP晶体横向挤压示意图

Fig.7 Transverselypressedhcpcrystal

力的键只有底面3个原子至中心原子的3个键。以

这3个键的(li,mi,ni)与(0,0,1)点乘,可以得到这

3个键力在z轴方向的投影长度为 2/3,所以可

以得到c轴方向单键受力面积系数为

η=a2sin60°/3 2/3r( )2 = 2/4
故可得6μ/naη=1。

为了考察密排六方晶体在垂直于c轴方向的承

载特征,可以参考图7进行分析。由图6(a)可见,
六方棱柱实际上是由3层密排的原子层组成,投影

到图7中可见每层原子层都是由连续的正三角形键

网构成,而底面层与中间层相互错开。如果对图6(a)中六方晶胞的2个对称棱面施压,即取如图7中

虚线内所包含的部分施压,可见承载面积为ac。由于图6(a)六方晶胞中、上、下底面的原子层只有一半
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包含在晶胞中,所以只能按1个原子层计算。显然支撑ac平面的水平键为2整层原子层,实际上也就

是4个键,这4个键均与施载方向呈30°余弦角。另外,尚存在有从中层原子至上下底原子的斜方向键

对ac平面起支撑作用,实际上可以缩并成2个在施力方向投影长度为1/ 3的键。故可以得到横向的

单键受力面积系数为

η=ac/4cos30° +2/( )3 r2= 2/4
同样也有6μ/naη=1。

根据推演,整理出晶体结构参数,见表1。对于表1中的晶体,由于6μ/naη=1,所以Grüneisen式

((13)式)完全适用。

表1 部分晶体结构参数

Table1 Structuralparametersofcrystals

 Crystalstructure
Numberofatom
intheunitcell

Numberofnearest
neighboratomna

Crystallattice
constants

Volumeof

anatomμr3
Bearingarea

ofabondηr2
6μ
naη

Simplecubic 1 6 a=r μ=1 η=1 1

Body-centeredcubic(bcc) 2 8 a=2r/3 μ=43/9 η= 3/3 1

Face-centeredcubic(fcc) 4 12 a= 2r μ= 2/2 η= 2/4 1

Diamondcubic 8 4 a=4r/3 μ=83/9 η=43/3 1

Close-packedhexagonal(hcp) 2 12 a=r,c=22r/3 μ= 2/2 η= 2/4 1

4 讨 论

  人们已经通过各种理论、实验对Grüneisen系数进行了大量的研究。在以往的研究中通常是采用

宏观或微观理论为基础的。宏观理论方法是从热力学关系来确定Grüneisen系数,即通过如下的热力

学关系式

γ=v ∂p/∂( )e v=vαKT/cV =vαKS/cp (18)
确定体积热膨胀系数α、等温体积模量KT 或等熵体积模量KS,以及等容热容量cV 或等压热容量cp,计
算Grüneisen系数。

另外一种方法则是以Mie-Grüneisen状态方程的微观统计力学理论为基础,利用Mie-Grüneisen状

态方程推导过程中获得的γ与热振动截止频率ω 的微分关系来求取Grüneisen系数,即

γ=-dlnω/dlnv (19)
通过建立弹性体、晶体点阵波速与圆频率ω关系,以及使用自由体积理论求出Grüneisen系数γ与冷压

pK的微分关系。张万箱[12]对这种方法所获得的一些结果进行了总结,并写成统一的函数关系式

γG=g
2-23-v

2
·d

2 pKv( )g /dv2
dpKv( )g /dv

(20)

式中:g=0时的 Grüneisen系数γ 是Slater用 Debye连续固体的弹性波关系获得的,g=2/3是

Dugdale和 MacDonald从一维谐振晶体波速推广至三维得到的,g=4/3是由液体自由体积理论给出

的。如果将(20)式继续推演,可得

γG= 1
2
dlnc2K
dlnρ

+gpK

6ρc2K
-g
2+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
3
/1-gpK

ρc2
æ

è
ç

ö

ø
÷

K
(21)

显然在g=4/3时,(21)式结果与用热振动截止频率ω关系得到的(12)式完全相同。由于本研究在物

理力学模型的建立上实际一直是隐含使用对称原子势能关系,与液体自由体积理论所用的对称势具有

相通之处,由于(12)式同样也使用了γ=-dlnω/dlnv关系式,所以得到了同样的Grüneisen系数表达

形式。
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还应注意到,推导出的Grüneisen系数关系式与自由体积方法得到的仅相差了 1
9

pK
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ç

ö

ø
÷

K
/1-43

pK

ρc2
æ

è
ç

ö

ø
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K
,

由于 pK

ρc2K
与(1-ρ0/ρ)近似相等,在常用的ρ0/ρ在0~0.7范围内,该项约为0.111~0.056,相对于数值

为1~3的Grüneisen系数该项的影响不大,这也说明了“液体”自由体积方法用于固体状态方程是一种

很好的近似。从Grüneisen系数的推导情况来看,完全由物理力学模型导出的Grüneisen系数(13)式
与用γ=-dlnω/dlnv得到的(14)式之所以不同,是由于γ=-dlnω/dlnv关系实际上是从一维点阵关

系直接推广至三维晶体的结果,未考虑原子热振动时横向牵连运动的影响所致。而从晶体结构的物理

力学模型出发,可以充分考虑横向牵连力的影响,对简单立方、体心立方、面心立方、金刚石立方和理想

密排六方晶体结构这些对称性的晶体,Grüneisen系数可以统一用(13)式来表达。另外,由于本研究中

对晶体势能与作用力均是取Taylor展开的二阶近似,所以可以看出温度或热内能对Grüneisen系数的

影响必然是在三阶项以上。

5 结 论

  (1)通过建立三维点阵的物理力学模型,根据力学方程对晶体三维热振动特性进行分析,获得了晶

体的 Mie-Grüneisen状态方程和对应的Grüneisen系数关系式。
(2)通过对简单立方、体心立方、面心立方、金刚石立方和理想密排六方晶体结构进行理论推导分

析,证明该状态方程与Grüneisen系数关系式具有通用性。
(3)常用的Grüneisen系数与热振动频率关系式γ=-dlnω/dlnv是从一维点阵关系直接推广至三

维晶体的结果,忽略了原子热振动横向牵连力的影响。
(4)温度或热内能对Grüneisen系数的影响包含在晶体势能与作用力的三阶项以上。
最后还应该指出,本研究仅是对一些对称性晶体采用球对称势推演出的结果,在推导中没有考虑次

邻近原子的作用,所获得的结果对各种晶体结构尚缺乏普适性,也有待于实验检验。但本研究从物理力

学角度提供了一种研究固体状态方程的途径,进一步考虑次邻近原子作用、热内能对Grüneisen系数的

影响,以及考虑取向性原子势能和非对称性晶体等复杂情况,将更有助于对固体状态方程的深入研究以

及对状态方程物理内涵的深入理解。
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Mie-GrüneisenEquationofStateBasedonthePhysicalMechanicsAnalysis
ofThree-DimensionalLatticeThermalVibration

LIXiao-Jie,YANHong-Hao,WANGXiao-Hong,WANGYu-Xin,SUNMing

(LaboratoryofStructuralAnalysisforIndustrialEquipment,

DalianUniversityofTechnology,Dalian116023,China)

Abstract:Accordingtocrystallatticestructures,athree-dimensionallatticephysicalmechanicsmodel
inconstantvolumestatewasbuiltuptostudytheatomthermalvibration.Theequationofthermal
energyandexternalforceonthethermalvibratinglatticewasdeducedabsolutelyfromtheprincipleof
mechanicalvibration.Byintroducingmacroscopicphysicalstaticsintomicroscopicatomicthermal
vibrationequation,Mie-GrüneisenequationofstateforsolidsandtheformulaofGrüneisenparameter
werededuceddirectlyfromthephysicalmechanicalmodel.Finally,basedonthearrangementofatoms
insimplecubic,face-centeredcubic,body-centeredcubic,diamondcubicandclose-packedhexagonal
crystal,itwasprovedthattheGrüneisenparametersofthesesymmetricalcrystalscanbeexpressedin
auniformformula,irrelevanttotheiractualarrangementofatoms.
Keywords:physicalmechanics;EOSofMie-Grüneisen;atomthermalmotion;latticedynamics
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