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摘要 右三角范畴是三角范畴的自然推广, 继承了三角范畴的基本性质, 增加了一些新的结构. 它将

范畴论的研究视角进一步推广到更宽泛的层次, 有助于深化对范畴论与代数、几何和拓扑等数学分支

的理解. 本文给出右三角范畴的八面体公理两个等价刻画, 但证明方法不同于三角范畴的情形.
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1 引言

三角范畴由 Verdier [9] 于 20 世纪 60 年代中期提出, 最初目的是解决代数几何和代数拓扑中的

某些对偶性问题. 现在它已经发展成为许多数学学科中不可或缺的一部分. 它在代数几何、代数拓扑

(稳定同伦理论)、交换代数、微分几何 (Fukaya 范畴)、微局部分析以及表示论 (导出范畴和稳定模范

畴) 等领域中有重要应用. 有关三角范畴的详细介绍可参考章璞教授的专著 [10]. 后来, Assem 等 [1]、

Beligiannis和 Marmaridis [2] 引入了右三角范畴的概念,可以看作是三角范畴的自然推广. 类似于三角

范畴的定义, 右三角范畴由 4 条公理构成, 其中八面体公理起到了非常重要的作用.

本文主要目的是给出右三角范畴的八面体公理两个等价刻画. 具体而言是: 设 (C ,Σ,∇) 是右三

角范畴, 则八面体公理 (RTR4)、(RTR4-1) 和 (RTR4-2) 三者等价.

(RTR4-1) (映射锥公理) 给定实线部分交换图

A
f //

α

��

B
g //

β

��

C
h //

γ

���
�
� ΣA

Σα

��
A′ f ′

// B′ g′
// C ′ h′

// ΣA′,
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其中行为 C 中的右三角, 则存在态射 γ : C → C ′ 使得上图交换, 且映射锥

B ⊕A′

(
−g 0
β f ′

)
// C ⊕B′

(
−h 0
γ g′

)
// ΣA⊕ C ′

(−Σf 0
Σα h′

)
// ΣB ⊕ ΣA′

是 C 中的右三角.

(RTR4-2) 给定实线部分交换图

A
f // B

g //

β

��

C
h //

γ

���
�
� ΣA

A
a // X

b // Y
c // ΣA,

其中行为 C 中的右三角, 则存在态射 γ : C → Y 使得上图交换, 且

B

(−g

β

)
−−−−→ C ⊕X

( γ, b )−−−−→ Y
Σf◦c−−−→ ΣB

是 C 中的右三角.

众所周知, 八面体公理 (RTR4)、(RTR4-1)和 (RTR4-2)在三角范畴中等价 (参见文献 [5,6,8]), 并

且在解决问题时, 这些等价刻画经常被使用. 然而, 在右三角范畴 (C ,Σ,∇) 中, 自函子 Σ 并非自同构,

因此无法全部采用原本针对三角范畴的证明方法证明上述所有结论 (参见文献 [5, 6, 8]). 基于此, 本文

给出新方法证明上述结论成立. 本文方法主要利用右三角对直和以及直和项封闭等基本事实, 而不依

赖函子的自同构.

2 预备知识

本节回顾右三角范畴的定义, 并给出一些在主要结果中会用到的结论.

设 C 是加法范畴, Σ : C → C 是加法自函子. C 中的一个六元组由对象 A,B,C ∈ C 以及对象间

的态射 f : A → B, g : B → C, h : C → ΣA 组成, 或可以表示为

A
f // B

g // C
h // ΣA.

六元组 (A,B,C, f, g, h) 和 (A′, B′, C ′, f ′, g′, h′) 之间的态射为对象之间的态射的三元组 (α, β, γ), 满足

如下交换图:

A
f //

α

��

B
g //

β

��

C
h //

γ

��

ΣA

Σα

��
A′ f ′

// B′ g′
// C ′ h′

// ΣA′.

若 α、β 和 γ 为 C 中的同构, 则称 (α, β, γ) 为一个同构.

Assem 等 [1]、Beligiannis 和 Marmaridis [2] 给出的右三角范畴定义如下.

定义 2.1 右三角范畴是一个三元组 (C ,Σ,∇), 其中 C 是加法范畴, Σ : C → C 是加法自函子,

∇ 是六元组构成的类 (其中元素称为右三角), 且满足如下公理:

(RTR1) (a) ∇ 在同构的意义下封闭;
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(b) 对于任意对象 A ∈ C , 平凡序列

0 → A
1−→ A → 0

是一个右三角;

(c) 任意态射 f : A → B 都可以嵌入一个右三角, 且 f 为第一个态射.

(RTR2) 若

A
f // B

g // C
h // ΣA

是一个右三角, 则它的平移

B
g // C

h // ΣA
−Σf // ΣB

也是右三角.

(RTR3) 若有如下行为右三角的交换图:

A
f //

α

��

B
g //

β

��

C
h // ΣA

Σα

��
A′ f ′

// B′ g′
// C ′ h′

// ΣA′,

则存在态射 γ : C → C ′, 使得 (α, β, γ) 为六元组之间的态射.

(RTR4) (八面体公理) 给定实线部分交换图

A
f // B

g //

a

��

C
h //

s

���
�
� ΣA

A
af //

f

��

X
d // Y

e //

t

���
�
� ΣA

Σf

��
B

a // X
b // Z

c // ΣB,

其中行为右三角, 则存在态射 s : C → Y, t : Y → Z 使得上图交换, 且

C
s−→ Y

t−→ Z
Σg◦c−−−→ ΣC

是一个右三角.

现在给出一些右三角范畴的例子.

例 2.1 (1) 三角范畴 C 是一个右三角范畴, 其中加法自函子 Σ 是自同构. 在这种情形下, C 中

的右三角称作三角. 换而言之, 右三角范畴是三角范畴当且仅当加法自函子 Σ 是自同构.

(2) 设 B 是有足够多的投射对象和内射对象的正合范畴, 记 I 是所有内射对象构成的子范畴, 则

商范畴 B/I 是一个右三角范畴 (参见文献 [4]).

(3) 设 C 是一个阿贝尔范畴, 如果 X 是 C 的共变有限子范畴, 则商范畴 C /X 是一个右三角范

畴 (参见文献 [3]).

(4) 设 C 是一个三角范畴, 如果 X 是 C 的共变有限子范畴, 则商范畴 C /X 是一个右三角范畴

(参见文献 [7]).

现在给出一些右三角范畴的性质, 有些来自文献 [1], 为了方便读者, 都给出了详细的证明.
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引理 2.1 (参见文献 [1, 推论 1.3]) 设 (C ,Σ,∇) 是右三角范畴. 任给 C 中的右三角

A
f // B

g // C
h // ΣA,

则有

gf = 0, hg = 0,

即连续两个态射的合成等于 0.

证明 由 (RTR2) 知, 我们只需要验证 gf = 0. 应用 (RTR3) 得到如下交换图:

A
1 // A //

f

��

0 //

���
�
� ΣA

A
f // B

g // C
h // ΣA,

其中第一行为对象 A ∈ C 的平凡序列的平移. 因此有 gf = 0.

引理 2.2 (参见文献 [1, 推论 1.4(a)]) 设 (C ,Σ,∇) 是右三角范畴. 任给

A
f // B

g // C
h // ΣA

是 C 中的右三角, 则对于任意 X ∈ C , 有如下长正合列:

· · · → C (ΣC,X)
Σg∗

−−→ C (ΣB,X)
Σf∗

−−→ C (ΣA,X)
h∗

−→ C (C,X)
g∗

−→ C (B,X)
f∗

−→ C (A,X).

证明 由 (RTR2) 知, 我们只需要验证在 C (B,X) 处正合.

由引理 2.1 知 gf = 0, 则有

Img∗ ⊆ Kerf∗.

任取 α ∈ Kerf∗, 即有 αf = 0, 则有如下实线部分交换图:

A
f //

��

B
g //

α

��

C
h //

β

���
�
� ΣA

��
0 // X

1 // X // 0.

应用 (RTR3) 知, 存在态射 β : C → X 使得 βg = α, 即有 Kerf∗ ⊆ Img∗.

引理 2.3 (参见文献 [1, 推论 1.5]) 设 (C ,Σ,∇) 是右三角范畴. 给定如下 C 中行为右三角的交

换图:

A
f //

α

��

B
g //

β

��

C
h //

γ

��

ΣA

Σα

��
A′ f ′

// B′ g′
// C ′ h′

// ΣA′.

(2.1)

若 α 和 β 是同构, 则 γ 也是同构.
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证明 任取对象 X ∈ C , 用上同调函子 C (−, X) 作用在 (2.1) 上, 则有如下行正合的交换图:

C (ΣB′, X) //

Σβ∗

��

C (ΣA′, X) //

Σα∗

��

C (C ′, X) //

γ∗

��

C (B′, X) //

β∗

��

C (A′, X)

α∗

��
C (ΣB,X) // C (ΣA,X) // C (C,X) // C (B,X) // C (A,X).

由于 α 和 β 是同构, 则 α∗、β∗、Σα∗ 和 Σβ∗ 均是同构. 由五引理知 γ∗ 是同构. 由 X 的任意性知 γ∗

是函子同构, 再由 Yoneda 引理知 γ 是同构.

引理 2.4 设 (C ,Σ,∇) 是右三角范畴, 则 C 中两个右三角的直和仍是右三角.

证明 设

A
f // B

g // C
h // ΣA , A′ f ′

// B′ g′
// C ′ h′

// ΣA′

是 C 中两个右三角. 由 (RTR1)(c) 知, 存在如下右三角:

A⊕A′

(
f 0
0 f ′

)
−−−−−→ B ⊕B′ s−→ D

t−→ ΣA⊕ ΣA′.

考虑如下两个实线部分交换图:

A⊕A′

(
f 0
0 f ′

)
//

( 1, 0 )

��

B ⊕B′ s //

( 1, 0 )

��

D
t //

u

���
�
� ΣA⊕ ΣA′

( 1, 0 )

��
A

f // B
g // C

h // ΣA,

(2.2)

A⊕A′

(
f 0
0 f ′

)
//

( 0, 1 )

��

B ⊕B′ s //

( 0, 1 )

��

D
t //

v

���
�
� ΣA⊕ ΣA′

( 0, 1 )

��
A′ f ′

// B′ g′
// C ′ h′

// ΣA′.

(2.3)

对 (2.2) 和 (2.3) 应用 (RTR3) 知, 存在态射

u : D → C, v : D → C ′

使得上述两个图均交换. 令

φ :=

u

v

 ,

则有如下交换图:

A⊕A′

(
f 0
0 f ′

)
// B ⊕B′ s // D

t //

φ

��

ΣA⊕ ΣA′

A⊕A′

(
f 0
0 f ′

)
// B ⊕B′

(
g 0
0 g′

)
// C ⊕ C ′

(
h 0
0 h′

)
// ΣA⊕ ΣA′.

(2.4)
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用函子 C (−, X) (X 是 C 中的任意对象) 作用下面的 3 个右三角:

A⊕A′

(
f 0
0 f ′

)
−−−−−→ B ⊕B′ s−→ D

t−→ ΣA⊕ ΣA′,

A
f // B

g // C
h // ΣA,

A′ f ′
// B′ g′

// C ′ h′
// ΣA′,

得到如下 3 个正合列 (为了方便起见, 记 a⊕ a′ := ( a 0
0 a′ )):

C (ΣB ⊕ ΣB′, X)
Σf∗⊕Σf ′∗

−−−−−−−→ C (ΣA⊕ ΣA′, X)
t∗−→ C (D,X)

s∗−→ C (B ⊕B′, X)
f∗⊕f ′∗

−−−−−→ C (A⊕A′, X),

C (ΣB,X)
Σf∗

−−→ C (ΣA,X)
h∗

−→ C (C,X)
g∗

−→ C (B,X)
f∗

−→ C (A,X),

C (ΣB′, X)
Σf ′∗

−−−→ C (ΣA′, X)
h′∗

−−→ C (C ′, X)
g′∗

−−→ C (B′, X)
f ′∗

−−→ C (A′, X).

因为正合列的直和还是正合列, 所以可得到如下的正合列:

C (ΣB ⊕ ΣB′, X)
Σf∗⊕Σf ′∗

−−−−−−−→ C (ΣA⊕ ΣA′, X)
h∗⊕h′∗

−−−−−→ C (C ⊕ C ′, X)

g∗⊕g′∗

−−−−→ C (B ⊕B′, X)
f∗⊕f ′∗

−−−−−→ C (A⊕A′, X).

由 (2.4) 交换, 有

φs =

g 0

0 g′

 =⇒ s∗φ∗ = g∗ ⊕ g′∗,

h 0

0 h′

φ = t =⇒ φ∗(h∗ ⊕ h′∗) = t∗.

因此有如下行正合的交换图:

C (ΣB ⊕ ΣB′, X) // C (ΣA⊕ ΣA′, X) // C (C ⊕ C ′, X) //

φ∗

��
C (ΣB ⊕ ΣB′, X) // C (ΣA⊕ ΣA′, X) // C (D,X) //

// C (B ⊕B′, X) // C (A⊕A′, X)

// C (B ⊕B′, X) // C (A⊕A′, X).

由五引理知 φ∗ 是同构. 由 X 的任意性知 φ∗ 是函子同构. 由 Yoneda 引理知 φ 是同构. 由 (2.4) 及

(RTR1)(a) 知, (2.4) 中的下行也是右三角, 即两个右三角的直和仍是右三角.

引理 2.5 设 (C ,Σ,∇) 是右三角范畴, 则 C 中右三角的直和项仍是右三角.
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证明 设

A⊕A′

(
f 0
0 f ′

)
// B ⊕B′

(
g 0
0 g′

)
// C ⊕ C ′

(
h 0
0 h′

)
// ΣA⊕ ΣA′

是 C 中的右三角.

由 (RTR1)(c) 知, 可将态射 f 和 f ′ 分别嵌入到右三角

A
f // B

u // D
v // ΣA 和 A′ f ′

// B′ u′
// D′ v′

// ΣA′.

对于如下实线部分交换图:

A⊕A′

(
f 0
0 f ′

)
//

( 1, 0 )

��

B ⊕B′

(
g 0
0 g′

)
//

( 1, 0 )

��

C ⊕ C ′

(
h 0
0 h′

)
//

( s, t )

���
�
� ΣA⊕ ΣA′

( 1, 0 )

��
A

f // B
u // D

v // ΣA,

应用 (RTR3) 可知, 存在态射

(s, t) : C ⊕ C ′ → D

使得上图可交换.

同理有如下交换图:

A⊕A′

(
f 0
0 f ′

)
//

( 0, 1 )

��

B ⊕B′

(
g 0
0 g′

)
//

( 0, 1 )

��

C ⊕ C ′

(
h 0
0 h′

)
//

( r′, s′ )

���
�
� ΣA⊕ ΣA′

( 0, 1 )

��
A′ f ′

// B′ u′
// D′ v′

// ΣA′.

从而有如下交换图:

A⊕A′

(
f 0
0 f ′

)
// B ⊕B′

(
g 0
0 g′

)
// C ⊕ C ′

(
h 0
0 h′

)
//

(
s 0
0 s′

)
��

ΣA⊕ ΣA′

A⊕A′

(
f 0
0 f ′

)
// B ⊕B′

(
u 0
0 u′

)
// D ⊕D′

(
v 0
0 v′

)
// ΣA⊕ ΣA′.

由引理 2.3 知
(
s 0
0 s′

)
是同构, 故 s 和 s′ 是同构. 由如下两个交换图:

A
f // B

g // C
h //

s

��

ΣA

A
f // B

u // D
v // ΣA,

A′ f ′
// B′ g′

// C ′ h′
//

s′

��

ΣA′

A′ f ′
// B′ u′

// D′ v′
// ΣA′,

可知 A
f // B

g // C
h // ΣA 和 A′ f ′

// B′ g′
// C ′ h′

// ΣA′ 均是 C 中的右三角.
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3 主要结果的证明

本节给出 (RTR4) 的两个等价刻画, 但证明方法不同于三角范畴的情形 (参见文献 [6, 8]). 因为右

三角范畴中的自函子不是自同构函子.

定理 3.1 设 (C ,Σ,∇) 是三元组, 其中 C 是右三角范畴, Σ 是加法自函子, ∇ 是六元组的构成
类. 如果 ∇ 满足 (RTR1)、(RTR2) 和 (RTR3), 则下列的陈述等价:

(1) ∇ 满足 (RTR4);

(2) ∇ 满足 (RTR4-1): 给定实线部分交换图

A
f //

α

��

B
g //

β

��

C
h //

γ

���
�
� ΣA

Σα

��
A′ f ′

// B′ g′
// C ′ h′

// ΣA′,

其中行为 C 中的右三角, 则存在态射 γ : C → C ′ 使得上图可交换, 且映射锥

B ⊕A′

(
−g 0
β f ′

)
// C ⊕B′

(
−h 0
γ g′

)
// ΣA⊕ C ′

(−Σf 0
Σα h′

)
// ΣB ⊕ ΣA′

是 C 中的右三角.

证明 首先证明 (1) ⇒ (2). 假设有行为右三角的交换图

A
f //

α

��

B
g //

β

��

C
h // ΣA

Σα

��
A′ f ′

// B′ g′
// C ′ h′

// ΣA′.

由引理 2.4 知, 三个平凡右三角

A
1−→ A → 0 → ΣA,

0 → B
1−→ B → 0,

0 → A′ 1−→ A′ → 0

的直和

A

(
1
0
0

)
−−−→ A⊕B ⊕A′ ( 0 1 0

0 0 1 )−−−−−→ B ⊕A′ 0−→ ΣA

仍为右三角. 由交换图

A

(
1
0
0

)
// A⊕B ⊕A′

( 0 1 0
0 0 1 ) //

(−1 0 0
0 1 0
α 0 1

)
��

B ⊕A′ 0 // ΣA

A

(−1
0
α

)
// A⊕B ⊕A′

( 0 1 0
α 0 1 ) // B ⊕A′ 0 // ΣA

(3.1)

可知 (3.1) 的第二行是右三角, 因为 ∇ 在同构意义下是封闭的.

8
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考虑交换图

A

(
f
0

)
// B ⊕B′

(
g 0
0 1

)
//

(−1 0
β 1

)
��

C ⊕B′ (h, 0 ) // ΣA

A

(−f
βf

)
// B ⊕B′

(−g 0
β 1

)
// C ⊕B′ (h, 0 ) // ΣA,

(3.2)

其中第一行由以下 2 个右三角直和得到:

A
f // B

g // C
h // ΣA ,

0 → B′ 1−→ B′ → 0.

由此可得 (3.2) 的第二行也是右三角, 因为 ∇ 在同构意义下是封闭的.

考虑交换图

A⊕B ⊕A′

(
0 1 0
0 0 f ′

)
//

( 1 0 0
−f 1 0
0 0 1

)
��

B ⊕B′

(
0 0
0 g′

)
// ΣA⊕ C ′

(
1 0
0 0
0 h′

)
// ΣA⊕ ΣB ⊕ ΣA′

( 1 0 0
−Σf 1 0
0 0 1

)
��

A⊕B ⊕A′

(
f 1 0
0 0 f ′

)
// B ⊕B′

(
0 0
0 g′

)
// ΣA⊕ C ′

(
1 0

−Σf 0
0 h′

)
// ΣA⊕ ΣB ⊕ ΣA′,

(3.3)

其中第一行由如下 3 个右三角的直和得到:

A → 0 → ΣA
1−→ ΣA,

B
1−→ B → 0 → ΣB,

A′ f ′
// B′ g′

// C ′ h′
// ΣA′.

由此可得 (3.3) 的第二行也是右三角, 因为 ∇ 在同构意义下是封闭的.

对于如下实线部分交换图:

A

(−1
0
α

)
// A⊕B ⊕A′

( 0 1 0
α 0 1 ) //

(
f 1 0
0 0 f ′

)
��

B ⊕A′ 0 //

u

���
�
�
�
� ΣA

A

(−f
βf

)
//

(−1
0
α

)
��

B ⊕B′

(−g 0
β 1

)
// C ⊕B′ (h, 0 ) //

v

���
�
�
�
� ΣA

(−1
0
Σα

)
��

A⊕B ⊕A′

(
f 1 0
0 0 f ′

)
// B ⊕B′

(
0 0
0 g′

)
// ΣA⊕ C ′

(
1 0

−Σf 0
0 h′

)
// ΣA⊕ ΣB ⊕ ΣA′,

(3.4)

应用 (RTR4) 可知, 存在态射 u : B ⊕A′ → C ⊕B′, v : C ⊕B′ → ΣA⊕ C ′ 使得上图可交换, 且

B ⊕A′ u−→ C ⊕B′ v−→ ΣA⊕ C ′

(−Σf 0
Σα h′

)
−−−−−−−→ ΣB ⊕ ΣA′

9
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是 C 中的右三角. 由 (3.4) 交换可得

u =

−g 0

β f ′

 , v =

−h 0

γ g′

 ,

其中 γ : C → C ′ 满足

h′γ = Σα ◦ h, γg = g′β,

即有交换图

A
f //

α

��

B
g //

β

��

C
h //

γ

���
�
� ΣA

Σα

��
A′ f ′

// B′ g′
// C ′ h′

// ΣA′

且

B ⊕A′

(
−g 0
β f ′

)
// C ⊕B′

(
−h 0
γ g′

)
// ΣA⊕ C ′

(−Σf 0
Σα h′

)
// ΣB ⊕ ΣA′

是 C 中的右三角.

现在证明 (2) ⇒ (1). 假设有行为右三角的交换图

A
f // B

g //

a

��

C
h // ΣA

A
af //

f

��

X
d // Y

e // ΣA

Σf

��
B

a // X
b // Z

c // ΣB.

(3.5)

对 (3.5) 上半部分应用 (RTR4-1) 知, 存在态射 s : C → Y 使得 (3.5) 上半部分可交换, 且

B ⊕A

(−g 0
a af

)
// C ⊕X

(
−h 0
s d

)
// ΣA⊕ Y

(−Σf 0
1 e

)
// ΣB ⊕ ΣA

是 C 中的右三角.

由引理 2.5 和如下交换图:

B
(−g

a )
//

( 10 )

��

C ⊕X
( s, d ) // Y

Σf◦e //

(−e
1

)
��

ΣB

( 10 )

��
B ⊕A

(−g 0
a af

)
//

( 1, f )

��

C ⊕X

(
−h 0
s d

)
// ΣA⊕ Y

(−Σf 0
1 e

)
//

( 0, 1 )

��

ΣB ⊕ ΣA

( 1, Σf )

��
B

(−g
a )

// C ⊕X
( s, d ) // Y

Σf◦e // ΣB,

(3.6)

可知

B

(−g

a

)
−−−−→ C ⊕X

( s, d )−−−−→ Y
Σf◦e−−−→ ΣB (3.7)

10
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是 C 中的右三角.

对如下实线部分交换图:

B
(−g

a )
// C ⊕X

( s, d ) //

( 0, 1 )

��

Y
Σf◦e //

t

���
�
�
� ΣB

B
a // X

b // Z
c // ΣB,

(3.8)

应用 (RTR4-1) 知, 存在态射 t : Y → Z 使得 (3.8) 可交换, 且

C ⊕X ⊕B

(
−s −d 0
0 1 a

)
−−−−−−−−→ Y ⊕X

(−Σf◦e 0
t b

)
−−−−−−−−→ ΣB ⊕ Z

(
Σg 0
−Σa 0
1 c

)
−−−−−−−→ ΣC ⊕ ΣX ⊕ ΣB

是 C 中的右三角.

由 (3.8) 交换, 有

td = b, ct = Σf ◦ e,

即有如下交换图:

A
af //

f

��

X
d // Y

e //

t

���
�
� ΣA

Σf

��
B

a // X
b // Z

c // ΣB.

由引理 2.5 和如下交换图:

C
s //

(−1
0
0

)
��

Y
t //

( 10 )

��

Z
Σg◦c //

(−c
1

)
��

ΣC

(−1
0
0

)
��

C ⊕X ⊕B

(
−s −d 0
0 1 a

)
//

(−1, 0, g )

��

Y ⊕X

(−Σf◦e 0
t b

)
//

( 1, d )

��

ΣB ⊕ Z

(
Σg 0
−Σa 0
1 c

)
//

( 0, 1 )

��

ΣC ⊕ ΣX ⊕ ΣB

(−1, 0, Σg )

��
C

s // Y
t // Z

Σg◦c // ΣC,

可知

C
s−→ Y

t−→ Z
Σg◦c−−−→ ΣC

是 C 中的右三角.

定理 3.2 设 (C ,Σ,∇) 是三元组, 其中 C 是右三角范畴, Σ 是加法自函子, ∇ 是六元组的构成
类. 如果 ∇ 满足 (RTR1)、(RTR2) 和 (RTR3), 则下列的陈述等价:

(1) ∇ 满足 (RTR4-1);

(2) ∇ 满足 (RTR4-2): 给定实线部分交换图

A
f // B

g //

β

��

C
h //

γ

���
�
� ΣA

A
a // X

b // Y
c // ΣA,

11
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其中行为 C 中的右三角, 则存在态射 γ : C → Y 使得上图可交换, 且

B

(−g

β

)
−−−−→ C ⊕X

( γ, b )−−−−→ Y
Σf◦c−−−→ ΣB

是 C 中的右三角.

证明 首先证明 (1) ⇒ (2). 此结论的证明与定理 3.1(2) ⇒ 3.1(1) 中右三角 (3.7) 的证明相同, 因

此将其省略.

现在证明 (2) ⇒ (1). 假设有如下行为右三角的交换图:

A
f //

α

��

B
g //

β

��

C
h // ΣA

Σα

��
A′ f ′

// B′ g′
// C ′ h′

// ΣA′.

由引理 2.4 知, 2 个右三角

A → 0 → ΣA
−1−−→ ΣA,

A′ f ′
// B′ g′

// C ′ h′
// ΣA′

的直和

A⊕A′ ( 0, f ′ )−−−−→ B′

(
0

g′

)
−−−−→ ΣA⊕ C ′

(−1 0
0 h′

)
−−−−−−→ ΣA⊕ ΣA′

仍是右三角. 由 (RTR1)(a) 和如下交换图:

A⊕A′ ( βf, f ′ ) //

( 1 0
α 1 )

��

B′

(
0
g′
)

// ΣA⊕ C ′

(−1 0
Σα h′

)
// ΣA⊕ ΣA′

( 1 0
Σα 1 )

��
A⊕A′ ( 0, f ′ ) // B′

(
0
g′
)

// ΣA⊕ C ′

(−1 0
0 h′

)
// ΣA⊕ ΣA′,

(3.9)

可知 (3.9) 的第一行为右三角.

考虑如下交换图:

A⊕A′

(
f 0
0 1

)
// B ⊕A′ ( g, 0 ) //

( β, f ′ )

��

C
(h0 ) // ΣA⊕ ΣA′

A⊕A′ ( βf, f ′ ) // B′

(
0
g′
)

// ΣA⊕ C ′

(−1 0
Σα h′

)
// ΣA⊕ ΣA′,

(3.10)

其中第一行为 2 个右三角

A
f // B

g // C
h // ΣA,

A′ 1−→ A′ → 0 → ΣA′

12
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的直和, 由引理 2.4 知它仍为右三角.

对 (3.10) 应用 (RTR4-2) 知, 存在 φ

γ

 : C → ΣA⊕ C ′

使得 (3.10) 可交换, 且

B ⊕A′

(
−g 0
β f ′

)
−−−−−−→ C ⊕B′

(
φ 0
γ g′

)
−−−−−→ ΣA⊕ C ′

(−Σf 0
Σα h′

)
−−−−−−−→ ΣB ⊕ ΣA′

为右三角. 由 (3.10) 交换可得

φ = −h, γg = g′β, h′γ = Σα ◦ h,

即有交换图

A
f //

α

��

B
g //

β

��

C
h //

γ

���
�
� ΣA

Σα

��
A′ f ′

// B′ g′
// C ′ h′

// ΣA′

和右三角

B ⊕A′

(
−g 0
β f ′

)
−−−−−−→ C ⊕B′

(
−h 0
γ g′

)
−−−−−−→ ΣA⊕ C ′

(−Σf 0
Σα h′

)
−−−−−−−→ ΣB ⊕ ΣA′.

证毕.

注 3.1 一方面,通过比较文献 [5,6,8]中关于三角范畴的八面体公理等价刻画知,定理 3.1和 3.2

所用的方法不同于文献所给出的, 因为本文给出的方法不依赖于自函子是自同构函子. 另一方面, 也

将三角范畴的八面体公理等价刻画的结果延拓到右三角范畴中.

致谢 衷心感谢审稿人细致的审查和宝贵的建议.
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The octahedral axiom for right triangulated categories

Jing He, Jiangsha Li & Panyue Zhou

Abstract A right triangulated category is a natural generalization of a triangulated category, inheriting its
basic properties while adding some new structures. It further extends the study of category theory to a broader
level, helping deepen our understanding of category theory in relation to algebra, geometry, topology, and other
branches of mathematics. In this paper, we provide two equivalent characterizations of the octahedron axiom in
the right triangulated category, but the methods of proof are significantly different from those used in the case of
the triangulated category.
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