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摘 要：简要介绍了叶轮机内非定常流对叶轮机性能的重要影响，总结了叶轮机内动静相干和叶片

振动诱发的非定常流的时空周期性特点，并指出这些时空周期性特点可以加以利用， 发展分析这些非
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的优缺点及在气动弹性力学领域的应用，并进一步展望了降阶数值方法在未来的几个关键技术及发展
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1 引 言

叶轮机属于流体机械，通过叶片和其绕流的相

互作用实现其热功转换的功能。由于叶片的转动和

振动，叶轮机内的流动具有很强的非定常特性。非

定常流也是叶轮机实现其热功转换功能不可或缺的

流动现象。非定常流对叶轮机的气动和气弹等性能

都有重要的影响。1987年北约 AGARD会议制定的

轴流叶轮机气弹手册第一卷《叶轮机非定常气体动

力学》序言［1］指出：进一步提升先进轴流叶轮机的性

能将来自对其非定常流更深刻的理解和控制；非定

常流对压缩系统的效率、气动稳定性、气弹稳定性、

强迫响应和噪声有重要影响。Wennerstrom［2］在 1989
年撰文指出：在非定常进口条件下，超/跨声速压气机

具有更大的流通能力；非定常流影响压气机的级间

匹配。国内学者对叶轮机非定常流也有深刻认识［3］。

季路成等［4］更是指出，叶轮机性能的进一步提升必须

考虑叶轮机内流场的非定常流特性，把时间维度纳

入设计体系，进而提出叶轮机设计准四维和四维设

计体系。将非定常流作为一个设计自由度加以利

用，能够提高高负荷多级压气机设计过程中的级间

匹配，实现设计的高可靠性，以及进一步提高叶轮机

的性能。

尽管人们很早就对叶轮机内非定常流有很深刻

和比较全面的定性认识，但是对非定常流利用的进

展却似乎远远地落在后面。这主要在于非定常流的

利用是需要建立在对其定量分析的基础上，而对非

定常流定量分析的一个重要手段是求解非定常流控

制方程。对叶轮机械而言，非定常流控制方程的求

解严重依赖于计算机硬件水平和数值计算方法的

发展。

叶轮机非定常流数值分析最为直接的方法为时

域多通道（甚至整周）方法。即采用多通道计算域，

在时域采用时间推进方法求解流动控制方程。尽管

这种方法具有高保真和非线性的特点，能够解析流

场中的各种时间尺度成分，但是由于叶轮机具有多

通道和多排的几何特点，该方法计算量大（多排多通

道计算域，内存消耗大），计算耗时长（过滤流场计算

中的初始值影响需要消耗很长时间）。日常工程设

计通常有着极为紧迫的时间节点要求，对数值分析

的耗时性有严格要求，所以这种时域多通道方法不

适用于工程日常设计。

所幸的是，尽管叶轮机内流动具有固有非定常

的特点，但是在很多情况下其非定常特性在时间方

向上具有很强的周期特性，并且周期（频率）通常事

先可知。比如，转静干涉引起的非定常流是叶轮机

内最为常见的非定常流，存在于所有工况，相应的非

定常流频率为叶片通过频率和其倍频。对于具有三

排及以上叶排的叶轮机，中间叶排通道内的非定常

流频率还会包括上下游通过频率的散射频率（上下

游通过频率的和差组合）。叶片振动引起的非定常

流是叶轮机气动弹性问题中最为关注的流动现象，

其频率为叶片振动固有频率（由于叶轮机叶片振动

固有频率高，流固耦合振动频率和叶片振动固有频

率差别可以忽略）。这种事先可知的周期特性可以

加以利用来发展高效降阶数值分析方法。具体操作

为采用截断傅里叶级数对周期性非定常流进行逼

近。借助于截断傅里叶级数，可以将一个非定常问

题转化为准定常问题，求解时可以避免时域求解过

程中过滤初始化影响所需要的漫长耗时，从而实现

数值分析的收敛加速，减少数值分析耗时。此外，叶

轮机的几何结构在周向具备循环周期对称性。特别

是在数值分析中，假设一排叶片的几何结构完全相

同，并且周向均布。在这种假设下，通常可以假设叶

轮机内的时均流场在同排不同通道内完全一致，而

其非定常组分则具有幅值相同、相位不同的特点。

这种流场和几何的时空周期性特点可以进一步加以

利用，将计算域从多通道或者整周减少为单通道，从

而大大减少计算量，进一步减少计算耗时。当然，在

采用单通道计算域时，除非非定常流的叶间相位角

为 0，否则在几何周向周期边界上不能采用周期边界

条件，而是需要采用移相边界条件。

基于叶轮机流动的时空周期特性和叶轮机几何

的周向循环对称特性，在过去 40年间，出现了一系列

高效降阶数值计算方法。这些方法可以基本上归纳

为四类：时域降阶方法、频域降阶方法、时频域混合

方法和其他。下面主要对前三类方法进行阐述，明

确各自的优缺点，以及现状和发展趋势。

2 时域降阶方法

需要指出的是时域降阶方法并不是最早发展的

降阶方法，它们的发展和其他降阶方法基本都是同

时进行的。时域降阶方法的发展更多是针对早期计

算机内存资源不足而开展的。因此这些方法发展的

目标就是要减小计算域，将整周计算域减少为有限

的几个通道，甚至是单通道。时域降阶方法主要包

括直接存储法、修形法和时间倾斜法。
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2.1 计算域缩放方法

在阐述直接存储法、修形法和时间倾斜法之前，

有必要介绍一下计算域缩放方法。计算域缩放方法

通常用于转静干涉非定常流计算。该方法也算是最

早使用的时域降阶方法。通过改变叶排叶片数目，

使得不同叶排的叶片数具有一个较大的公约数。为

了减少叶片数改变引入的误差，通常叶片数改变很

小，理想情况为增加或者减少一个叶片。比如，压气

机的转子叶片和静子叶片数分别为 36和 46。在转静

干涉流动数值分析中，转静叶片所需要的通道数至

少为 18和 23。如果将静子叶排的叶片数改为 45，那
么相应的转静计算域可分别采用 4和 5个通道。同

时，在改变叶片数时，会适当改变叶片弦长，以保证

叶片的稠度不变，以减少叶片数改变带来的气动性

能改变。计算域缩放法的优点在于可以采用现有的

数值计算方法，缺点在于有时候难以通过对叶片数

进行很小改变而实现计算域的大大减少，同时叶片

数（哪怕是增加或者减少一个叶片）改变对非定常流

影响很大［5-6］。特别是在强迫振动数值分析中，改变

叶片数目将改变共振点工况，难以对原有共振问题

进行准确评估。

2.2 直接存储法

直接存储法和修形法的共同特点就是可以采用

单通道计算域，为此需要在计算域的周向几何周期

边界采用移相边界条件。直接存储方法（Direct store
method）于 1977年由 Erdos等［7］提出，应用于风扇级的

转静干涉非定常流。为了实现移相边界条件，直接

存储法将几何周期边界处的流场信息存储一个周

期。所需要的边界条件信息通过从匹配的边界处插

值获得。可见，直接存储法比较适合单基频情形。

如果流场中存在多个基频时，需要存储的数据会相

当多，失去了该方法的本来目的。此外，由于直接存

储法在周期边界存储的流场信息更新频率低，一个

周期才完全更新一次，因此该方法收敛比较缓慢。

在转静干涉非定常流分析中，在动静交界面也可以

采用直接存储法。此时，在交界面处，除了需要存储

计算域所在通道的流场数据时间序列，还需要存储

相邻数个通道在交界面处的流场，相邻通道数目的

多少由上下游叶排叶片数比例决定。

直接存储法原始文献［7-8］把该方法叫做循环

步骤（Cyclic procedure），而不是直接存储法。文献调

研表明，直接存储法的叫法起源于文献［9］，后来的

引用文献也更多地将之称为直接存储法。尽管针对

直接存储法的他引文献都无一例外是文献［7］，该文

献只是对直接存储法做了简要说明，更详细的阐述

出于文献［8］。文献［8］基于扰动传播的图例，对直

接存储方法进行了十分详细但过于冗长的阐述。在

当时，由于计算机内存属于稀缺资源，直接存储法需

要存储的大量数据不是存储在内存中，而是存储在

硬盘或者磁带中，需要使用的时候再读入。需要指

出，直接存储法的内存需求对目前的计算机而言不

再是个问题，可以直接存储于内存。Burgos等［10］对直

接存储法和多通道法进行了对比，基于非结构化网

格和高压涡轮级的计算表明，在上下游叶排叶片数

公约数大的时候（计算域通道数少，上下游通道数为

2和 3），直接存储法比多通道方法计算收敛更快，当

上下游叶排叶片数公约数变小时（上下游通道数为 7
和 6），直接存储法计算收敛速度反而比多通道计算

方法慢了。这个结论似乎有悖于直观的感觉。

2.3 修形法

He［9］于 1988 年 提 出 修 形 法（Shape correction
method）。该方法在几何周期边界采用截断傅里叶级

数逼近周期性非定常流。与直接存储法不同的是，

该方法只存储有限几个傅里叶系数，因此存储量比

直接存储法要小。该方法后来得到进一步发展，可

以采用单通道计算域对多基频非定常流进行模拟，

成为通用修形法（Generalized shape correction meth⁃
od）［11］。为了加速求解的收敛，Grelymos等［12］采用移

动平均方法来计算几何周期边界的时间傅里叶系

数。尽管如此，修形法收敛速度较慢，需要比整周计

算需要更多的迭代步数才能获得收敛的流场。Bur⁃
gos等［10］也对直接存储法和修形法进行了对比，针对

阵风扰动的直板算例表明，直接存储法计算收敛速

度通常比修形法更快，而修形法的收敛速度依赖于

傅里叶系数的更新频率，其收敛速度随着傅里叶系

数更新频率的增高而逼近直接存储法。商业软件

ANSYS CFX具有修形法，叫做傅里叶变换方法（Fou⁃
rier transformation method）［13］。此外 ANSYS CFX修形

法需要双通道计算域，移相边界条件所需要的数据

不是对应于双通道计算域的几何周期边界处，而是

对应于两个通道搭界处。这种做法主要是源于 AN⁃
SYS CFX采用基于格点的混合有限体积-有限元方

法，在几何周期边界的控制体积只有半个位于计算

域内，另一半在对应周期边界的计算域侧，采用双通

道计算域更易于移相边界条件的编程实现。

2.4 时间倾斜法

Dannenhoffer等［14］提出一种完全不同的降阶方

法，即时间倾斜法。该方法采用坐标变换，周向不同
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坐标处求解不同时刻的解，从而可以在几何周期边

界采用周期边界条件。与修形法相比，时间倾斜方

法具有更快的收敛速度。其缺点在于只能处理一个

基频，并且其使用范围依赖于流场周向马赫数，也需

要通过后处理才能获得需要的流场信息。时间倾斜

法在商业软件 ANSYS CFX也有实现，叫做时间变换

方法（Time transformation method）［13］。

3 频域降阶方法

通过减小计算域，这些时域方法具备计算量小

的特点，大大减少计算所需要的内存消耗。在计算

机内存资源极为稀缺的 20世纪 70~80年代，这些方

法能够将本来不可能进行的数值分析得以进行，发

挥了其历史性的作用。尽管如此，这些方法存在收

敛速度慢，或者对频率组分有苛刻要求的缺点。为

了进一步提高数值分析效率，频域降阶数值计算方

法得到了蓬勃发展。频域方法主要包括线性谐波方

法、非线性谐波方法和经典谐波平衡方法。

3.1 线性谐波方法

最先提出的频域方法是线性谐波方法。最初，

线性谐波方法和一些较简单的模型相结合，比如与

势方程。1989年，Hall等［15］将线性谐波方法扩展到

二维欧拉方程中，并且针对振荡叶栅算例和管道算

例开展了非定常分析。计算结果表明：该方法与时

域方法得到的结果吻合较好，而且计算效率要比时

域方法高。1993年，Hall等［16］又将该方法扩展到三

维欧拉方程，结论与二维方程的应用一致。Holmes
等［17］用该方法解析颤振及强迫响应流场，进一步证

明了线性谐波方法的高效性。Marshall等［18］对这些

方法和应用进行了总结。最后 Hall等将这种方法应

用于雷诺平均 Navier-Stokes（RANS）方程［19］。线性谐

波方法的研究和应用很广，时间跨度很长。从公开

文献来看，这种方法的提出更多是集体研究成果的

体现，而不是归功于一个或者少数几个人。

线性谐波方法的基本思想是将非定常流动的解

分解为时均解和脉动解，将非定常流控制方程分解

为脉动方程和时均方程。通过假设脉动解幅值远远

小于时均解，从而可以忽略时均方程中的确定性应

力项，将时均方程退化为定常方程。采用截断傅里

叶级数对脉动解进行逼近，代入脉动方程，通过谐波

平衡可以获得线性谐波方程。此时线性谐波方程不

再显式依赖于时间，属于准定常方程，可采用求解定

常方程的数值计算方法进行求解，计算收敛速度快，

大大减少计算耗时。对于线性谐波方法，基于脉动

量小量的假设和忽略时均方程中的确定性应力项，

时均方程和脉动方程实现了解耦。在方程求解过程

中，先求解时均方程，然后求解线性谐波方程。

3.2 非线性谐波方法

当流场中非线性特性较强时，比如存在移动激

波，紧凑上下游叶排之间的转静干涉，流场中的非线

性特性对时均流场和脉动流场都有不可忽略的影

响，因此线性谐波方法的前提假设也就不成立。为

了克服线性谐波方法的这一缺点，He等［20-21］提出了

非线性谐波方法。非线性谐波方法保留了时均方程

中的确定性应力，利用谐波方程的解去近似计算确

定性应力。当流场中的非线性特性很强时，还有必

要考虑除基频之外的谐波，此时高阶谐波起源于低

阶谐波，低阶谐波为高阶谐波输送能量。

张威［22］基于准一维拉法尔喷管对比研究了线性

和非线性谐波方法。该喷管中存在激波，非定常扰

动 起 源 于 给 定 的 非 定 常 背 压 。 图 1 对 比 了 线 性

（LHM）与非线性谐波方法（NLHM）的计算结果。从

图中可以看出，在激波附近，流场中的非线性较强，

线性谐波计算结果严重偏离时域（Time domain）计算

结果，而非线性谐波方法与时域结果吻合度更好，计

算结果精度更高。该结论与 He等［21］基于三维扩压器

算例得到的结论一致。

2001年，Chen等［23］采用非线性谐波方法解析转

静干涉流场，结果表明：在转静交界面处，当采用两

个谐波解析尾迹的时候，非线性谐波方法可以恢复

90%的掺混损失，而且计算速度要比传统的时域方法

快 20倍。2002年，He等［24］将非线性谐波方法应用于

动动/静静干涉非定常流场。该方法只需要单一通道

计算域并且一次非定常流场计算就可以获得由动动/
静静干涉所引起的周向非均匀流场信息，计算效率

Fig. 1 Comparison between the LHM and the NLHM for

quasi one dimensional Laval nozzle[22]
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高。2005年，Li等［25］采用非线性谐波方法研究了不

同叶顶间隙对气动阻尼的影响，数值模拟结果表明：

不同的叶顶间隙可以使得气动阻尼改变达 100%，并

且存在最佳的叶顶间隙使得气动阻尼高，强迫响应。

除此之外，商业软件 FINE/TURBO中集成了该方法。

2013年，Vilmin等［26］利用商业软件 NUMECA中的非

线性谐波模块解析了多排压气机流场，进一步验证

了该方法的有效性。

3.3 经典谐波平衡方法

除非线性谐波方法之外，经典谐波平衡方法也

是一种非线性的谐波方法［27］，适合于非线性特性较

强的流动。经典谐波平衡方法不仅对流场的解采用

截断傅里叶级数逼近，也将方程中的通量项和源项

等也采用截断傅里叶级数进行逼近，然后基于谐波

平衡的思想获得时均方程和谐波方程。Hall等［28］指

出，该方法随着谐波数的增加变得越来越复杂，并且

计算量也快速增加。由于 Hall本人很快提出更好的

时，域谐波平衡方法，该方法鲜有应用。

4 时频混合方法

时频域混合方法主要包括时域谐波平衡法（也

称时间谱方法，高维谐波平衡法）和非线性频域方

法。不同于频域方法，时频域混合方法不需要重新

编写谐波求解器，其很容易在现有的定常求解器上

扩展而实现，这大大减少了程序开发的工作量，因而

应用较为广泛。

4.1 时域谐波平衡法

时域谐波平衡法最初由 Hall等［28］在 2002年提

出。该方法与时域双时间步长法类似，先求解守恒

变量在一个周期内不同时刻点处的值，然后再通过

离散傅里叶变换将时域流场变量转化到频域，从而

获得傅里叶系数。与双时间步长法不同的是，时域

谐波平衡法采用谱方法而不是差分方法离散时间偏

导数项。由于谱方法的离散精度要高于差分方法，

因而在一个周期内采样点较少的情况下，时域谐波

平衡法就能获得较高的求解精度。此外，时域谐波

平衡方法用时间谱源项替代时间偏导数项，将非定

常控制方程转化为准定常控制方程，因此可以采用

一些求解定常方程的加速技术（当地时间步长法、隐

式残差光顺方法和多重网格方法等）对时域谐波平

衡方程的求解过程进行加速。该方法还可以与移相

周期性边界条件结合使用，将多通道计算域甚至整

周计算域减少为单通道计算域，从而进一步减少计

算量，节省计算时间。

时域谐波平衡法提出之后，得到迅速的发展和

广泛的应用。2002年 Hall等［28］采用时域谐波平衡法

解析了二维振荡叶栅的流场，计算结果表明该方法

不仅能准确地模拟具有较强非线性特性的周期性非

定常流场，而且计算速度要比时域方法快 1~2个量

级。Ekici等［29-30］将时域谐波平衡法扩展到解析叶轮

机内部的转静干涉流场中，与时域结果对比发现在

采样点较少的情况下，该方法依然能获得准确的流

场信息，这很大程度上节省了计算时间；之后，Ekici
等又分别用该方法预测直升机机翼的气动性能［31］、

解析叶轮机械内部的多基频流场［32］和极限环振荡

流［33］。2005年 van der Weide等［33］简要分析了奇偶不

同采样点数对时域谐波平衡方法计算稳定性的影

响，发现奇数个采样点的稳定性要高于偶数个采样

点的情况，偶数个采样点容易导致奇偶失联问题，特

别是对于叶轮机内部非定常流频率较大的情形。

2008年 He［34］用时域谐波平衡方法对涡轮叶片的流动

分离问题进行了分析。为了缩短时间谱源项矩阵计

算的时间，在一个周期内采用 0°，-90°和 90°这三个

采样点，简化了时间谱源项的计算，进一步缩短了时

域谐波平衡法的计算时间。数值结果还表明，时域

谐波平衡法的非线性特性有利于稳定流场求解。

Gopinath等［35］和 Sicot等［36］采用滑移动网格技术处理

交界面处的数据传递问题，为了消除交界面处的混

叠效应，采用了滤波技术。计算结果显示，时域谐波

平衡法不仅能精确地捕捉转静干涉流场信息，而且

其计算效率要比传统的时域方法高。2014年，Huang
等［37］采用隐式残差光顺方法和多重网格方法等对二

维时域谐波求解器进行加速。对于标准二维叶栅算

例，时域法大概需要一个小时才能获得收敛的结果，

而时域谐波平衡法只需要 9min。相比于时域方法，

后者在计算时间方面的优势非常明显。Gomar等［38］

对时域谐波平衡法解析叶轮机尾迹传播问题的收敛

性进行了评估。研究表明，尾迹的形状决定了傅里

叶频谱分析的结果，尾迹越狭窄，其傅里叶频谱越

宽，收敛速度越慢。2016年，Djeddi等［39］提出了一种

基于时域谐波平衡法的低速预处理技术，并用 NA⁃
CA0015和 NACA0012（马赫数为 0.2和 0.3）对该低速

预处理技术进行了验证。计算结果表明，虽然增加

低速预处理会提高时域谐波平衡法每一步的计算时

间（大约 9%到 11%），但是在达到相同精度的时候，

使用低速预处理会使得总的迭代步数减少 50%~
60%。2018年，Djeddi等［40］又将自适应网格技术应用

到时域谐波平衡法的研究中，进一步提高了该方法
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的求解效率。

相比于国外，国内在谐波平衡方面的研究工作

起步稍微晚一些。2008年，黄秀全等［41］利用时域谐

波平衡法模拟了三维振荡叶栅流场，数值结果表明

频域计算结果不仅与实验结果吻合较好，而且计算

效率非常高。2012年，杜鹏程等［42］用时域谐波平衡

法分析了跨声速风扇周向进气畸变流场，发现该方

法得到的结果不仅与时域结果吻合较好，而且计算

速度提高了将近 7倍。2015年，马灿等［43］混合使用隐

式块雅可比及显式多阶龙格-库塔方法求解谐波平

衡方程，并将其应用到单级轴流压气机的非定常计

算中，计算结果也验证了时域谐波平衡方法在解析

周期性非定常流场的高效性。2016年，刘南等［44］基

于达芬振子方程对时域谐波平衡法中非物理解的来

源进行了详细的分析及推导，并提出了相应的改进

措施。2017年，王丁喜等［45］提出了基于傅里叶变换

和坐标变换的频域交界面处理方法，具有普适性，可

用于多排颤振分析和转静相干流场分析。2019年，

Sun等［46］混合使用差分法和时域谐波平衡法对轴流

压气机的喘振进行了预测，计算结果表明，该方法所

获得的效率曲线和压比曲线与实验结果吻合较好。

虽然时域谐波平衡法在解析周期性非定常流场

的时候效率高，有着广泛的应用，但是同时也存在一

些问题：

（1） 对于多基频非定常流，如何进行时刻采样来提

高时域谐波平衡法的求解稳定性和效率

对于时域谐波平衡法，不同的采样点通过影响傅

里叶变换矩阵的条件数来影响方程求解的稳定性。

因此如何进行时刻采样对时域谐波平衡法的稳定求

解和求解效率至关重要。如果流场中只有一个基频，

那么最佳的采样策略为均匀采样。针对 n个谐波，采

样点数为 2n+1，采样区间为基频对应的时间长度。如

果流场中存在多个基频，首先存在采样区间的选取问

题，即采样区间和多个基频之间的关系，其次是如何

在采样区间进行采样。如果仍然均匀采样，并且针对

n个谐波采样点数还是限制在 2n+1，那么对应的傅里

叶变换矩阵条件数通常很大，将导致求解不稳定。

Zhang等［47］基于 NASA Rotor 67颤振非定常流计

算，系统地研究了傅里叶变换矩阵条件数对计算收

敛情况的影响，结果如图 2所示。图中 CN代表傅里

叶速变换条件数，CFL代表库朗数。从图中可以看

出，随着条件数的增加，时域谐波平衡方法的收敛速

度下降，残差收敛特性变差。

为了提高时域谐波平衡方法的求解稳定性，一

种方法是增加采样点数，如 Ekici等增加了 50%的采

样点数［48］；另一方法是采用非均匀采样，这种方法通

过改变采样点的分布降低矩阵的条件数，并且通常

情况下不需要额外增加采样点数就能获得较高的求

解精度。2013年，Guédeney等［49］提出了两种非均匀

采样策略：近似周期傅里叶变换算法（APFT）和梯度

优化算法（OPT）。前者通过提高傅里叶变换矩阵的

正交性从而降低条件数，而后者是通过梯度优化算

法降低矩阵的条件数。一维管道算例和多级轴流压

气 机 算 例 都 验 证 了 这 两 种 非 均 匀 采 样 策 略 的 有

效性。

（2） 对于非线性较强的算例，如何减轻混叠效应对

计算结果精度的影响

时域谐波平衡法的时间谱源项耦合了不同时刻

点处的值，这会导致混叠效应。对于非线性较强的

算例，混叠效应对计算结果的精度影响较大（如图 3
所示）。图 3中展示了一阶谐波幅值与角频率的关

系。蓝色实线为时域结果（Time domain），黑色虚线

为时域谐波平衡法（HB）的结果。从图中可以看出，

时域谐波平衡法的计算结果与时域相比，偏差较大。

2006年，Liu等［50］详细对比了时域谐波平衡方法和经

典的谐波平衡方法，并且通过达芬振子方程详细说

明了时域谐波平衡法的混叠效应的具体来源和混叠

项的表达式，清楚展示了混叠效应的产生根源，为后

续采用不同的策略减轻甚至消除混叠效应提供了理

论基础。

为了减轻甚至消除混叠效应对计算结果精度的

影响，一种直接的策略就是增加时刻采样点个数，但

是这会增加时域谐波平衡法的计算时间。Ekici等［48］

提出的过采样点方法虽然在一定程度上能减少计算

Fig. 2 Effect of the condition number of Fourier

transformation matrix on solution convergence

characteristic[47]
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时间，但是仍然比较低效。2004年，Maple等［51］提出

了一种自适应谐波平衡方法。这种方法通过预先定

义的准则来判断不同网格点处流场的非线性的强

弱。在非线性较强的网格点增加采样点个数，而在

非线性较弱的网格点减少采样点个数，这样实现谐

波在不同网格点处的自适应。这种方法能节省计算

时间，但是由于每个网格点都要判断流场的非线性

特性，程序实现起来相当繁琐。2010年 Gentilli［52］在
硕士论文中也应用了这种自适应谐波方法，但是由

于程序算法实现的困难性和复杂性，该方法发展较

为缓慢，目前未见其他应用。另一种减轻混叠效应

的措施就是应用谱黏性方法。该方法通过增加时间

方向的黏性来耗散未知高阶谐波的影响，从而提高

求解精度。2014年，Huang等［53］将谱黏性方法应用到

时域谐波平衡方法中来提高计算结果精度。他指出

谱黏性方法能一定程度上提高求解的精度，但是该

方法对谱黏性系数的依赖性太大，在实际应用中应

该注意该参数的选取。2018年，Wu等［54］研究发现对

于不同的算例，最佳谱粘性系数的选取差别很大，因

而引入了一个对计算结果精度和稳定性更加敏感的

参数：角频率指数。并采用线性稳定性分析方法详

细分析了不同的角频率指数对计算稳定性的影响。

弹簧振子算例，准一维喷管和二维叶栅算例的数值

结果与稳定性分析的结果一致。此外，结果还表明

在数值结果精度基本一致的前提下，采用谱粘性方

法可以减少解析非定常流场所需要的谐波个数，从

而减少计算时间，节省计算量。

（3） 对于网格折合频率较大的情形，如何提高时域

谐波平衡法的求解稳定性

网格折合频率是一个无量纲化参数，大小与网

格尺寸、谐波个数、流场对流速度及非定常流频率有

关。这个无量纲化参数可用来衡量谐波平衡方程谱

源项的刚性大小。网格折合频率越大，谱源项的刚

性问题越严重。Gentilli［52］和 Hall等［27］得出了网格折

合频率与最大许用的 Courant数的关系。Wu等［55］基

于准一维直管道算例画出了最大网格折合频率与最

大许用 Courant数的关系（如图 4所示），时间推进采

用显式多阶龙格-库塔方法，空间离散采用中心格式

加标量人工粘性。从图中可以看出，随着网格折合

频率的不断增加，最大许用的 Courant数急剧下降。

这严重影响了时域谐波平衡法的求解效率。

为了稳定谐波平衡方程的求解过程，一些隐式

方法先后被提出。2008年，Sicot等［56］提出了块雅可

比超松弛（BJ-SOR）迭代方法。该方法采用块雅可比

方法隐式处理时间谱源项，其它项的处理采用 LU-
SOR方法。相比于未隐式处理时间谱源项的 LU-
SOR方法，BJ-SOR方法允许使用更大的 Courant数，

收敛速度更快。但是该方法的缺点是流场求解的稳

定性与雅可比的迭代次数相关，雅可比迭代次数越

多，稳定性越好。而随着雅可比迭代次数的增加，该

方法的计算时间会极速增加，计算效率下降。而且

作者所得出的结论也仅仅适合折合频率较小的外流

算例。2014年，Ma等［57］将块雅可比方法扩展到叶轮

机械内流计算中，并且与多阶显式龙格-库塔方法混

合使用。对于非定常流频率小的算例，和其他方法

相比，该方法能稳定计算结果。然而随着非定常流

频率的不断增加，该方法在稳定流场求解方面的优

势将会完全丧失。2011年，Weiss等［58］通过近似因式

分解方法将不同时刻点处的结果进行隐式耦合，提

出了一种隐式耦合的时域谐波平衡法。该方法不仅

能获得准确的计算结果，而且计算时间相比于时域

方法也减少了。但是同样对于折合频率较大的算

Fig. 3 Effect of aliasing errors on solution accuracy for

Duffing oscillator case
Fig. 4 Relationship between the maximum grid reduced

frequency and the maximum allowable Courant number[55]
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例，这种方法也不适用。2016年，Zhan等［59］提出的时

空 LU-SGS方法将时间耦合项当作另一个维度的空

间项，然后进行隐式处理。这种处理改善了雅可比

矩阵的对角占优特性，提高了流场求解的稳定性。

虽然这种方法对于小折合频率算例能起到一定的扩

稳作用，但是对于叶轮机内部折合频率较大的情形，

该方法仍然面临很多稳定性问题。 2017年，Wang
等［60-61］提出的 BJ/LU-SGS方法，通过将 LU-SGS方法

与块雅可比方法结合使用，一方面提高了流场求解

的稳定性，并且其稳定性要强于前述几种隐式处理

方法，另一方面加速了计算结果的收敛。此外，这种

方法很容易在现有的 LU-SGS程序中扩展而实现，应

用起来非常方便。但是这种方法的缺点是在每次雅

可比迭代过程中都要进行 LU-SGS计算，而且还要存

储新产生的变量，因此会消耗额外的计算时间和计

算存储。 2018年，Huang等［62］提出的 Gauss-Seidel/
LU-SGS迭代方法，通过近似因式分解使得空间项与

时间项分开，对于空间项仍然采用 LU-SGS进行处

理，而时间项采用 Gauss-Seidel迭代。无论 Gauss-Se⁃
idel迭代次数设置为多少，该方法只需要处理一次

LU-SGS，并且不需要存储额外的变量，因此其在计算

时间和计算存储方面的优势更加明显。但是必须要

指出的是，无论是 BJ/LU-SGS方法还是 Gauss-Seidel/
LU-SGS方法，其都是半隐式处理方法，对某些算例

仍然会失效。2010年，Su等［63］发现时间谱源项会使

得雅可比矩阵的对角占优特性变差，这是使得时域

谐波平衡法计算稳定性变差的根本原因。因此他们

用 GMRES方法来稳定时域谐波平衡方程的求解过

程，预处理采用多重网格。计算结果表明该方法的

稳定性更好，并且时域谐波平衡法的稳定性对非定

常流的基频大小及谐波个数不敏感。随后，Mundis
等［64-65］和贡伊明等［66］又分别用 GMRES方法对时域谐

波平衡法的求解过程进行稳定。虽然 GMRES方法相

比于前述几种隐式处理方法的稳定效果好，但是该

方法对计算存储的需求巨大，对于三维多排叶轮机

算例，其应用起来特别困难，并且其程序算法复杂，

并行效率低。这些缺点限制了 GMRES方法在叶轮机

械中的应用前景。

前面已经指出，网格折合频率的大小与网格尺

寸成正相关。当采用多重网格方法加速时域谐波平

衡方程求解过程的时候，随着网格的粗化，其计算稳

定性会变差，并且通常这种不稳定性最先源于最粗

的网格。如果通过降低粗网格上的 Courant数来提高

时空多重网格方法的求解稳定性，这会减弱多重网

格方法的加速效果。2018年，Wu等［67］提出的时空多

重网格方法不仅稳定了谐波平衡求解过程，而且也

能节省计算量和计算时间。

（4） 如何消除由吉布斯现象所产生的非物理解问题

采用时域谐波平衡法进行叶轮机动静相干非定

常流分析时，如果用于解析尾迹的谐波个数较少，吉

布斯现象会导致湍流变量出现非物理解（负值）。图

5展示了跨声速压气机转子叶片 50%叶高尾缘后某

处湍流变量沿周向的分布情况。当采用五个谐波重

构流场变量的时候（绿色实线），湍流变量会出现严

重的振荡现象。如果对这种现象不加任何处理会导

致数值分析失稳。为了抑制数值失稳现象，最简单

的处理是在计算中强制湍流变量不低于某一个阈

值，但是在时频域混合方法求解中势必会减慢收敛

速度，甚至使得结果进入极限环状态。如果直接通

过增加谐波个数消除吉布斯现象，一方面使得计算

量大大增加，抵消了时频域混合方法高效率求解的

优点，同时高阶谐波的高频会使得时间谱源项的刚

性问题更加突出，从而引起求解收敛缓慢，甚至求解

不稳定性。

针对吉布斯现象，Djeddi等［68］基于西格玛近似技

术，采用 Lanczos西格玛因子对所有流场变量都进行

了近似处理。二维可压和不可压流算例研究表明，

该方法不仅可以提高求解稳定性，而且可以提高求

解精度。但是随着数值分析中谐波数的增加，该方

法反而对求解有负面影响。

（5） 如何实现多排叶轮机动-动/静-静相干高效数值分析

时频域混合方法在应用过程中有两个假设：同

排不同通道内时均流场相同，同排不同通道内任意

频率组分的非定常流幅值相同。在动-动/静-静相干

Fig. 5 Distribution of turbulence quantity at the 50% span

location for a transonic compressor rotor
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中，如果对应的转子或者静子叶片数不同，那么这两

个假设都不成立。因此时频域混合方法本身是不能

直接用于动-动/静-静相干数值分析的。如果直接应

用其解析动-动/静-静干涉问题，会导致交界面处的

流场不连续，如图 6所示。

为了将时频谐波平衡方法应用于动-动/静-静相

干数值分析中，Subramanian等［70］提出转速扰动方法。

即对转子/静子施加一个很小的转速扰动，使得原来

相对静止的两个叶排有了相互转动，从而将动-动/
静-静相干转化为动静相干。虽然这种方法得到了

一定的应用。但是存在一些问题。首先，扰动转速

的选取是亟待解决的问题。如果转速太大会引起比

较大的误差，太小又给稳定求解带来困难（由于不同

非定常流组分周期的最小公倍数太大）。其次，在

Subramanian等的计算中，为了保证稳定求解，增加了

50%的采样点数，这也意味着计算量上升了 50%。

2018年，Frey等［71-72］提出的谐波组方法是另一种解析

动-动/静-静相干流场的思路。该方法将非定常流组

分依据其基频进行分组求解，这样空间谐波可以自

成一组。这种方法的缺点是假设不同组流场可以线

性叠加，因此忽略了它们之间的非线性耦合效应。

此外，由于有些频率组分可能会同时属于不同非定

常流组，这样会造成计算成本的上升。2019年，黄秀

全等［69］提出的时空耦合谱方法是一种高效解析动-
动/静-静相干的数值方法。该方法通过引入伪转频

和复合频率，初步解决了时空样本耦合选取和时空

谐波耦合求解的问题。

4.2 非线性频域方法

McMullen等［73-74］对守恒变量和残差同时做傅里

叶展开，然后通过谐波平衡的思想获得了非线性频

域方法（NLFD）的控制方程。不同于时域谐波平衡方

法，该方法的求解变量为谐波系数。虽然这两种方

法的求解变量不同，但是时域谐波平衡方法所存在

的问题，该方法也同样存在，上面已经详细阐述，此

处不再赘述。2003年，Nadarajah等［75］发展了一种离

散非线性频域伴随代码，对二维振荡翼型进行优化；

2006年，McMullen等［76］又采用谱粘性方法对非线性

频域方法进行加速。为了防止谱粘性项对计算结果

精度的影响，他们只在粗网格层上应用谱粘性。计

算结果显示应用谱粘性之后，可以使得非线性频域

方法拥有定常收敛效果。2017年，Wu等［77］对比研究

了非线性频域方法与时域谐波平衡法，结果表明时

域谐波平衡法在计算时间方面的优势更加明显（如

图 7所示），并且对于多基频算例，混叠效应对非线性

频域方法的影响也更大。2019年，Wu等［55］采用时空

多重网格方法对非线性频域方法进行加速。该方法

不仅能起到扩稳作用，而且计算时间更短。相比于

时空多重网格方法在时域谐波平衡方法中的应用，

采用时空多重网格方法加速非线性频域控制方程求

解，其在计算时间节省方面的优势更加明显。这是

由于离散傅里叶变换及其逆变换（DFT/IDFT）是非线

性频域方法原始迭代过程就需要的，不会产生额外

的时间消耗。

5 其他数值降阶方法

除了上述三类方法之外，还有一些无法归纳到

上面三类方法的数值计算方法，比如杨体浩等提出

基于 Chebyshev的谱方法［78］，宁方飞等提出的时间拟

合方法［79］，He提出的时空梯度方法［80-81］。下面对时

Fig. 7 Comparison of computational time between the HB

and NLFD[77]

Fig. 6 Turbulence quantity contours at 50% span location

for a multi-row compressor using the single passage to

analyze the rotor-rotor/stator-stator interaction flow field[69]
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间拟合方法和时空梯度方法进行阐述。

5.1 时间拟合方法

无论是时频域混合法还是非线性频域方法，其

都是采用傅里叶级数对非定常流场进行逼近。虽然

谱方法离散时间偏导数的精度较高，但是其耗散太

小，在某些情况下其求解稳定性较差，前面已经详细

指出。 2014年，杜鹏程等［79］提出的时间拟合方法

（TCM）采用三次 B样条曲线对守恒变量进行逼近，然

后在时间方向上采用周期性边界条件。该方法与时

域谐波平衡法类似，前者采用多项式作为基函数，而

后者采用三角基函数作为基函数。两者方法都很容

易在现有的定常求解器上扩展而实现，编程实现相

对容易。但是与时域谐波平衡法相比，时间拟合方

法的耗散更大，数值求解精度低，在实现相同数值求

解精度的前提下，需要更多的采样点（图 8）。其优点

在于该方法的稳定性更好，对于某些情况，可以使用

更大的 Courant数，结果如图 9所示。杜鹏程等分别

采用进气畸变算例及转静干涉流场算例验证了时间

拟合方法的有效性。2019年，Wu等［82］将时间拟合方

法扩展到三维流固耦合算例中，并通过矩阵分析详

细对比了时间拟合方法与时域谐波平衡法的稳定

性。矩阵分析的结论与杜鹏程等人的数值实验结果

一致。

时间拟合方法的另一个缺点是难以用于多基频

非定常流。作者目前还未见公开文献有相关报告。

其中通讯作者从与时间拟合方法提出人宁方飞的交

流中获知，他本人也没有打算将该方法用于多基频

非定常流分析。

5.2 时空梯度方法

时空梯度方法是 He等最近提出来的方法［80-81］。

该方法适用于转静相干非定常流计算，计算量和对

应多通道定常计算或者冻结转子计算的计算量相

当，但是能够捕捉到转静相干产生的非定常流。其

基本思想是采用空间梯度来近似时间梯度，从而将

非定常计算转化为准定常计算。基于不同通道流场

对应于同一通道内不同时刻流场的假设，空间梯度

的构造采用不同通道的计算结果进行。为此，数值

分析中计算域需要采用多通道甚至整周，通道数越

多，时间梯度的计算越精确。由于时间梯度计算采

用二阶后插格式，在进行时间梯度计算之前，需要对

所有通道重新进行排序，即将所有通道的流场映射

到同一个叶片通过周期内。

在转静相干非定常流计算中，转静交界面的处

理极为重要。在单通道定常计算中，转静交界面采

用掺混面方法；在频域或者时频域混合方法中，需要

更为复杂的方法，比如时空模态分解和匹配方法［46］；

而时域多通道非定常计算需要采用滑移面方法。时

空梯度方法计算可以完全采用时域多通道计算的滑

移面方法。因此如果流场求解已经具备滑移面模

块，那么时空梯度方法的扩展就显得相当容易。

如果计算域中叶片通道数太少（上下游叶排叶

片数的最大公约数太大），采用二阶后插格式计算时

间梯度将带来很大误差（时间步长过大），此时可以

采用谱方法进行时间梯度计算。对于多基频非定常

流计算（比如中间叶排的上下游叶排叶片数目不同，

对应的叶片通过频率也不一样），该方法需要针对不

同基频分别进行计算，然后将计算结果进行叠加。

图 10展示了由时空梯度方法解析转静干涉流场

时所得到的 50%叶高处的熵云图。从图中可以看

出，上游叶排的尾迹能够通过交界面输运到下游叶

Fig. 8 Comparison of solution accuracy using different

time samples between the TCM and HB[82]

Fig. 9 Comparison of solution convergence characteristics

between the HB and TCM[82]

48



叶轮机周期性非定常流高效降阶数值计算方法研究进展第 42 卷 第 1 期

排。由于该计算中下游叶排计算域只有 23个通道，

上游尾迹通过交界面后存在比较明显的差别。这是

由于下游计算域通道数不够，导致尾迹解析精度不

高所致。

6 总 结

根据上面的阐述，各种数值降阶方法的主要特

点总结如下：

（1）时域降阶方法主要是通过减小计算域来减

少计算量，其中直接存储法、修形法和时间倾斜法通

过采用移相边界条件将计算域减小为单通道，从而

实现节省计算时间的目的。直接存储法和时间倾斜

法只适用于单基频非定常流，而修形法可以适用于

多基频非定常流。需要指出的是，这三种方法都不

能直接应用于动动/静静相干流场。

（2）频域降阶方法主要有线性谐波方法、非线性

谐波方法和经典谐波平衡方法。针对每一个频率组

分，都有一组对应的谐波方程。其中线性谐波方法

适用于小幅值非定常流，而其他两种方法可适用于

非线性非定常流。由于每个频率组分有单独的控制

方程，这些方法不存在混叠效应。但是谐波控制方

程的求解需要重新编写对应求解器，工作量大，妨碍

了其广泛应用。

（3）时频域混合方法主要包括时域谐波平衡法

和非线性频域方法。它们由于可以重用定常求解器

的许多关键代码，具有编程易实现的特点，其应用较

为广泛。但是存在混叠效应、源项刚性（大网格折合

频率）和吉布斯现象引起的求解失稳或求解精度下

降的问题。

（4）相比于时域谐波平衡法，时间拟合方法的求

解稳定性更好，但是在采样点相同的条件下，其求解

精度较低，并难以用于多基频非定常流。

（5）时空梯度方法基于叶轮机内同排不同通道

内非定常流等效于同一通道不同时刻非定常流的前

提，将时间梯度转化为空间梯度。该方法的使用需

要多通道计算域，并且通道越多越好。计算结果的

精度也是随着通道数的增加而提高。该方法的计算

耗时和冻结转子方法相当，但是能够比较准确地捕

捉到动静相干非定常流。在动静相干数值分析中，

动静交界面可以采用时域计算的滑移面。该方法也

不能直接处理动动/静静相干和多基频非定常流。

针对这些降阶数值方法，还存在下面亟待解决

的问题：

（1）发展一种更好的减轻甚至消除时域谐波平

衡法的混叠效应问题的方法，进一步提高时域谐波

平衡法的求解效率。

（2）针对刚性较大的情形，发展一种更加高效的

普适性更强的时域谐波平衡方程稳定求解方法。

（3）将时间拟合方法扩展到多基频非定常流应

用中。

（4）将自动微分技术与频域降阶方法结合使用，

减少谐波求解器开发工作量，确保谐波求解器和时

均求解器的一致性。

（5）对于时空耦合的谱方法，提出一种选取时空

谐波个数的准则，从而提高该方法的求解效率。

（6）寻找更好的 Lanczos西格玛因子参数或者寻

找更好的西格玛因子，使得西格玛近似技术更加

有效。
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