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摘要 本文将 Harrison 对于单个高次型的中心代数理论推广至一组二次型的中心, 基于此给出一组

对称矩阵同时相合对角化 (或一组二次型同时配成平方和) 的判别法与算法. 本文的方法可归结为

求解线性方程组和稀疏二次方程组, 算法简单并且易于操作. 此外, 该方法还能直接推广至解决一组

Hermite 矩阵的同时复相合问题.
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1 引言

本文考虑以下问题: 给定域 k 上一组对称矩阵 A1, . . . , Am, 判断它们是否可以同时相合对角化,

即是否存在可逆矩阵 P ∈ kn×n,使得 PTA1P, . . . , P
TAmP 均为对角矩阵. 如果可以,给出它们同时相

合对角化的算法. 由于对称矩阵对应二次型, 所以以上问题等价于将一组二次型同时配成平方和.

一组对称矩阵同时相合对角化及其等价的一组二次型同时配方问题具有悠久的历史,许多著名数

学家曾深入研究. 两个实对称矩阵同时相合对角化的研究起始于 Weierstrass [13] 和 Kronecker [11], 而

Finsler [5], Albert [1] 和 Calabi [3] 分别独立研究了一对实二次型的问题,更多相关工作参见综述 [12]. 两

个以上对称矩阵的同时相合对角化问题更具挑战性, 近年来由于在非线性分析、二次规划及优化、信

号处理、医学图像等理论和应用方面的需要而备受关注, 被 Hiriart-Urruty [7] 列为一个重要的公开问

题. Jiang和 Li [10] 在一组实对称矩阵存在半正定线性组合的情形下, 给出了它们可以同时相合对角化

的充要条件. Bustamante 等 [2] 则给出了一组复对称矩阵同时相合对角化问题的一个解决办法, 即将

其转化成了一组矩阵的同时相似对角化问题.

本文将 Harrison 关于一个高次型的中心代数理论 [6, 8, 9] 推广到一组二次型的中心, 并利用其来研

究一组对称矩阵的同时相合问题.高次型中心代数理论的一个重要结论是高次型的直和分解与高次型

的中心单位元的正交幂等分解一一对应, 这对处理高次型的直和分解问题非常有效. 而一组 n 阶对称
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矩阵 A1, . . . , Am 能否同时相合对角化与它们对应的 n 元二次型 f1, . . . , fm 能否同时化为标准形是等

价的. 因此, 本文借鉴高次型的中心理论, 定义一组二次型及一组对称矩阵的中心, 发现一组二次型的

中心与高次型的中心有类似的性质. 利用中心理论判断一个高次型能否化为对角形与判断一组二次

型能否同时化为标准形, 区别在于前者是计算一个高次型 f 的中心 Z(f) = {X ∈ kn×n | (HfX)T =

HfX}, 后者是计算一组二次型 f1, . . . , fm 公共的中心 Z(f1, . . . , fm) = {X ∈ kn×n | (HfjX)T = HfjX,

j = 1, . . . ,m}, 其中 Hf 是 f 的 Hessian 矩阵. 根据中心的性质, 一组二次型可以同时化为标准形当且

仅当它们的中心单位元可以分解为 n 个正交幂等元之和. 基于此, 本文给出一组对称矩阵同时相合对

角化 (或一组二次型同时化为标准形)的判别法及算法. 求解中心的过程本质上是解线性方程组,求解

正交幂等元涉及稀疏二次方程组, 判别法和算法的计算量都比较小. 此外, 该方法可以直接推广到一

组 Hermite 矩阵的同时复相合对角化问题.

本文余下内容安排如下. 第 2 节给出一组对称矩阵中心的定义. 第 3 节介绍中心的基本性质, 利

用中心理论给出一组对称矩阵能否同时相合对角化的判别法. 第 4 节给出一组对称矩阵同时相合对

角化的算法, 并通过一些例子作具体说明. 第 5 节将前面的结果推广到一组 Hermite 矩阵同时复相合

对角化的情形.

2 一组对称矩阵的中心

以下记 kn×n 为域 k 上全体 n 阶矩阵的集合. 先回顾一组对称矩阵同时相合对角化的定义.

定义 2.1 设 A1, . . . , Am ∈ kn×n 为一组对称矩阵. 称 A1, . . . , Am 可以同时相合对角化, 如果存

在可逆矩阵 P ∈ kn×n, 使得

PTAjP = Dj , j = 1, . . . ,m,

其中 D1, . . . , Dm ∈ kn×n 为对角矩阵.

由于一组 n 阶对称矩阵对应着一组 n 元二次型, 因此以上定义等价于将一组二次型同时化为标

准形.

定义 2.2 令

X =


x1

...

xn

 , Y =


y1
...

yn

 ,

称二次型 f1 = XTA1X, . . . , fm = XTAmX 可以同时化为标准形, 如果存在可逆矩阵 P ∈ kn×n, 使得

fj 经可逆线性替换 X = PY 化为

gj = (PY )TAj(PY ) = Y T(PTAjP )Y = Y TDjY, j = 1, . . . ,m,

其中 D1, . . . , Dm ∈ kn×n 为对角矩阵.

例 2.1 设 k3×3 中对称矩阵

A1 =


1 1 1

1 3 3

1 3 1

 , A2 =


1 1 4

1 −4 −1

4 −1 9

 .
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取

P =


1 2 1

−1 1 1

0 −1 −1

 ∈ k3×3,

则有

PTA1P =


2

2

−1

 , PTA2P =


−5

−1

2

 ,

即 A1 和 A2 可以同时相合对角化.

Harrison [6] 发展了高次型的中心代数理论以处理高次型的直和分解问题,我们借鉴 Harrison的中

心理论, 给出一组二次型中心与一组对称矩阵中心的定义, 并用以处理一组对称矩阵的同时相合对角

化问题.

定义 2.3 设 f1, . . . , fm ∈ k[x1, . . . , xn] 为一组二次型. 定义 f1, . . . , fm 的中心为

Z(f1, . . . , fm) = {X ∈ kn×n | (HjX)T = HjX, j = 1, . . . ,m},

其中 Hj = (
∂2fj

∂xk∂xl
)16k,l6n 为 fj 的 Hessian 矩阵.

定义 2.4 设 A1, . . . , Am ∈ kn×n 为一组对称矩阵. 定义 A1, . . . , Am 的中心为

Z(A1, . . . , Am) = {X ∈ kn×n | (AjX)T = AjX, j = 1, . . . ,m}.

注 2.1 假设域 k 的特征不为 2. 若一组二次型 f1, . . . , fm 对应的对称矩阵分别为 A1, . . . , Am,

则 Z(f1, . . . , fm) = Z(A1, . . . , Am). 因此, 利用中心理论处理一组二次型能否同时化为标准形的问题,

可以等价地转化为,利用中心理论处理这组二次型的矩阵能否同时相合对角化的问题.鉴于此,以下只

考虑一组对称矩阵的情形.

注 2.2 设 P ∈ kn×n 为可逆矩阵, 则

Z(PTA1P, . . . , P
TAmP ) = P−1Z(A1, . . . , Am)P = {P−1XP | X ∈ Z(A1, . . . , Am)}.

事实上, 有

Z(PTA1P, . . . , P
TAmP ) = {Y ∈ kn×n | (PTAjPY )T = PTAjPY, j = 1, . . . ,m}

= {Y ∈ kn×n | (AjPY P−1)T = AjPY P−1, j = 1, . . . ,m}

= {Y ∈ kn×n | PY P−1 ∈ Z(A1, . . . , Am)} = P−1Z(A1, . . . , Am)P.

例 2.2 设 A1 和 A2 同例 2.1. 直接计算得此二矩阵的中心为

Z(A1, A2) =



−4b+ c −a− 4b −a− 6b

−b a− b+ c a

b b c


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a, b, c ∈ k

 .
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3 一组对称矩阵中心的性质及应用

本节给出一组对称矩阵中心的基本性质, 并应用到该组矩阵的同时相合对角化问题.

非退化高次型的中心具有交换结合代数结构,而二次型的中心却不尽然. 例如, Z(x2
1+x2

2+· · ·+x2
n)

由所有的 n 阶对称矩阵构成, 当 n > 1 时在矩阵乘积下不封闭, 不交换. 注意到在矩阵空间中可以定

义对称积, 即对任意 X,Y ∈ kn×n, 定义乘法

X ◦ Y =
1

2
(XY + Y X),

由此得到自然的 Jordan 代数结构. 我们可以利用此代数结构来研究一组对称矩阵的中心.

为方便读者, 这里回顾 Jordan 代数及幂等元的定义.

定义 3.1 称域 k 上的代数 J 为一个 Jordan 代数, 如果 J 对于乘法满足交换律以及 Jordan 恒

等式, 即对任意 x, y ∈ J, 有

xy = yx, (xy)x2 = x(yx2).

称 e ∈ J 为一个幂等元, 如果 e2 = e. 对于含幺 Jordan 代数, 称 e1, e2, . . . , es 为一组完全正交幂

等元, 如果 e2i = ei,∀ i; eiej = 0, ∀ i ̸= j; 1 = e1 + e2 + · · ·+ es, 其中 1 是单位元. 称幂等元 e 是本原的,

如果 e 不能分解成两个非零的正交幂等元之和.

因后文需要, 这里先介绍幂等矩阵的一个简单性质.

引理 3.1 设 ε ∈ kn×n. 则 ε 是本原幂等矩阵当且仅当 rank (ε) = trace (ε) = 1.

证明 设 ε ∈ kn×n 是一个本原幂等矩阵, 则 m(λ) = λ2 − λ 是 ε 的极小多项式. 注意到 m(λ) 无

重根, 因此 ε 可以相似对角化, 且特征值为 0 或 1. 于是, 存在可逆矩阵 P ∈ kn×n, 使得

P−1εP =

Ir

0n−r

 .

由于 ε 是本原的, 故 r = 1. 因此, 由上式易得 rank (ε) = trace (ε) = 1.

反之, 由于 rank (ε) = 1, 故存在 α, β ∈ kn, 使得 ε = αβT. 注意到 trace (ε) = βTα = 1, 因此

ε2 = αβTαβT = α(βTα)βT = αβT = ε,

即 ε 是幂等矩阵. 其本原性由 rank (ε) = 1 得到.

若 A 是域 k 上的一个结合代数, 则关于如上定义的乘法 ◦ : X ◦ Y = 1
2 (XY + Y X), 代数 (A, ◦)

作成域 k 上的 Jordan 代数. 称域 k 上的代数 B 为一个特殊 Jordan 代数, 如果 B 同构于某个 (A, ◦)
的 Jordan 子代数.

下面是关于一组对称矩阵中心的性质及其在同时相合对角化问题上应用的主要结果.

定理 3.1 设 A1, . . . , Am ∈ kn×n 为一组对称矩阵. 则

(1) 中心 Z(A1, . . . , Am) 在矩阵对称积 ◦ 下是一个含幺特殊 Jordan 代数;

(2) A1, . . . , Am 可以同时相合对角化当且仅当 Z(A1, . . . , Am)的单位元可以分解为 n个正交幂等

元之和.

4
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证明 (1) 显然, 单位阵 In ∈ Z(A1, . . . , Am). 对于任意 X,Y ∈ Z(A1, . . . , Am) 和任意 A ∈ {A1,

. . . , Am}, 有

(A(X ◦ Y ))T =
1

2
(A(XY + Y X))T

=
1

2
(Y TXTAT +XTY TAT)

=
1

2
(AYX +AXY )

= A
XY + Y X

2

= A(X ◦ Y ),

即 X ◦ Y ∈ Z(A1, . . . , Am). 易知 In 为 Z(A1, . . . , Am) 在运算 ◦ 下的幺元. 因此, 中心 Z(A1, . . . , Am)

是 (kn×n, ◦) 的 Jordan 子代数, 从而是一个特殊 Jordan 代数.

(2)设 In = e1+ · · ·+ en 是中心单位元的一个正交幂等分解. 由于 e1, . . . , en 均可以相似对角化且

两两可交换,故 e1, . . . , en可以同时相似对角化,即存在可逆矩阵 P ∈ kn×n,使得 P−1eiP (i = 1, . . . , n)

为对角矩阵, 并且 In = P−1e1P + · · · + P−1enP . 由于 P−1e1P, . . . , P
−1enP 两两正交, 且对角元为 0

或 1, 故 P−1e1P, . . . , P
−1enP 均为秩 1 矩阵. 不妨设

P−1eiP =


0i−1

1

0n−i

 .

由于 ei ∈ Z(A1, . . . , Am), 故对全体 1 6 j 6 m, 有 eTi Aj = Ajei. 于是

(PTAjP )(P−1eiP ) = PTAjeiP = PTeTi AjP = (P−1eiP )T(PTAjP )

= (P−1eiP )(PTAjP ), i = 1, . . . , n,

这迫使

PTAjP =


aj1

. . .

ajn

 , j = 1, . . . ,m

同时为对角矩阵.

反之, 设存在可逆矩阵 P ∈ kn×n, 使得 PTA1P, P
TA2P, . . . , P

TAmP 均为对角矩阵. 则对全体

1 6 j 6 m, 有

(PTAjPεi)
T = εTi P

TAjP = εiP
TAjP = PTAjPεi,

其中

εi =


0i−1

1

0n−i

 , i = 1, . . . , n.
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因此, 在 Z(PTA1P, . . . , P
TAmP ) 中有如下单位元的正交幂等分解:

In = ε1 + · · ·+ εn.

由注 2.2 得到 Z(A1, . . . , Am) 中单位元的正交幂等分解

In = Pε1P
−1 + · · ·+ PεnP

−1.

证毕.

例 3.1 设 A1 和 A2 同例 2.1. 在 Z(A1, A2) 中, 单位元可以分解为以下 3 个正交幂等元之和:
1 0 0

0 1 0

0 0 1

 =


0 −1 −1

0 1 1

0 0 0

+


2 2 4

1 1 2

−1 −1 −2

+


−1 −1 −3

−1 −1 −3

1 1 3

 .

故由定理 3.1(2) 知, A1 和 A2 可以同时相合对角化.

现在求解使得 PTA1P 和 PTA2P 同时化为对角矩阵的可逆矩阵 P . 为方便叙述, 记

e1 =


0 −1 −1

0 1 1

0 0 0

 , e2 =


2 2 4

1 1 2

−1 −1 −2

 , e3 =


−1 −1 −3

−1 −1 −3

1 1 3

 ,

并记 V
(i)
1 为 ei 的属于特征值 1 的特征子空间, i = 1, 2, 3, 则 dimV

(i)
1 = 1. 由于 e1, e2 和 e3 两两正交,

故对任意 αi ∈ V
(i)
1 , 有

ejαi = ejeiαi = 0, j ̸= i,

即 αi 是 ej 的属于特征值 0 的特征向量. 依次求得

V
(1)
1 = k


1

−1

0

 , V
(2)
1 = k


2

1

−1

 , V
(3)
1 = k


1

1

−1

 .

于是得到可逆矩阵集

M =




k1 2k2 k3

−k1 k2 k3

0 −k2 −k3


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ k1, k2, k3 ∈ k \ {0}

 .

对任意 P ∈ M , 有

P−1e1P =


1

0

0

 , P−1e2P =


0

1

0

 , P−1e3P =


0

0

1

 .

根据定理 3.1的证明, 对任意 P ∈ M , PTA1P 和 PTA2P 均为对角矩阵. 在 M 中取 k1 = k2 = k3 = 1,

即得到例 2.1 中的可逆矩阵 P .

6
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4 一组对称矩阵同时相合对角化的算法及例子

根据定理 3.1, 本节给出一组对称矩阵同时相合对角化的算法以及一些例子.

算法 4.1 给定一组对称矩阵 A1, . . . , Am ∈ kn×n.

步骤 1 计算中心. 求解线性方程组 (AjX)T = AjX, j = 1, . . . ,m. 选取 Z(A1, . . . , Am) 的一组基

X1, . . . , Xs.

步骤 2 计算秩为 1 的幂等元. 设 λ1, . . . , λs 为未定元. 考虑矩阵 ε =
∑

16i6s λiXi, 并施加 ε 为

秩 1幂等矩阵的等价条件: rank (ε) = 1且 trace (ε) = 1,求解方程组. 若无解,则 A1, . . . , Am 不可以同

时相合对角化, 步骤停止; 否则, 选取一个解 ε1, 继续步骤 3.

步骤 3 矩阵降阶. 若 ε1 是一个解, 则 ε1 相似于

E11 =



1

0

. . .

0


∈ kn×n.

求解可逆矩阵 P1, 使得 P−1
1 ε1P1 = E11. 计算 PT

1 A1P1, . . . , P
T
1 AmP1, 则有

PT
1 AjP1 =

aj

Ãj

 , j = 1, . . . ,m,

其中 aj ∈ k, Ã1, . . . , Ãm ∈ k(n−1)×(n−1) 为一组 n− 1 阶对称矩阵.

步骤 4 矩阵相合对角化. 对 Ã1, . . . , Ãm 重复步骤 1–3. 如果 A1, . . . , Am 可以同时相合对角化,

则经过 n− 1 次后停止, 此时已经将 A1, . . . , Am 同时相合对角化.

步骤 5 计算可逆矩阵 P . 在步骤 4中依次得到可逆矩阵 P̃2, . . . , P̃n−1,其中 P̃i ∈ k(n−i+1)×(n−i+1).

先令

Pi =

Ii−1

P̃i

 , i = 2, . . . , n− 1,

则 P2, . . . , Pn−1 ∈ kn×n. 再令 P = P1 · · ·Pn−1, 则 PTA1P, . . . , P
TAmP 均为对角矩阵.

注 4.1 定理 3.1 将一组对称矩阵的同时相合对角化问题转化为求解一组完全正交本原幂等元,

算法 4.1通过递推的方式,将其简化为求解秩 1的幂等元 ε. 具体地,根据引理 3.1,只需要求解稀疏二

次方程组 rank(ε) = 1 且 trace(ε) = 1, 相较于矩阵分析的方法, 易于操作且计算量更小.

例 4.1 设 C2×2 中对称矩阵

A1 =

0 1

1 1

 , A2 =

1 1

1 0

 .

由定义 2.4, 计算得

Z(A1, A2) =


a+ b b

−b a

∣∣∣∣∣∣ a, b ∈ C

 .

7
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记 i =
√
−1. 通过求解方程组 rank(ε) = 1, trace(ε) = 1, 得到中心单位元的正交幂等分解:1 0

0 1

 =
1

6

3 +
√
3i 2

√
3i

−2
√
3i 3−

√
3i

+
1

6

3−
√
3i −2

√
3i

2
√
3i 3 +

√
3i

 .

依次求得上述两个幂等矩阵属于特征值 1 的特征子空间为

V1 = C

 1−
√
3i

2

−1

 , V2 = C

 1+
√
3i

2

−1

 .

从而得到可逆矩阵集

M =


 1−

√
3i

2 k1
1+

√
3i

2 k2

−k1 −k2

∣∣∣∣∣∣ k1, k2 ∈ C \ {0}

 .

取

P =

 1−
√
3i

2
1+

√
3i

2

−1 −1

 ∈ M,

则有

PTA1P =

√
3i

−
√
3i

 , PTA2P =

−3+
√
3i

2

−3−
√
3i

2

 ,

即 A1 和 A2 可以同时相合对角化.

注 4.2 以上例子取自文献 [2], 结果与其一致. 我们的方法可以进一步说明, 一般的两个 2 阶对

称阵可以同时相合对角化. 事实上, 设

A1 =

a b

b c

 , A2 =

α β

β γ


以及

X =

x11 x12

x21 x22

 ∈ Z(A1, A2),

则 xij 满足以下线性方程组: ax12 + b(x22 − x11)− cx21 = 0,

αx12 + β(x22 − x11)− γx21 = 0.

这说明 (x12, x22 − x11, x21) = k(a, b,−c)× (α, β,−γ), 其中 k ∈ C. 因此, Z(A1, A2) 中的元均形如

x11 x12

x21 x22

 = k1

1 0

0 1

+ k2


0

∣∣∣∣∣∣b −c

β −γ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣a b

α β

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣−c a

−γ α

∣∣∣∣∣∣

 , ∀ k1, k2 ∈ C.
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记第 2 个矩阵为 Λ, 记 T (λ) = |λI2 −Λ|, 则易知 Z(A1, A2) 实为交换结合代数, 且同构于 C[λ]/(T (λ)).
因此, A1 和 A2 可以同时相合对角化, 当且仅当 Z(A1, A2) ∼= C× C, 当且仅当 T (λ) = 0 无重根, 当且

仅当 ∣∣∣∣∣∣−c a

−γ α

∣∣∣∣∣∣
2

− 4

∣∣∣∣∣∣b −c

β −γ

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣a b

α β

∣∣∣∣∣∣ ̸= 0.

根据代数几何的知识 [4], 在 C6 中, 满足这一条件的 (a, b, c, α, β, γ) 的集合是一个稠密的开集. 换言之,

一般的两个 2 阶对称阵可以同时相合对角化.

例 4.2 考虑 R3×3 中对称矩阵

A1 =


−2 2 −2

2 2 0

−2 0 −1

 , A2 =


5 7 −1

7 5 1

−1 1 −1

 .

由定义 2.4, 有

Z(A1, A2) =




a− 5b− c− d+ 5e −a− b− 5d+ e a− 2b− d− e

6a+ 6b+ c− 6d− 6e 6a 3b

2c 12d 6e


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a, b, c, d, e ∈ R

 ,

其中

X1 =


1 −1 1

6 6 0

0 0 0

 , X2 =


−5 −1 −2

6 0 3

0 0 0

 , X3 =


−1 0 0

1 0 0

2 0 0

 ,

X4 =


−1 −5 −1

−6 0 0

0 12 0

 , X5 =


5 1 −1

−6 0 0

0 0 6


为 Z(A1, A2) 的一组基. 注意到

−X3 =


1 0 0

−1 0 0

−2 0 0


是秩为 1 且迹为 1 的矩阵, 因此它是一个幂等元. 记 ε1 = −X3, 则 ε1 相似于 E11. 依次求解 ε1 的属

于特征值 1 和特征值 0 的特征向量, 选取 3 个线性无关的特征向量

α1 =


−1

1

2

 , α2 =


0

1

0

 , α3 =


0

0

1

 ,

9
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其中 ε1α1 = α1, ε1α2 = ε1α3 = 0. 于是得到可逆矩阵

P1 =


−1 0 0

1 1 0

2 0 1

 ,

使得 P−1
1 ε1P1 = E11. 计算得到

PT
1 A1P1 =


0

2 0

0 −1

 , PT
1 A2P1 =


0

5 1

1 −1

 .

令

Ã1 =

2 0

0 −1

 , Ã2 =

5 1

1 −1

 .

对 Ã1 和 Ã2 重复上述过程. 经计算得

Z(Ã1, Ã2) =


−3a+ b −a

2a b

∣∣∣∣∣∣ a, b ∈ R

 .

在 Z(Ã1, Ã2) 中求得一个秩为 1 的幂等元为

ε2 =

−1 −1

2 2

 ,

且有

P̃2 =

−1 −1

2 1

 ,

使得

P̃−1
2 ε2P̃2 =

1

0

 .

得到

P̃T
2 Ã1P̃2 =

−2

1

 , P̃T
2 Ã2P̃2 =

−3

2

 .

此时, Ã1 和 Ã2 已经同时相合对角化. 由算法 4.1 知, A1 和 A2 可以同时相合对角化.
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令

P2 =

1

P̃2

 ,

并令 P = P1P2, 则

PTA1P =


0

−2

1

 , PTA2P =


0

−3

2

 .

例 4.3 考虑 k3×3 中对称矩阵

A1 =


1 1 2

1 1 3

2 3 1

 , A2 =


1 1 2

1 2 2

2 2 1

 .

计算得到 A1 和 A2 的中心为

Z(A1, A2) =



3a+ b+ c 13a+ b 2b

0 −6a+ c 6a

0 −2a c


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a, b, c ∈ k

 ,

其中一组基为

X1 =


3 13 0

0 −6 6

0 −2 0

 , X2 =


1 1 2

0 0 0

0 0 0

 , X3 =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .

注意到 X2 的秩为 1 且迹为 1, 因此它是一个幂等元. 记 ε1 = X2, 则 ε1 相似于 E11, 求得

P1 =


1 −1 −2

0 1 0

0 0 1

 ,

使得 P−1
1 ε1P1 = E11. 计算得到

PT
1 A1P1 =


1

0 1

1 −3

 , PT
1 A2P1 =


1

1 0

0 −3

 .

令

Ã1 =

0 1

1 −3

 , Ã2 =

1 0

0 −3

 .
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对 Ã1 和 Ã2 重复上述过程. 经计算得

Z(Ã1, Ã2) =


a −3b

b a− 3b

∣∣∣∣∣∣ a, b ∈ k

 .

求解方程组 rank (ε) = 1 且 trace (ε) = 1. 若 i =
√
−1 /∈ k, 则方程组无解, 故由算法 4.1 可知, A1 和

A2 不可以同时相合对角化. 若 i ∈ k, 则可以求得一个秩为 1 的幂等元为

ε2 =

 1−
√
3i

2

√
3i

−
√
3i
3

1+
√
3i

2

 ,

求得

P̃2 =

√
3− 3i

√
3 + 3i

−2i 2i

 ,

使得

P̃−1
2 ε2P̃2 =

1

0

 .

计算得到

P̃T
2 Ã1P̃2 =

−4
√
3i

4
√
3i

 , P̃T
2 Ã2P̃2 =

6− 6
√
3i

6 + 6
√
3i

 .

此时, Ã1 和 Ã2 已经同时相合对角化, 由算法 4.1 知, A1 和 A2 可以同时相合对角化.

令

P2 =

1

P̃2

 ,

并令 P = P1P2, 则

PTA1P =


1

−4
√
3i

4
√
3i

 , PTA2P =


1

6− 6
√
3i

6 + 6
√
3i

 .

例 4.4 考虑 R4×4 中矩阵

A1 =


7 10 7 6

10 15 11 12

7 11 12 12

6 12 12 22

 , A2 =


−3 −2 7 10

−2 −3 5 0

7 5 2 −16

10 0 −16 −58

 , A3 =


11 17 12 15

17 25 15 17

12 15 10 1

15 17 1 −9

 .
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直接计算得

Z(A1, A2, A3)

=




304a− 38b− 46c+ d −36a+ 84b− 36c −26a+ 10b+ 314c −924a+ 288b+ 96c

−95a− 17b+ 35c 210a− 126b+ 30c+ d 25a− 11b− 235c 720a− 228b− 60c

−23a+ 7b− 13c −18a+ 6b− 18c 157a− 47b− 43c+ d 48a− 12b− 12c

30a 12b 60c d



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a, b, c,

d ∈ R


.

求解方程组 rank (ε) = 1, trace (ε) = 1, 得到一个秩为 1 的幂等元

ε1 =


22 44 66 88

−17 −34 −51 −68

−1 −2 −3 −4

4 8 12 16

 ,

它相似于 E11, 求得

P1 =


22 2 3 4

−17 −1 0 0

−1 0 −1 0

4 0 0 −1

 ,

使得 P−1
1 ε1P1 = E11. 计算得到

PT
1 A1P1 =


1

3 9 16

9 33 50

16 50 86

 , PT
1 A2P1 =


1

−7 −21 −36

−21 −67 −110

−36 −110 −186

 , PT
1 A3P1 =


1

1 6 7

6 37 40

7 40 47

 .

令

B1 =


3 9 16

9 33 50

16 50 86

 , B2 =


−7 −21 −36

−21 −67 −110

−36 −110 −186

 , B3 =


1 6 7

6 37 40

7 40 47

 .

对 B1, B2 和 B3 重复上述过程. 计算得 B1, B2 和 B3 的中心为

Z(B1, B2, B3) =



23a− 2b+ c −10a− 17b 40a− 10b

2a+ 2
5b 17a− 1

5b+ c 10a+ 2b

−3a 3b c


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a, b, c ∈ R

 ,

13



黄华林等: 一组对称矩阵的同时相合对角化问题

其中一个秩为 1 的幂等元为

ε2 =


−5 −25 −30

0 0 0

1 5 6

 ,

且有

P̃2 =


5 5 6

0 −1 0

−1 0 −1

 ,

使得

P̃−1
2 ε2P̃2 =


1

0

0

 .

计算得到

P̃T
2 B1P̃2 =


1

18 6

6 2

 , P̃T
2 B2P̃2 =


−1

−32 −14

−14 −6

 , P̃T
2 B3P̃2 =


2

2 −1

−1 −1

 .

再令

C1 =

18 6

6 2

 , C2 =

−32 −14

−14 −6

 , C3 =

 2 −1

−1 −1

 .

重复上述过程, 有

Z(C1, C2, C3) =


11a+ b 2a

−15a b

∣∣∣∣∣∣ a, b ∈ R

 .

求得一个秩为 1 的幂等元

ε3 =

 6 2

−15 −5

 ,

并求得

P̃3 =

 2 1

−5 −3

 ,

14
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使得

P̃−1
3 ε3P̃3 =

1

0

 .

于是有

P̃T
3 C1P̃3 =

2

0

 , P̃T
3 C2P̃3 =

2

−2

 , P̃T
3 C3P̃3 =

3

−1

 .

此时, C1, C2 和 C3 已经同时相合对角化. 由算法 4.1 知, A1, A2 和 A3 可以同时相合对角化.

令

P2 =

1

P̃2

 , P3 =


1

1

P̃3

 ,

并令 P = P1P2P3, 则有

PTA1P =


1

1

2

0

 , PTA2P =


1

−1

2

−2

 , PTA3P =


1

2

3

−1

 .

5 一组 Hermite 矩阵的同时复相合对角化问题

本节将一组对称矩阵同时相合对角化的结果推广到一组 Hermite 矩阵同时复相合对角化的情形.

首先回顾 Hermite 矩阵和一组 Hermite 矩阵同时复相合对角化的定义.

定义 5.1 设 A ∈ Cn×n 为一个 n 阶复矩阵. 如果 A
T
= A, 则称 A 为一个 Hermite 矩阵.

定义 5.2 设 A1, . . . , Am ∈ Cn×n 为一组 Hermite 矩阵. 称 A1, . . . , Am 可以同时复相合对角化,

如果存在可逆矩阵 P ∈ Cn×n, 使得

P
T
AjP = Dj , j = 1, . . . ,m,

其中 D1, . . . , Dm ∈ Rn×n 为对角矩阵.

以下记 A
T
= A∗, 复相合一般也称为 ∗ -相合.

类似定义 2.4, 给出一组 Hermite 矩阵中心的定义.

定义 5.3 设 A1, . . . , Am ∈ Cn×n 为一组 Hermite 矩阵. 定义 A1, . . . , Am 的中心为

Z(A1, . . . , Am) = {X ∈ Cn×n | (AjX)∗ = AjX, j = 1, . . . ,m}.

类似定理 3.1(2) 的证明, 可以得到以下结果.

15
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定理 5.1 设 A1, . . . , Am ∈ Cn×n 为一组 Hermite 矩阵, 则 A1, . . . , Am 可以同时复相合对角化

当且仅当在中心 Z(A1, . . . , Am) 中单位元可以分解为 n 个正交幂等元之和.

一组 Hermite矩阵同时相合对角化的算法与一组对称矩阵同时相合对角化的算法基本一致,具体

参考算法 4.1, 这里不再赘述. 下面以两个例子结束本节内容.

例 5.1 考虑以下 3 个 Hermite 矩阵:

A1 =

 1 1 + i

1− i 1

 , A2 =

 2 2 + 2i

2− 2i 7

 , A3 =

 −2 −2− 2i

−2 + 2i 1

 .

根据定义 5.3, 计算得到

Z(A1, A2, A3) =


a+ b a(1 + i)

0 b

∣∣∣∣∣∣ a, b ∈ R

 .

然后计算 Z(A1, A2, A3) 中秩为 1 的幂等元, 求得

ε1 =

0 −1− i

0 1

 ,

且 ε1 相似于 E11. 因此存在可逆矩阵 P , 使得

P−1ε1P =

1

0

 ,

求得

P =

1 + i 1

−1 0

 .

计算得到

P ∗A1P =

−1

1

 , P ∗A2P =

3

2

 , P ∗A3P =

5

−2

 .

此时, A1, A2 和 A3 已经同时复相合对角化.

例 5.2 考虑以下 2 个 4 阶 Hermite 矩阵:

A1 =


4 1− i 2 0

1 + i −2 −3 + 3i −6

2 −3− 3i 12 −14− 6i

0 −6 −14 + 6i −8

 , A2 =


0 −2 + 2i 4 0

−2− 2i −3 −1 + i −2

4 −1− i 10 −6− 2i

0 −2 −6 + 2i −2

 .

16
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根据定义 5.3, 计算得到 Z(A1, A2) = {X ∈ Cn×n | (AjX)∗ = AjX, j = 1, 2} =
⊕

16k64 RX(k), 其中

X(1) =


1 + i 1 0 0

6 + 4i 5− i 0 0

−1− i −1 0 0

−2− 2i −2 0 0

 , X(2) =


5− i 0 5− i 0

−6− 4i 0 −6− 4i 0

1 + i 0 1 + i 0

2 + 2i 0 2 + 2i 0

 ,

X(3) =


0 −1 −1 + i −2

0 1 + i 2 2 + 2i

0 1 1− i 2

0 2 2− 2i 4

 , X(4) =


0 0 −4 2

0 0 4 + 4i −2− 2i

0 0 4 −2

0 0 −4 2

 .

计算 Z(A1, A2) 中相似于 E11 的幂等元, 解得

ε1 =
1

3


0 0 −2 1

0 0 2 + 2i −1− i

0 0 2 −1

0 0 −2 1

 .

因此存在可逆矩阵 P1, 使得

P−1
1 ε1P1 =


1

0

0

0

 ,

求得

P1 =


−1 1 0 0

1 + i 0 1 0

1 0 0 1

−1 0 0 2

 .

计算得到

P ∗
1A1P1 =


36

4 1− i 2

1 + i −2 −15 + 3i

2 −15− 3i −76

 , P ∗
1A2P1 =


18

0 −2 + 2i 4

−2− 2i −3 −5 + i

4 −5− i −22

 .
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记

B1 =


4 1− i 2

1 + i −2 −15 + 3i

2 −15− 3i −76

 , B2 =


0 −2 + 2i 4

−2− 2i −3 −5 + i

4 −5− i −22

 .

对 B1 和 B2 重复上述过程. 计算得

Z(B1, B2) =



a+ 5b b b(5− i)

0 a+ b(4− i) −b(6 + 4i)

0 −b a+ bi


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a, b ∈ R

 .

然后计算其中秩为 1 的幂等元, 解得

ε2 =
1

6


0 −1 −5 + i

0 1 + i 6 + 4i

0 1 5− i

 .

因此存在可逆矩阵 P2, 使得

P−1
2 ε2P2 =


1

0

0

 ,

计算得

P2 =


−1 1 0

1 + i 0 5− i

1 0 −1

 .

此时有

P ∗
2B1P2 =


−108

4 2− 6i

2 + 6i 28

 , P ∗
2B2P2 =


−36

0 −12 + 12i

−12− 12i −48

 .

再令

C1 =

 4 2− 6i

2 + 6i 28

 , C2 =

 0 −12 + 12i

−12− 12i −48

 .

重复上述过程. 计算中心为

Z(C1, C2) =


a+ b(4− i) b(−5 + i)

−b(1 + i) a+ bi

∣∣∣∣∣∣ a, b ∈ R

 .
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计算得 Z(C1, C2) 中一个秩为 1 的幂等元为

ε3 =
1

6

 5− i −5 + i

−1− i 1 + i

 .

求得可逆矩阵

P3 =

2− 3i 1

−1 1

 ,

使得

P−1
3 ε3P3 =

1

0

 .

再计算得到

P ∗
3C1P3 =

36

36

 , P ∗
3C2P3 =

72

−72

 .

此时, C1 和 C2 已经同时复相合对角化. 根据算法可知, A1 和 A2 可以同时复相合对角化.

令

P = P1

1

P2



1

1

P3

 =


−1 −1 2− 3i 1

1 + i 1 + i −5 + i 5− i

1 1 1 −1

−1 2 2 −2

 ,

则有

P ∗A1P =


36

−108

36

36

 , P ∗A2P =


18

−36

72

−72

 .

参考文献

1 Albert A A. A quadratic form problem in the calculus of variations. Bull Amer Math Soc, 1938, 44: 250–253

2 Bustamante M D, Mellon P, Velasco M V. Solving the problem of simultaneous diagonalization of complex symmetric

matrices via congruence. SIAM J Matrix Anal Appl, 2020, 41: 1616–1629

3 Calabi E. Linear systems of real quadratic forms. Proc Amer Math Soc, 1964, 15: 844–846

4 Cox D A, Little J, O’Shea D. Ideals, Varieties, and Algorithms, 4th ed. Cham: Springer, 2015
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quadratic forms. Our approach essentially amounts to solving linear equations and sparse quadratic equations,
which are easy to operate. Moreover, our approach can be directly generalized to simultaneously diagonalizing a
set of Hermitian matrices via ∗-congruence.
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