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摘要 设施网络设计者有时希望通过牺牲总成本使得为所有用户提供充足服务的设施数量尽可能少,

为实现该目标, 本文提出一个多目标稀疏设施选址模型. 该模型的目标函数中包含稀疏导出项, 为难

以求解的混合整数多目标规划模型. 不同于常见的混合整数规划的求解方法, 本文将混合整数多目标

规划模型松弛为连续的隐光滑的非线性多目标规划模型, 从而可以使用常规算法求解. 此外, 本文还

讨论松弛模型解的收敛性. 数值实验表明该连续松弛方法可以很好地得到多目标稀疏设施选址模型的

整数解.
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1 引言

设施选址问题是组合优化问题中一个著名的 NP (non-deterministic polynomial) 难问题. 该问题

的实质是在一个给定的候选地址集合中选择设施建立的位置, 并将用户分配给所建立的设施, 以使得

建设成本和连接成本最小 [2]. 现代选址问题最早由 Alfred (参见文献 [30]) 在 19 世纪末提出. 1977 年,

Akinc和 Khumawala [2] 又提出了带有容量限制的仓库选址模型. 设施选择模型有很广泛的应用, 如位

置和分布规划问题 [2]、生产计划问题 [23], 电信网络设计问题 [18]、配水系统设计问题 [29]、下水道管网

设计问题 [20]、城市规划问题 [3]. 在实际应用中, 针对一些特殊的场景又产生了一些特殊的设施选址模

型, 如随机选址模型 [32] 和 p- 中位选址模型 [13] 等.

然而, 对后期维护成本较高的设施选址问题, 对生态环境、居民生活质量影响较大的设施选址问

题 (如核电站选址、冻库选址), 由于这些后期的影响很难准确衡量, 设计者希望通过牺牲总成本使得

需要在系统网络中建立的设施数量尽可能少, 从而减少因设施数量过多而产生的不良影响. 但现有的
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设施选址模型均缺少这样的功能,这也是本文的研究动机之一.分析选址问题特点后,我们发现建设成

本与连接成本之和最小, 与设施数量最少这两个目标相互矛盾, 符合多目标规划的目标设计要求, 因

此本文建立同时极小化这两个目标函数的双目标稀疏设施选址模型.

在过去的几十年里, 大量的精确算法、进化算法、启发式算法和近似算法被提出用于求解设施选

址问题, 如基于 Bender 分解的可用于求解大规模选址问题的精确算法 [4, 7, 31]、基于分支定界法的精

确算法 [1, 2, 17,28]、基于仿生学的进化算法 [12, 24] 和基于机器学习的算法 [12]. 由于设施选址问题是著名

的 NP 难问题, 所以很难在多项式时间内被求解. 近年来近似算法和启发式算法也取得了比较好的求

解效果 (参见文献 [19, 25, 26, 34, 35]). 遗憾的是, 由于本文所建立模型为多目标规划模型, 不能直接用

上述算法求解. 模型求解的困难会严重限制模型的应用,因此提出有效的求解算法是极为迫切的问题,

这也是本文的第二个研究动机.

本文的主要贡献总结如下.

• 本文提出一个多目标稀疏设施选址模型. 对于一些特定设施的选址问题, 决策者可能希望用尽

可能少的设施来满足用户的需求. 本文将稀疏导出项作为优化目标之一,总成本作为第二个优化目标,

建立双目标稀疏设施选址模型. 该模型可以得到稀疏的解, 从而满足上述需求.

• 本文设计一个连续松弛求解方法. 本文所提出的多目标稀疏设施选址模型为多目标混合整数规

划模型, 其求解难度很大. 不同于常用的混合整数规划问题求解算法的设计思路, 我们将整数变量连

续化从而构造一个等价的非光滑非线性的多目标均衡约束规划模型. 再进一步将该模型松弛为非线性

多目标规划问题求解. 最终的松弛模型具有隐光滑性, 可调用可行方向法、内点法求解. 虽然对于一

般的混合整数规划问题,将其连续化并不是很好的选择,但分析数值结果后发现,我们的连续松弛方法

对设施选址问题来说有很好的求解效果.

•本文首次讨论多目标均衡约束优化问题的松弛求解方法. 对于连续的多目标均衡约束优化问题,

我们用 Scholtes 松弛方法对其进行松弛, 并讨论松弛问题与原问题的 Pareto 最优解、弱 Pareto 最优

解以及稳定点之间的关系.

本文余下内容的结构如下. 第 2 节建立多目标稀疏设施选址模型, 并将其连续化为多目标均衡约

束规划问题. 第 3 节讨论多目标均衡约束规划问题的松弛方法和标量化方法, 分析松弛问题与原问题

的解以及稳定点之间的关系. 第 4 节将第 3 节的结论应用于多目标稀疏选址模型, 分析最终松弛模型

的隐光滑性. 第 5 节通过数值结果展示模型和算法的有效性. 第 6 节给出本文的结论.

2 多目标稀疏设施选址模型

本节提出一个多目标稀疏设施选址模型. 在此之前, 先回顾传统的设施选址模型.

2.1 设施选址模型

设施选址问题是一类经典的组合优化问题, 它要在一组候选地址中选择设施建立的位置, 并将每

个用户分配给建立的设施,同时最小化总成本. 在该问题中, 我们主要考虑两类成本: 一是当设施被建

立时的固定成本 (建设成本), 二是用户从设施中获取服务时的连接成本 [2]. 该问题的主要符号定义如

表 1 所示.
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表 1 常用符号

符号 定义

集合 I 设施的候选位置集合

J 用户集

参数 qi 设施 i ∈ I 的容量

Fi 建立设施 i ∈ I 的固定成本

dj 用户 j ∈ J 的需求

cij 从设施 i ∈ I 到用户 j ∈ J 的每单位运输成本

变量 xij 从设施 i ∈ I 到用户 j ∈ J 的供应量

zi 二元变量, 当设施位于节点 i ∈ I 时, 为 1, 否则为 0

数学上, 设施选址问题可以表示为下述混合整数规划模型:

min
x,z

∑
i∈I

∑
j∈J

cijxij +
∑
i∈I

Fizi

s.t.
∑
i∈I

xij = dj , ∀ j ∈ J,

∑
j∈J

xij 6 qizi, ∀ i ∈ I,

xij > 0, ∀ i ∈ I, j ∈ J,

zi ∈ {0, 1}, ∀ i ∈ I,

(2.1)

其中
∑

i∈I

∑
j∈J cijxij 表示连接成本,

∑
i∈I Fizi 表示固定成本. 令 M =

∑
j∈J dj 表示用户总需求, 如

果每个设施的容量限制 qi 均不比用户总需求小 (qi > M, ∀ i ∈ I), 则称模型 (2.1) 为无容量限制设施

选址模型, 否则称其为容量限制设施选址模型.

2.2 稀疏设施选址模型

对后期维护成本较高的设施选址问题 (如核电站选址、冷冻库选址), 对生态环境、居民生活质量

影响较大的设施选址问题,决策者希望在系统网络上建立的设施数量尽可能少从而减少因设施数量过

多而产生的不良影响. 因此, 本节用 1 范数构造稀疏导出项. 分析设施选址问题特点后, 我们发现, 建

设成本与连接成本之和最小、与稀疏导出项最小这两个目标相互矛盾, 而多目标模型可准确描述目标

函数之间的博弈关系, 因此本文建立同时极小化这两个目标函数的多目标稀疏设施选址模型. 多目标

模型的另外一个好处是其解一般情形下不唯一, 从而可为决策者提供足够多的备选方案. 本文所建立

的多目标模型如下:

min
x,z

(∑
i∈I

∑
j∈J

cijxij +
∑
i∈I

Fizi, ∥z∥1
)

s.t.
∑
i∈I

xij = dj , ∀ j ∈ J,

∑
j∈J

xij 6 qizi, ∀ i ∈ I,

xij > 0, ∀ i ∈ I, j ∈ J,

zi ∈ {0, 1}, ∀ i ∈ I,

(2.2)
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其中 ∥z∥1 =
∑

i∈I |zi|是稀疏诱导项.显然,问题 (2.2)为多目标混合整数规划模型,由于该模型同时包

含多目标、整数变量这两个难处理的因素, 因此其求解难度特别大. 本文首先考虑将整数变量连续化.

2.3 模型的连续化

0-1 变量的存在, 使得模型问题 (2.2) 为难以求解的多目标混合整数规划问题, 本小节将其等价转

化为连续优化问题.

众所周知, 对于任意的 i ∈ I, 系统

zi > 0, 1− zi > 0, zi(1− zi) = 0

称为互补约束, 它们与 0-1 约束有下述等价关系:

zi ∈ {0, 1} ⇔ zi > 0, 1− zi > 0, zi(1− zi) = 0, ∀ i ∈ I. (2.3)

因此, 多目标混合整数规划问题 (2.2) 可等价转化为下述非光滑的多目标均衡约束规划问题:

min
x,z

(∑
i∈I

∑
j∈J

cijxij +
∑
i∈I

Fizi, ∥z∥1
)

s.t.
∑
i∈I

xij = dj , ∀ j ∈ J,

∑
j∈J

xij 6 qizi, ∀ i ∈ I,

xij > 0, ∀ i ∈ I, j ∈ J,

zi > 0, 1− zi > 0, zi(1− zi) = 0, ∀ i ∈ I.

(2.4)

显然, 问题 (2.4) 为连续的多目标规划问题. 容易证明, 多目标均衡约束规划问题 (2.4) 与多目标混合

整数规划问题 (2.2) 等价, 即如下命题成立.

命题 2.1 若 (x∗, z∗) 为多目标均衡约束规划问题 (2.4) 的 (弱) Pareto 最优解, 则它也是多目标

混合整数规划问题 (2.2)的 (弱) Pareto最优解,且问题 (2.4)和 (2.2)有相同的 (弱) Pareto前沿面. 反

之也成立.

Pareto 最优解和弱 Pareto 最优解的定义见定义 3.1. 由 (2.3) 可知, 问题 (2.4) 和 (2.2) 有相同的

约束域, 又因为它们有相同的目标函数, 所以容易证明上述命题的结论成立. 遗憾的是, 多目标均衡约

束规划问题 (2.4) 虽然是连续的优化问题, 但是仍然存在均衡约束、多个目标、目标函数非光滑三个

难处理的因素, 求解难度依然较大.

3 非光滑多目标均衡约束规划

即使对光滑的多目标均衡约束规划问题, 目前的成果也主要集中在理论方面. Mordukhovich [22]

在 Banach 空间中讨论了具有广义均衡约束的多目标规划问题的最优性条件. Zhang 等 [36] 讨论了多

目标均衡约束规划的约束规范,并给出了真有效解存在的必要性条件. Lin等 [21] 讨论了随机多目标均

衡约束规划模型, 将其转化为非线性方程组求解, 并将该方法应用于医疗管理. 对于单目标均衡优化

问题, 目前有比较丰富的求解方法, 如松弛方法 [14, 16,27,33]、序列二次规划方法 [8] 和增广 Lagrange 方
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法 [10, 15]. 注意到,在单目标均衡约束规划问题的求解算法中,松弛方法是比较受欢迎的有效求解方法.

Scholtes [27] 提出了第一个松弛方法,该方法操作简单且在MPEC-LICQ (linear independence constraint

qualification for mathematical programs with equilibrium constraints)成立的假设下松弛问题的稳定点

序列可以收敛到原问题的 C- 稳定点. 本节将该松弛方法应用于非光滑的多目标均衡约束规划问题,

并讨论其收敛性质. 考虑下述具有两个目标且其中一个为非光滑函数的多目标均衡约束规划问题:

min (f1(x), f2(x))

s.t. g(x) 6 0, h(x) = 0,

G(x) > 0, H(x) > 0, G(x)⊤H(x) = 0,

(3.1)

其中, f1 : IRn → IR, g : IRn → IRq, h : IRn → IRl, G,H : IRn → IRm 均为连续可微函数, f2 : IRn → IR

为连续函数. 为了叙述方便, 令 f(x) = (f1(x), f2(x))
⊤, Ω 为该问题的约束域, 即

Ω := {x ∈ IRn : g(x) 6 0, h(x) = 0, G(x) > 0,H(x) > 0, G(x)⊤H(x) = 0},

IF (x) := {i : Fi(x) = 0} 表示积极指标集合且

I+0(x) := IH(x)\IG(x), I00(x) := IG(x) ∩ IH(x), I0+(x) := IG(x)\IH(x).

对于 x∗ ∈ Ω, 记 I∗
+0 = I+0(x

∗), I∗
00 = I00(x∗), I∗

0+ = I0+(x∗).

3.1 稳定性和约束规范

定义 3.1 [6] 假设 x∗ ∈ Ω, 如果不存在 x ∈ Ω 使得 f(x) 6 f(x∗) 且至少存在一个 i ∈ {1, 2} 满足
fi(x) < fi(x

∗), 则称 x∗ 为多目标问题 (3.1) 的 Pareto 最优解; 如果不存在 x ∈ Ω 使得 f(x) < f(x∗),

则称 x∗ 为多目标均衡约束规划问题 (3.1) 的弱 Pareto 最优解.

一般情形下, 问题 (3.1) 为非凸优化问题. 众所周知, 获得非凸问题的全局最优解一般情形下是一

件非常困难的事情, 常见的算法只能收敛到稳定点或者局部最优解. 类似于文献 [21, 定义 2.2] 定义问

题 (3.1) 的下述 Pareto 稳定点.

定义 3.2 令 x∗ ∈ Ω.

(1) 若存在 θ ∈ ∂f2(x
∗) 和乘子 (λ, α, β, µ, ν) ∈ IR2 × IRq × IRl × IRm × IRm 使得

λ1∇f1(x
∗) + λ2θ +∇g(x∗)α+∇h(x∗)β −∇G(x∗)µ−∇H(x∗)ν = 0,

α > 0, g(x∗)⊤α = 0,

µi = 0 i ∈ I∗
+0, νi = 0 i ∈ I∗

0+

(3.2)

且

λ > 0, λ1 + λ2 = 1 (3.3)

成立, 则称 x∗ 为多目标均衡约束规划问题 (3.1) 的 Pareto 弱 (W-) 稳定点.

(2) 若存在 θ ∈ ∂f2(x
∗) 和乘子 (λ, α, β, µ, ν) ∈ IR2 × IRq × IRl × IRm × IRm 使得 (3.2) 和 (3.3) 成

立, 且满足

µiνi > 0, i ∈ I∗
00, (3.4)
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则称 x∗ 为多目标均衡约束规划问题 (3.1) 的 Pareto Clarke (C-) 稳定点.

(3) 若存在 θ ∈ ∂f2(x
∗) 和乘子 (λ, α, β, µ, ν) ∈ IR2 × IRq × IRl × IRm × IRm 使得 (3.2) 和 (3.3) 成

立, 且满足

µi > 0, νi > 0 or µiνi = 0 i ∈ I∗
00, (3.5)

则称 x∗ 为多目标均衡约束规划问题 (3.1) 的 Pareto Mordukhovich (M-) 稳定点.

由定义易知, 三类稳定点有如下的强弱关系:

Pareto M- 稳定点⇒ Pareto C- 稳定点⇒ Pareto W- 稳定点.

注 3.1 当多目标均衡约束规划问题 (3.1) 只有 f1 一个目标函数时, 则问题 (3.1) 退化为单目标

均衡约束规划模型. 此时对于 x∗ ∈ Ω,

(1) 若存在乘子 (α, β, µ, ν) ∈ IRq × IRl × IRm × IRm 使得
∇f1(x

∗) +∇g(x∗)α+∇h(x∗)β −∇G(x∗)µ−∇H(x∗)ν = 0,

α > 0, g(x∗)⊤α = 0,

µi = 0 i ∈ I∗
+0, νi = 0 i ∈ I∗

0+

(3.6)

成立, 则称 x∗ 为单目标均衡约束规划的 W- 稳定点;

(2) 若存在乘子 (α, β, µ, ν) ∈ IRq × IRl × IRm × IRm 使得 (3.6) 和 (3.4) 成立, 则称 x∗ 为单目标均

衡约束规划的 C- 稳定点;

(3) 若存在乘子 (α, β, µ, ν) ∈ IRq × IRl × IRm × IRm 使得 (3.6) 和 (3.5) 成立, 则称 x∗ 为单目标均

衡约束规划的 M- 稳定点.

接下来回顾均衡约束规划的 Mangasarian-Fromovitz约束规范 (Mangasarian-Fromovitz constraint

qualification for mathematical programming with equilibrium constraint, MPEC-MFCQ).

定义 3.3 [11] 令 x∗ ∈ Ω, 若不存非零向量 (α, β, µ, ν) ∈ ×IRq × IRl × IRm × IRm 使得

∇g(x∗)α+∇h(x∗)β −∇G(x∗)µ−∇Hi(x
∗)ν = 0,

α > 0, g(x∗)⊤α = 0,

µi = 0, i ∈ I∗
+0,

νi = 0, i ∈ I∗
0+

成立, 则称在 x∗ 满足 MPEC-MFCQ.

3.2 松弛与标量化

多目标均衡约束规划问题 (3.1) 包含互补约束 G(x) > 0, H(x) > 0, G(x)⊤H(x) = 0, 这也使得诸

如线性独立约束规范、MF (Mangasarian-Fromovitz)-约束规范等这些常见的约束规范一般不成立. 对

于单目标均衡约束规划问题,将其松弛为一般的只具有等式约束和不等式约束的非线性规划问题是最

常用的求解方法之一. 本文选用 Scholtes [27] 松弛方法. 该方法的基本思想是将互补约束 Gi(x) > 0,

Hi(x) > 0, Gi(x)Hi(x) = 0 近似为如下形式的非线性系统:

Gi(x) > 0, Hi(x) > 0, Gi(x)Hi(x) 6 t. (3.7)

6
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该系统的可行域见图 1.

接下来, 将该方法应用于多目标均衡约束规划问题 (3.1) 即得到下述松弛问题:

min (f1(x), f2(x))
⊤

s.t. g(x) 6 0, h(x) = 0,

G(x) > 0, H(x) > 0, G(x)⊤H(x) 6 t.

(3.8)

显然, 问题 (3.8) 为只具有等式约束和不等式约束的非光滑的多目标规划问题, 记其约束域为 Ω(t). 文

献 [14, 定理 3.2] 指出, 若均衡约束系统在 x∗ ∈ Ω 处满足 MPEC-MFCQ, 则存在 x∗ 的一个邻域 N 和

t̄ > 0 使得问题 (3.8) 在任意的点 x ∈ N ∩ Ω(t) 处满足标准的 MFCQ.

下面讨论多目标均衡约束规划问题 (3.1)与多目标非线性规划问题 (3.8)的 Pareto最优解以及弱

Pareto 最优解之间的关系.

定理 3.1 对于 t > 0, 令 xt 为多目标非线性规划问题 (3.8) 的弱 Pareto 最优解. 进一步令 t ↓ 0

且假设 x∗ 是 {xt} 的任一聚点. 则 x∗ 是多目标均衡约束规划问题 (3.1) 的弱 Pareto 最优解.

证明 容易证明 x∗ ∈ Ω, 且对于任意的 t > 0, 有 Ω ⊆ Ωt. 下面用反证法证明该结论. 假设 x∗ 不

是多目标均衡约束规划问题 (3.1) 的弱 Pareto 最优解, 则存在 x̄ ∈ Ω 使得

f1(x̄) < f1(x
∗) 且 f2(x̄) < f2(x

∗).

根据 xt → x∗ 和连续函数的保号性, 可知存在 x∗ 的邻域 N 使得对任意的 xt ∈ N 均有

f1(x̄) < f1(xt) 且 f2(x̄) < f2(xt).

这与 xt 是多目标非线性规划问题 (3.8) 的弱 Pareto 最优解矛盾. 该定理得证.

下面讨论松弛问题 Pareto 最优解的收敛性. 为了叙述方便, 令

Y := {y ∈ IR2 : y = (f1(x), f2(x))
⊤, x ∈ Ω},

图 1 (网络版彩图) Scholtes 松弛方法的约束域

7
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WMinY := {ŷ ∈ Y :不存在 y ∈ Y 使得 y < ŷ}, (3.9)

MinY := {ŷ ∈ Y :不存在 y ∈ Y 使得 y 6 ŷ 且至少有一个 i ∈ {1, 2} 满足 yi < ŷi}. (3.10)

对于 Pareto 最优解, 有下述定理成立.

定理 3.2 对于 t > 0,令 xt 为多目标非线性规划问题 (3.8)的 Pareto最优解,令 t ↓ 0且假设 x∗

是 {xt} 的任一聚点, 进一步假设 WMinY = MinY. 则 x∗ 是多目标均衡约束规划问题 (3.1) 的 Pareto

最优解.

证明 显然有 x∗ ∈ Ω, 且对于任意的 t > 0, 有 Ω ⊆ Ωt. 下面用反证法证明该结论. 假设 x∗ 不是

多目标均衡约束规划问题 (3.1) 的 Pareto 最优解. 因为 WMinY = MinY, 所以结合定义 3.1、(3.9) 和

(3.10), 可知存在 x̄ ∈ Ω 使得

f1(x̄) < f1(x
∗) 且 f2(x̄) < f2(x

∗).

余下的证明过程与定理 3.1 的证明过程相同, 此处省略. 该定理得证.

注 3.2 定理 3.2 条件中的假设 WMinY = MinY 即是要求多目标均衡约束规划问题 (3.1) 的

Pareto 最优值前沿面与弱 Pareto 最优值前沿面相同.

松弛问题 (3.8)仍然为非光滑的多目标规划问题,本文采用线性加权标量化方法求解该问题.为叙

述方便, 定义下述权重集合:

Λ+ = {λ = (λ1, λ2)
⊤ : λ ∈ IR2, λ1 > 0, λ2 > 0, λ1 + λ2 = 1}.

对于给定的 λ ∈ Λ+, 构造下述标量化问题:

min λ1f1(x) + λ2f2(x)

s.t. g(x) 6 0, h(x) = 0,

G(x) > 0, H(x) > 0, G(x)⊤H(x) 6 t.

(3.11)

根据文献 [6] 可知标量化问题 (3.11) 与多目标规划问题 (3.8) 的解之间有如下关系.

引理 3.1 [6] (1) 对任意的 λ ∈ Λ+, 若 x∗ 是标量化问题 (3.11) 的最优解, 则 x∗ 是多目标规划问

题 (3.8) 的弱 Pareto 最优解;

(2)对任意的 0 < λ ∈ Λ+, 若 x∗ 是标量化问题 (3.11)的最优解, 则 x∗ 是多目标规划问题 (3.8)的

Pareto 最优解.

由于问题 (3.11) 为非凸优化问题, 因此讨论其稳定点的收敛性也很有意义. 下述定理表明, 标量

化问题 (3.11) 的稳定点序列可以收敛到多目标均衡约束规划问题 (3.1) 的 Pareto 稳定点.

定理 3.3 令 t ↓ 0, xt 为标量化问题 (3.11) 的 Karush-Kuhn-Tucker (KKT) 点. 假设 x∗ 是 {xt}
的聚点且多目标均衡约束规划问题 (3.1) 在点 x∗ 处满足 MPEC-MFCQ, 则 x∗ 是问题 (3.1) 的 Pareto

C- 稳定点.

证明 显然标量化问题 (3.11) 在点 x∗ 处满足 MPEC-MFCQ. 由文献 [14, 定理 3.1] 可知, x∗ 是

均衡约束规划问题

min λ1f1(x) + λ2f2(x)

s.t. g(x) 6 0, h(x) = 0,

G(x) > 0, H(x) > 0, G(x)⊤H(x) = 0

(3.12)

8
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的 C- 稳定点, 即存在 θ ∈ ∂f2(x
∗) 和乘子 (α, β, µ, ν) ∈ ×IRq × IRl × IRm × IRm 使得

λ1∇f1(x
∗) + λ2θ +∇g(x∗)α+∇h(x∗)β −∇G(x∗)µ−∇H(x∗)ν = 0,

α > 0, g(x∗)⊤α = 0,

µi = 0 i ∈ I∗
+0, νi = 0 i ∈ I∗

0+

且 µiνi > 0, i ∈ I∗
00. 由 λ ∈ Λ+ 可知条件 (3.3) 成立. 因此, 由定义 3.2(2) 可知 x∗ 是多目标均衡约束

规划问题 (3.1) 的 Pareto C- 稳定点. 该定理得证.

4 松弛问题的隐光滑性及收敛性

类似于问题 (3.8),对于多目标均衡约束规划问题 (2.4),我们将 Scholtes松弛方法应用于该问题得

到下述多目标规划问题:

min
x,z

(∑
i∈I

∑
j∈J

cijxij +
∑
i∈I

Fizi, ∥z∥1
)

s.t.
∑
i∈I

xij = dj , ∀ j ∈ J,

∑
j∈J

xij 6 qizi, ∀ i ∈ I,

xij > 0, ∀ i ∈ I, j ∈ J,

zi > 0, 1− zi > 0, zi(1− zi) 6 t, ∀ i ∈ I.

(4.1)

对于多目标非线性规划问题 (4.1), 我们用线性加权标量化方法求解该问题, 即对于给定的 λ ∈ Λ+, 通

过求解下述非线性规划问题 (4.2) 得到多目标问题 (4.1) 的解:

min
x,z

λ1

(∑
i∈I

∑
j∈J

cijxij +
∑
i∈I

Fizi

)
+ λ2

∑
i∈I

|zi|

s.t.
∑
i∈I

xij = dj , ∀ j ∈ J,

∑
j∈J

xij 6 qizi, ∀ i ∈ I,

xij > 0, ∀ i ∈ I, j ∈ J,

zi > 0, 1− zi > 0, zi(1− zi) 6 t, ∀ i ∈ I.

(4.2)

观察上述非线性规划问题, 我们发现, 目标函数
∑

i∈I |zi| 是非光滑的, 这也为求解该问题带来了

困难. 约束条件中有 z > 0 这个非负约束, 使得目标函数
∑

i∈I |zi| 在约束区域的内部是光滑的, 我们

称这种光滑性为隐光滑性. 我们可以通过调用每次都在可行点处迭代的算法 (可行方向法、积极集方

法、内点法) 求解问题 (4.2), 从而无需对
∑

i∈I |zi| 作任何转换.

根据定理 3.1 和命题 2.1 容易得到下述结论.

定理 4.1 对于 t > 0, 令 (xt, zt) 为多目标非线性规划问题 (4.1) 的弱 Pareto 最优解, 进一步

令 t ↓ 0 且假设 (x∗, z∗) 是 {(xt, zt)} 的任一聚点. 则 (x∗, z∗) 是多目标混合整数规划问题 (2.2) 的弱

Pareto 最优解.

9
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基于上述定理、引理 3.1(1) 和命题 2.1, 容易得到下述推论.

推论 4.1 对于固定的 λ ∈ Λ+, 令 (xt, zt) 为非线性规划问题 (4.2) 的最优解, 进一步令 t ↓ 0 且

假设 (x∗, z∗) 是 {(xt, zt)} 的任一聚点. 则 (x∗, z∗) 是多目标混合整数规划问题 (2.2) 的弱 Pareto 最

优解.

为了叙述方便, 令 F(t) 表示多目标非线性性规划问题 (4.1) 的约束域, 则 F = F(0) 表示多目标

均衡约束规划问题 (2.4) 的约束域. 定义

Y :=

{
y ∈ IR2 : y =

(∑
i∈I

∑
j∈J

cijxij +
∑
i∈I

Fizi, ∥z∥1
)⊤

, x ∈ F
}
.

类似于 (3.9) 和 (3.10) 定义 WMinY 和 MinY. 根据定理 3.2 和命题 2.1, 容易得到下述结论.

定理 4.2 对于 t > 0, 令 (xt, zt) 为多目标非线性规划问题 (4.1) 的 Pareto 最优解, 令 t ↓ 0 且假

设 (x∗, z∗) 是 {(xt, zt)} 的任一聚点, 进一步假设 WMinY = MinY. 则 (x∗, z∗) 是多目标混合整数规划

问题 (2.2) 的 Pareto 最优解.

基于上述定理、引理 3.1(2) 和命题 2.1, 容易得到下述推论.

推论 4.2 对于固定的 0 < λ ∈ Λ+, 令 (xt, zt) 为非线性规划问题 (4.2) 的最优解, 令 t ↓ 0 且假

设 (x∗, z∗) 是 {(xt, zt)} 的任一聚点, 进一步假设 WMinY = MinY. 则 (x∗, z∗) 是多目标混合整数规划

问题 (2.2) 的 Pareto 最优解.

根据定理 3.3, 可得到下述关于子问题 (4.2) 的收敛性.

定理 4.3 对于固定的 λ ∈ Λ+, 令 {t} ↓ 0, (xt, zt) 为标量化问题 (4.2) 的 KKT 点. 假设 (x∗, z∗)

是 {(xt, zt)} 的聚点且 MPEC-MFCQ 在点 (x∗, z∗) 处满足, 则 (x∗, z∗) 是多目标均衡约束规划问题

(2.4) 的 Pareto C- 稳定点.

5 数值实验

本节应用所提出的松弛模型 (4.2)求解多目标稀疏选址问题 (2.2). 所有的计算程序均用MATLAB

R2020b 编写且在 HP 台式电脑上运行 (3.6GHz, 16GB 内存). 松弛问题 (4.2) 用非线性规划求解器

KNITRO中的积极集方法求解. 为方便起见,称这个方法为 “标量松弛化”. 显然,模型 (2.2)为多目标

混合整数规划模型, 也可对其加权标量化, 然后调用混合整数规划求解器求解其标量化问题, 为简单

起见称这个方法为 “混合整数规划”. 在下面的对比实验中, 用 Gurobi 求解标量化子问题.

本节的主要任务是验证多目标稀疏设施选址模型 (2.2)的有效性. 测试例子集合是根据 Cornuéjols

等 [5] 提出的方法生成, 该测试集合近年来被研究者广泛使用 [9, 17,24]. 我们选用的测试例子中用户规

模的变化范围为 100 至 500, 候选地址规模的变化范围为 100 至 200. 这些测试例子的生成方式如下.

• 候选地址和用户地址通过在由二维单位区域上的均匀分布生成. 我们将任意两点之间的 Euclid

距离的 10 倍作为单位运输成本 (cij).

• 用户需求 (di) 由均匀分布 U [5, 35] 产生, 设施容量 (qi) 由均匀分布 U [10, 160] 产生. 设施的建

设成本由随机变量 Fi = U [0, 90] + U [100, 110]
√
qi 生成.

在算法实现过程中,设置 t = 10−12. 为了展示本文的松弛方法可以得到原混合整数规划问题的整

数解, 我们先用上述测试例子生成方法生成了 60 个用户、40 个候选地址的例子. 取多组权重 λ, 然后

求解标量化问题 (4.2) (即松弛标量化方法), 结果见表 2. 该表显示, 对于选址问题,本文提出的连续松

弛方法可以很好地得到整数解.

10
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表 2 规模为 60 ∗ 40 时的求解结果

λ2 = 0 λ2 = 0.9 λ2 = 0.93 λ2 = 0.97 λ2 = 0.994 λ2 = 0.998 λ2 = 0.999

节点数 z z z z z z z

1 0 0 0 0 0 0 0

2 1 1 1 1 1 0 0

3 1 1 1 1 1 1 1

4 1 1 1 1 1 1 1

5 1 1 1 1 1 1 1

6 1 1 1 1 1 1 1

7 1 1 1 1 1 1 1

8 1 1 1 1 1 1 0

9 1 1 1 1 1 1 1

10 0.9882 1 1 1 1 1 1

11 0 0 0 0 1 1 1

12 1 1 1 1 1 1 1

13 1 1 1 1 0 0 0

14 1 1 1 1 1 1 1

15 1 1 1 1 1 1 1

16 0 0 0 0 0 0 0

17 0 0 0 0 0 0 0

18 1 1 1 1 0 0 0

19 0 0 0 0 0 0 0

20 0 0 0 0 0 0 0

21 0 0 0 0 0 0 0

22 0 0 0 0 0 0 0

23 0 0 0 0 0 0 0

24 1 1 1 1 1 1 1

25 1 1 1 1 1 1 1

26 0 0 0 0 0 0 0

27 0 0 0 0 0 0 0

28 0 0 0 0 0 0 0

29 0 0 0 0 0 0 0

30 0 0 0 0 0 0 0

31 1 1 1 1 1 1 1

32 1 1 1 1 1 1 1

33 0 0 0 0 0 0 0

34 0 0 0 0 0 0 0

35 0 0 0 0 0 0 0

36 1 1 1 0 0 0 0

37 0 0 0 0 0 0 0

11
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(续表)

λ2 = 0 λ2 = 0.9 λ2 = 0.93 λ2 = 0.97 λ2 = 0.994 λ2 = 0.998 λ2 = 0.999

节点数 z z z z z z z

38 1 1 0 0 0 0 0

39 1 1 1 1 1 1 1

40 0 0 0 0 0 0 0

∥z∥0 21 21 20 19 18 17 16

利用上述测试例子生成方法,我们生成了用户数和候选地址数分别为 100∗100, 200∗100, 200∗200,
300 ∗ 200, 400 ∗ 200 和 500 ∗ 200 的例子. 取不同的权重, 并分别用松弛标量化方法和混合整数规划方

法求解这些问题, 结果见图 2–4. 图 2 和 3 的横坐标表示解中向量 z 的非零分量个数 (∥z∥0), 纵坐标
表示目标函数

F (x, z) :=
∑
i∈I

∑
j∈J

cijxij +
∑
i∈I

Fizi

15 20 25 30

||z||
0

0.9

1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

F
(x

,z
)

104

38 39 40 41 42 43 44 45 46 47

||z||
0

2.25

2.3

2.35

2.4

2.45

2.5

2.55

2.6

2.65

2.7

F
(x

,z
)

104

25 30 35 40 45 50 55

||z||
0

1.4

1.6

1.8

2

2.2

2.4

2.6

F
(x

,z
)

104

(a)

(b) (c)

图 2 (网络版彩图) 解的前沿面. (a) 100 ∗ 100; (b) 200 ∗ 100; (c) 200 ∗ 200
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图 3 (网络版彩图) 解的前沿面. (a) 300 ∗ 200; (b) 400 ∗ 200; (c) 500 ∗ 200
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图 4 (网络版彩图) 问题 (4.2) 的求解时间
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的值.图 2和 3的 6幅子图中最右边的点即为 λ1 = 1, λ2 = 0时标量化问题 (4.2)的解. 此时标量化问

题 (4.2) 退化为传统的设施选址模型. 分析数据后, 我们发现, 本文的多目标稀疏设施选址模型需要建

立的设施数量与传统设施选址模型相比平均减少了 33%. 观察图 2和 3中蓝色星号数据和红色方框数

据, 可知标量松弛化方法可以更好地得到多目标问题的 Pareto 前沿面, 且可以得到更稀疏的解. 图 4

展示了各个测试例子的运算时间. 可以看到, 因为混合整数规划方法是将标量化问题直接当作混合整

数线性规划模型处理, 所以求解时间要优于松弛标量化方法. 即便如此, 对于用户数量为 500、候选地

址数量为 200 的规模较大的问题 (变量个数为 100,200), 本文的松弛标量化方法也可以在 200 秒左右

得到整数解.

6 结论

本文通过增加稀疏导出项为目标函数, 提出了多目标稀疏设施选址模型. 该模型为多目标混合整

数规划模型,求解难度较大.建立多目标模型的另外一个初衷是多目标模型可提供足够多的有效解,从

而为决策者提供足够多的备选方案. 不同于混合整数规划的常用求解方法, 本文利用 0-1 变量与均衡

约束的等价性将多目标混合整数规划模型松弛为连续的多目标规划模型. 数值实验表明, 对于稀疏设

施选址问题和传统的设施选址问题, 本文所提出的松弛方法均可以很好地得到整数解. 我们应用线性

加权的方法求解非线性多目标规划子问题,数值结果表明即使对于有 10万多个决策变量的问题,也可

以在 200 秒左右被本文的算法求解, 其效率远远高于现有的多目标进化算法.

致谢 感谢审稿人提出的建设性意见.
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李高西等: 多目标稀疏设施选址问题

The multiobjective sparse facility location problem

Gaoxi Li, Yi Ren & Yibing Lyu

Abstract Facility network designers sometimes aim to minimize the number of facilities that provide ade-
quate services to all users, even at the expense of increasing the total cost. To achieve this goal, we propose a
multi-objective sparse facility location model. The objective function of this model includes a sparsity-inducing
term, making it a challenging mixed-integer multi-objective programming model to solve. Unlike conventional
approaches for solving mixed-integer programming problems, we relax the mixed-integer multi-objective program-
ming model into a continuous, implicitly smooth, nonlinear multi-objective programming model, which can be
solved by standard algorithms. Furthermore, the convergence of the solutions for the relaxed model is also dis-
cussed in this paper. Numerical experiments demonstrate that this continuous relaxation approach can effectively
obtain integer solutions for the multi-objective sparse facility location model.
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