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摘要：本文主要根据太阳影子的变化规律，结合地理与几何知识，建立三维几何变换和多目标规划

数学模型。利用最小二乘法，借助 Matlab 软件确定直杆可能所在的地点和日期。
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Abstract：In this paper，the mathematical model of three-dimensional geometric transformation and 

multi-objective programming is established based on the changing law of the solar shadow，which is 

combined with geographical and geometric knowledge. Using the least square method and Matlab 

software，determine the possible location and date of the straight pole.
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0 引  言

关于太阳影子定位［1］的分析，现有一些研究方

法。如：基于拟合与遍历［2］的太阳影子定位分析；基

于 模 拟 退 火 算 法［3］的 太 阳 影 子 定 位 研 究 等［4-9］。 本

文建立三维几何变换和多目标规划数学模型，采用

最 小 二 乘 法 ，使 用 Matlab 对 给 定 初 值 进 行 曲 线 拟

合 ，处 理 数 据 ，估 算 出 物 体 的 所 在 地 点 及 数 据 的 采

集日期，结果较为准确。

首先，根据三维几何系统知识分析太阳影子长

度的影响因素，影子长度由直杆高度和太阳高度角

共同决定［10］。查阅相关地理资料［11］，太阳高度角与

测量地点的太阳赤纬角［12］、太阳时角［13］以及直杆所

在 的 地 理 纬 度［14］有 关 。 由 数 据 的 采 集 日 期 可 知 太

阳赤纬角，采集日期的时间可知太阳时角。根据控

制 变 量 方 法 及 单 一 变 量 原 则 ，分 别 设 直 杆 高 度 、日
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期 、时 间 及 当 地 纬 度 为 单 一 变 量 ，控 制 其 他 因 素 不

变，建立模型求出影子长度关于各个参数的变化规

律［15-17］。应用所建立的模型绘制某日天安门广场直

杆的太阳影子长度的变化曲线。

其次，直杆所在位置用经纬度表示［18］。对于经

度 的 计 算 ，处 理 所 采 集 的 影 子 顶 点 坐 标 数 据 ，计 算

出相应的影子长度，拟合出关于这时间段内影长的

函 数 ，分 析 函 数 找 出 最 低 点 时 刻 与 北 京 时 间 作 比

较［19］，根 据 每 小 时 的 经 度 差 值 得 出 经 度 ；对 于 纬 度

的 计 算 ，建 立 影 长 和 太 阳 高 度 角 之 间 的 关 系 ，日 期

和时间决定太阳赤纬角和太阳时角，通过已知量影

长和时间建立相等关系求出纬度。

最 后 ，建 立 多 目 标 规 划 数 学 模 型 ，处 理 所 采 集

的 影 子 顶 点 坐 标 数 据 ，计 算 出 相 应 的 影 子 长 度 ，建

立影子长度与日期、时间、经纬度、直杆高度之间的

非线性关系。根据影子长度与时间的关系，先对经

度函数拟合得出经度的大概值，再用最小二乘法拟

合估算其他未知参数，最终得到若干个直杆可能的

所在地点和时间。

1 模型假设及符号说明

1.1 模型假设

（1）假 设 数 据 反 应 真 实 情 况 ，忽 略 测 量 带 来 的

误差；

（2）假设地球是一个规则的球体；

（3）假设太阳光线是平行光且测量时天气晴朗；

（4）假设同一日期的太阳赤纬角不变。

1.2 符号说明

文 中 涉 及 到 7 种 符 号 ，包 括 α（太 阳 高 度 角）、β

（太阳赤纬角）、γ（太阳时角）、ϕ（地理纬度）、φ（地理

经度）、H（直杆高度）和 L（影子长度）。

2 模型的准备

太 阳 影 子 定 位 技 术 的 原 理 实 质 上 就 是 利 用 太

阳位置来计量时间，结合不同时间的日地关系与少

量 附 加 信 息 ，获 得 测 量 点 的 地 理 位 置 。 换 句 话 说 ，

太 阳 影 子 定 位 技 术 就 是 研 究 并 利 用 日 地 运 行 规 律

的技术。为了考察日地间相对位置关系，首先建立

合 适 的 坐 标 系 。 下 面 给 出 对 本 文 用 到 的 名 词 解 释

并给出相应的变量及计算公式。

（1）地方时间。以某地太阳升到最高位置时间

为 正 午 12∶00，将 连 续 2 个 正 午 12∶00 之 间 等 分 为

24 h，所形成的时间系统称为地方时（t）。

t = tb +
φ − 120°

15°
，

式中：tb 为北京时间；φ为当地地理经度。

（2）时差。真太阳时［19］与平太阳时之差叫做时

差（E），即

E = t − tb，

式中：t 为真太阳时，即当地时间 ；tb 为平太阳时，即

北京时间 E 可通过查询中国天文年历获得。

（3）太 阳 高 度 角 α。 太 阳 光 线 入 射 方 向 和 地 平

面之间的夹角（α），计算公式为

sin α = sin ϕ sin β + cos ϕ cos β cos γ， （1）

各个角度的位置如图 1 所示。

（4）太 阳 赤 纬 角 β。 地 球 赤 道 平 面 与 太 阳 和 地

球中心连线之间的夹角，即太阳直射点的纬度值。

sin β = 0.397 95 cos
0.985 63( )n − 173 π

180
， （2）

式中 n为日期，例如 1月 1日，n = 1；9月 12日，n = 225。

（5）太 阳 时 角 γ。 沿 天 赤 道 从 观 测 点 天 球 子 午

圈至太阳所在时圈的角距离。

γ = 15°( )t − 12 ， （3）

式中：t 的单位为 h。

上述各角度在三维几何系统图形中的位置如图 1

所示。

3 模型的建立与求解

3.1 影子长度变化的数学模型

3.1.1 建立影子长度变化的模型

首先了解直杆与其影子构成的系统，然后根据

直 杆 影 长 获 得 测 量 地 点 的 位 置 和 时 间 。 由 几 何 系

统知识得到，直杆投影的几何模型如图 2 所示。直

杆高度（H）与其影子长度（L）之间有如下关系：

L =
H

tan α
。 （4）

注：α为太阳高度角；β为太阳赤纬角；φ为地理纬度。

图 1　各个角度的展示

2



祁苗苗等：基于三维几何变换和多目标规划的太阳影子定位分析 第 1 期

至此，得到影子长度与直杆高度、太阳高度角、

太 阳 赤 纬 角 、太 阳 时 角 、地 理 纬 度 、地 理 经 度 、当 地

时 间 和 时 差 之 间 的 关 系 。 分 析 得 出 影 子 长 度 主 要

与 直 杆 高 度 和 太 阳 高 度 角 有 关 。 直 杆 高 度 与 物 体

选 取 有 关 ，太 阳 高 度 角 与 太 阳 赤 纬 角 、太 阳 时 角 和

当 地 纬 度 有 关 ，太 阳 赤 纬 角 由 观 测 日 期 决 定 ，太 阳

时角由当地时间决定。因此研究影子长度与太阳高

度角的关系就是研究影子长度与太阳赤纬角、太阳时

角和地理纬度的关系。分析影响直杆影子长度有关

变量，绘制影子长度的影响因素流程如图 3 所示。

联 系 以 上 各 个 变 量 及 其 关 系 式 可 以 得 到 如 下

有关影子长度变化的数学模型：

ì
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ï

ï
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L =
H

tan α
，

sin α = sin ϕ sin β + cos ϕ cos β cos γ，

sin β = 0.397 95 cos
0.985 63( )n − 173 π

180
，

γ = 15°( )t − 12 ，

t = tb +
φ − 120°

15°
。

式中：自变量为 n、t、ϕ、H，因变量为 L。

3.1.2 影子长度关于各个参数的变化规律

根 据 控 制 变 量 方 法 及 单一变量原则，分别设直

杆高度、日期、时间及地理纬度为单一变量，控制其他

因素不变，求出影子长度关于各个参数的变化规律。

（1）影子长度关于直杆高度的变化规律。假设

直杆所处地理位置不变，可得不同高度直杆同一时

刻影子长度关于直杆高度的变化规律。以 2015 年

10 月 22 日 北 京 时 间 9∶00— 15∶00 天 安 门 广 场

（39°54′26″N，116°23′29″E）为例，利用 Matlab 软件［20］

编 写 相 应 程 序 绘 制 影 子 长 度 关 于 直 杆 高 度 的 变 化

规律如图 4 所示。可知，同一时间同一地点不同高

度直杆的影子长度与直杆高度呈正线性关系，即影

子长度随直杆高度的增大而增大。

（2）影子长度关于日期的变化规律。假设直杆

所处地理位置不变，直杆高度为 3 m，可得同一直杆

在 1 年中从第一天到最后一天同一时刻影子长度关

于 日 期 的 变 化 规 律 。 同 样 以 前 面 所 选 取 的 北 京 天

安门广场为例，绘制影子长度关于日期的变化规律

如图 5 所示。可知，1 年中从第一天到最后一天同一

地点同一时刻影子长度关于日期呈三角函数变化，

从 1—6 月影子长度随日期推移而逐渐减小，到 6 月

影子长度达到最小值，从 6—12 月影子长度随日期

推移而逐渐增大。

（3）影子长度关于时间的变化规律。假设直杆

所处地理位置保持不变，直杆高度为 3 m，可得同一

直杆在 1 天内影子长度关于时间的变化规律。以天

图 4　影子长度关于直杆高度的变化规律

图 3　影子长度的影响因素流程

图 2　直杆投影的几何模型

图 5　影子长度关于日期的变化规律
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津（34°44′N，113°42′E）为 例 ，绘 制 影 子 长 度 关 于 时

间的变化规律如图 6 所示。可知，1 天内同一地点影

子长度关于时间呈抛物函数变化，早上影子长度达

到 最 大 值 ，随 时 间 推 移 影 子 长 度 逐 渐 减 小 ，到 中 午

影子长度达到最小值，下午影子长度随时间推移逐

渐增大。

（4）影子长度关于纬度的变化规律。假设有若

干 个 高 度 相 同 均 为 3 m 的 直 杆 ，可 得 直 杆 同 1 天 内

同一时刻同一经度不同纬度（南、北回归线之间）处

影 子 长 度 关 于 纬 度 的 变 化 规 律 。 同 样 也 以 前 面 所

选取的北京天安门广场为例，绘制影子长度关于纬

度的变化规律如图 7 所示。可知，直杆同一天内同

一 时 刻 同 一 经 度 处 的 影 子 长 度 随 着 从 南 回 归 线 到

北回归线的变化逐渐增大。

3.1.2 画出天安门广场直杆影子长度的变化曲线

根 据 上 述 所 建 立 的 模 型 ，将 2015 年 10 月 22 日

北 京 时 间 9∶00—15∶00 天 安 门 广 场（39°54′26″N，

116°23′29″E）3 m 高的直杆这些条件代入，即已知

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

H = 3，

ϕ = 39.907 225 4°N，

n = 294，

9 ≤ tb ≤ 15。
绘 制 北 京 天 安 门 广 场 直 杆 影 子 的 变 化 曲 线 如

图 8 所示。可知，最低点坐标为 ( )12.27，3.17 ，9∶00—

12∶27，直杆影子长度逐渐变小；12∶27 时，直杆影子

长度达到最小值 3.71 m；12∶27—15∶00，直杆影子长

度逐渐增大。对曲线进行多项式拟合，当多项式最

高 项 为 4 次 时 ，R2 = 0.999，即 曲 线 拟 合 后 是 四 次 多

项 式 ，计 算 该 多 项 式 系 数 ，直 杆 影 子 长 度 和 时 间 的

关系为

L = 0.012 5t4 − 0.613 5t3 + 11.543 4t2 −
98.374 1t + 323.453 2

3.2 建立由太阳影子顶点坐标确定位置的数学模型

根据某固定直杆的影子顶点坐标数据，建立确

定直杆所处位置的数学模型，该部分可以看作是 3.1

部 分 的 反 推 ，直 杆 高 度 与 所 在 地 点 均 未 知 ，为 判 断

直杆所处位置，要求得其经度和纬度。

（1）直杆影长的计算 . 已知固定直杆的影子顶点

坐标，根据勾股定理推算影子长度，影长表达式为

L = x2 + y2 。 （5）

根据北京固定时间段内影子的顶点坐标数据，

利用公式（5）计算出对应时刻的影子长度如表 1 所

示。每隔 3 min 统计 1 次影长。

（2）经度的确定。由于给出的时间为北京时间，

因此要考虑地方时间与北京时间的时差，地球自转

一周用时 24 h，即时间相差 1 h 时，经度相差 15°。以

时间为自变量，影子长度为因变量。对表 1 中的离散

数据进行拟合，得出影长关于时间的拟和函数

L = 0.148 9t2 − 3.751 9t + 24.172 5。

拟和曲线如图 9 所示。可知，影长随北京时间

图 6　影子长度关于时间的变化规律

图 8　北京天安门广场的影长变化曲线

图 7　影子长度关于纬度的变化规律
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的拟合曲线呈抛物函数变化，影长最短时刻是抛物

线最低点时刻，即该地北京时间，与当地时间 12∶00

相比，可得出该地经度。计算抛物线最低点时刻为

tb =− b
2a

=− − 3.751 9
2 ×0.148 9

= 12.598 7，

将北京时间 tb 转化为当地时间 t = 12.35，可知其

地点位于北京西侧，利用北京经度求出该地经度为

120 − ( )12.598 7 − 12  ×15 = 111.019 5，

即经度为 111°1′95″E。

（3）纬度的确定。由太阳高度角的三角关系式

sin α =
H

H 2 + L2
， （6）

得二元方程组为

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

H

H 2 + L2
1

= sin α = sin ϕ sin β + cos ϕ cos β cos γ1，

H

H 2 + L2
2

= sin α = sin ϕ sin β + cos ϕ cos β cos γ2。

式中：L1、L2 为影长；γ1、γ2 为不同时刻太阳时角。

由于太阳赤纬角由日期决定，因此日期为 4 月

18 日，即 n = 108 可知赤纬角为

β = arcsin ( )0.397 95 cos
0.985 63( )108 − 173 π

180
。

（7）

太阳高度角计算公式为

α =
π
2

− ( )ϕ − β 。

由于采集时间决定太阳时角，因此二元方程变

为 地 理 纬 度 关 于 影 长 的 一 元 函 数 。 将 表 中 影 子 长

度最小值和太阳赤纬角数据代入，求出该地的纬度

为 10°1′27″N。

综上所述，求得对应采集数据影子可能所在地

的位置为 ( )111°1′95″E，10°1′27″N 。

3.3 确定直杆位置和日期的数学模型

根据某固定直杆的影子顶点坐标，建立确定观

测 日 期 和 直 杆 所 在 位 置 的 数 学 模 型 。 不 过 在 该 部

分 中 只 有 直 杆 的 影 子 顶 点 坐 标 ，相 较 于 3.2 部 分 又

增添了未知量。

（1）经 度 的 初 次 估 算 。 计 算 经 度 仍 采 用 3.2 部

分 的 算 法 。 由 影 子 顶 点 坐 标 求 出 影 子 长 度 。 以 时

间和影长为自变量与因变量，建立影长和时间的函

数关系。假设其拟和函数为

L = at2 + bt + c。

分析函数图像［17］，影长最短时刻是抛物线最低点时

刻，即为北京时间，与当地时间 12∶00 作比较，根据

1 h 相差 15°可以得出该地经度。

处理采集数据表 1 中数据，求出每一时刻影长

如表 2 所示。

绘制拟合曲线求得拟和函数

L = 0.098 1t2 − 2.985 0t + 23.319 3，

函数图像最低点即为影长最短的时刻，在一元二次

图 9　影长随北京时间的拟合曲线

表 2　不同时刻的影长 单位：m

时刻

12∶41

12∶44

12∶47

12∶50

12∶53

12∶56

12∶59

13∶02

13∶05

13∶08

13∶11

影长

1.247 2

1.222 8

1.198 7

1.175 4

1.152 4

1.299 9

1.107 8

1.086 2

1.065 0

1.044 4

1.024 2

时刻

13∶14

13∶17

13∶20

13∶23

13∶26

13∶29

13∶32

13∶35

13∶38

13∶41

影长

1.004 6

0.985 5

0.966 8

0.948 6

0.930 9

0.913 8

0.897 1

0.881 0

0.865 5

0.850 5

表 1　影子长度随北京时间的变化 单位：m

时刻

14∶42

14∶45

14∶48

14∶51

14∶54

14∶57

15∶00

15∶03

15∶06

15∶09

15∶12

影长

1.149 6

1.182 2

1.215 3

1.249 1

1.283 2

1.318 0

1.353 4

1.389 4

1.426 2

1.463 4

1.501 5

时刻

15∶15

15∶18

15∶21

15∶24

15∶27

15∶30

15∶33

15∶36

15∶39

15∶42

影长

1.540 2

1.579 9

1.620 1

1.661 3

1.703 3

1.746 2

1.790 1

1.835 0

1.880 9

1.927 9
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函数图像中也就是对称轴位置

tb =− b
2a

=− − 2.985 0
2 ×0.098 1

= 15.214 0。

将北京时间 tb 转化为当地时间 t = 15：12，位于北京

西侧，与当地时间比较得该地经度为

120 − ( )15.214 0 − 12  ×15 = 71.79，

即经度为 71°79′E。

计算采集数据表 2 对应的经度，处理数据求出

每一时刻的影长见表 3。

绘制拟合曲线求得拟和函数为  

L = 0.296 4t2 − 7.550 7t + 51.563 9，

tb =− b
2a

=− − 7.550 7
2 × 0.296 4

= 12.737 3，

将北京时间 tb 转化为当地时间 t = 12：44，与当地时

间比较得该地经度为

120 − ( )12.737 3 − 12  ×15 = 108.940 5，

即经度为 108°94′5″E。

（2）建立多目标规划模型根据影子顶点坐标确

定直杆位置和日期

将各个时刻影子长度记为

L0( )i = xi
2 + yi

2 ，

式 中 xi，yi 表 示 第 i 时 刻 数 据 表 中 影 子 顶 点 的 坐 标 。

将太阳方位角记为

θ z =
sin α ⋅ sin φ − sin β

cos α ⋅ cos φ
，

通过计算得出北京时间 14∶42 和 15∶42 时刻下的太

阳 方 位 角 数 值 θ z1 和 θ z2，则 太 阳 方 向 变 化 角 为 θφϕ =

|| θ z1 − θ z2 。

将数据表 2、3 中每时刻影子长度用 L′0( )i 、L″0( )i
表示，任一位置第 i 时刻对应的影子长度用 L″φϕ( )i 表

示。其中 φ、ϕ表示该位置的经纬度坐标。通过三维

几 何 系 统 知 识 求 解 直 杆 影 子 方 向 变 化 的 角 度 。 以

直杆底端为原点 ，水平地面为 xy 平面 ，坐标数值单

位 为 米 。 将 任 一 位 置（用 经 纬 度 表 示）在 各 个 所 测

时刻（数据表 2、3 中都共 20 个时刻）的影子方向，与

第 1 个 时 刻（数 据 表 2 为 12∶41，数 据 表 3 为 13∶09）

影子方向之间的夹角用 θφϕ( )i（i = 1，2，⋯，20）表示。

对于数据表 2 中，在 12∶41 时刻，影子顶点坐标

为 ( )− 1.235 2，0.173 ，设此刻影子方向与水平 x 轴的

夹角为 θ ′1。同理设每时刻影子方向与水平 x 轴的夹

角为 θ ′i。设从 12∶44 这一时刻起，每时刻的 θ ′i 与第 1

个 时 刻 θ ′1 的 间 的 差 值 为 θ ′0（i = 1，2，⋯，20）。 对 于

数 据 表 3 中 ，在 13∶09 时 刻 ，影 子 顶 点 坐 标 为

( )− 1.163 7，3.336 ，设此刻影子方向与水平 x 轴的夹

角为 θ″i 。同理设每时刻影子方向与水平 x 轴的夹角

为 θ″i 。设从 13∶12 这一时刻起，每个时刻的 θ″i 与第 1

个时刻 θ″1 的间的差值为 θ″0  （i = 1，2，⋯，20）。

结合三维几何系统知识，基于公式

tan θ i =
yi

xi

，θ0( )i = || θ1 − θ i ，

可计算出的数据表 2、3 中，第 21 个时刻影子方向与

第 1 个 时 刻 影 子 方 向 间 的 夹 角 大 小 分 别 为 θ ′0 =

23.846 5°，θ″0 = 17.194 5°。

图 10　影长与时间的拟合图

图 11　影长与时间的拟合图

表 3　不同时刻的影长 单位：m

时刻

13∶09

13∶12

13∶15

13∶18

13∶21

13∶24

13∶27

13∶30

13∶33

13∶36

13∶39

影长

3.533 1

3.546 8

3.561 8

3.578 1

3.595 8

3.614 9

3.635 4

3.657 2

3.680 5

3.705 2

3.731 3

时刻

13∶42

13∶45

13∶48

13∶51

13∶54

13∶57

14∶00

14∶03

14∶06

14∶09

影长

3.758 9

3.788 0

3.818 7

3.850 8

3.884 6

3.919 9

3.956 9

3.995 5

4.035 8

4.077 9
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基于前面的准备工作，建立依据影子顶点坐标

数据确定直杆所处地点和日期的多目标规划模型：

min∑
i = 1

21

|| Lφϕ ( i ) − L0( )i ，min∑
i = 1

20

|| θφϕ ( i ) − θ0( )i ，

其 中 ，− 180° ≤ φ ≤ 180°，− 90° ≤ ϕ ≤ 90°，0 ≤ H ≤
6 m，0 < N ≤ 365，N为整数。 经度 φ、纬度 ϕ、直杆长

度 L、日期 N 为决策变量。

Lφϕ ( i ) 的计算公式为

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

Lφϕ ( i ) = H cot [ arcsin ( sin ϕ sin β+ cos ϕ cos β cos t ) ]，

β= arcsin { 0.397 95 cos [ 0.985 63 ( N − 173) ] } ，

ti =( t0i − 12 )15°。
对所建立的多目标规划模型，利用 Matlab 进行循环

搜索（范围缩小，步长减小的变化），确定直杆可能所

处的位置和相应日期（从每年 1 月 1 日起计算）搜索出

对应于上述表 2 和 3 的结果分别如表 4 和 5 所示。

判断出采集数据的地点如表格中经纬度所示，

计算出日期可能为 5 月 26 日或 6 月 5 日。

判断出采集数据的地点如表格中经纬度所示，

计算出日期可能为 2 月 22 日、2 月 8 日或 2 月 9 日。

4 模型的推广

本文主要是利用采集的数据信息，根据相关地

理知识，确定数据采集的日期、地点以及影子长度。

该 多 目 标 规 划 模 型 可 以 用 来 确 定 建 筑 物 间 合 理 的

间距、车间的布局优化问题等。
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表 5　采集数据表 3 多目标规划模型后得到的数据

序号

1

2

3

纬度

35°2′56″

33°1′2″

33°13′66″

经度

109°97′44″

110°22′33″

110°20′65″

杆长/m

3.333 7

3.0587 

3.076 7

时间/d

52.234 2

38.650 1

39.566 3

误差平方和/
10-8

2.961 6

3.001 4

3.347 8

表 4　采集数据表 2 多目标规划模型后得到的数据

序号

1

2

3

纬度

39°53′33″

39°53′33″

41°2′21″

经度

79°44′37″

79°44′37″

80°6′17″

杆长/m

2.000 8

2.000 8

2.065 0

时间/d

145.570 2

145.570 2

155.644 6

误差平方和/10-8

1.682 8

1.682 8

3.742 8

7




