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摘要 线性常微分方程初值问题求解在许多应用中起着重要作用. 目前, 已存在很多的数值方法和求

解器用于计算离散网格点上的近似解, 但很少有对全局误差 (global error) 进行估计和优化的方法. 本

文首先通过将离散数值解插值成为可微函数用来定义方程的残差;再给出残差与近似解的关系定理并

推导出全局误差的上界; 然后以最小化残差的二范数为目标将方程求解问题转化为优化求解问题; 最

后通过分析导出矩阵的结构, 提出利用共轭梯度法对其进行求解. 之后将该方法应用于滤波电路和汽

车悬架系统等实际问题. 实验分析表明, 本文估计方法对线性常微分方程的初值问题的全局误差具有

比较好的估计效果,优化求解方法能够在不增加网格点的情形下求解出线性常微分方程在插值解空间

中的全局最优解.
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1 引言

微分方程 (differential equation, DE) 作为描述事物运动和发展规律最基本的工具之一, 在工程力

学、控制工程、电力电子技术和化学反应过程等多个领域都有着十分重要的应用. 绝大多数系统都

是非线性的复杂系统, 在应用层面上对其进行研究存在着计算成本大和实时性差等缺点, 再加上现有

的线性化手段在大多数情形下都能够很好地描述非线性系统在局部的特性, 特别是短时控制系统, 因

而更加深入地研究线性微分方程系统显得尤为必要. 然而, 大多数微分方程, 即使是线性时变的, 也难

以获得解析解. 我们通常采用数值方法求解得到离散的数值解, 然后额外利用插值方法来获得连续的
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近似解, 进而对连续的微分方程进行分析描述, 但该方法的困难在于很难给出满足全局精度要求的近

似解.

在安全攸关的控制系统中,采用微分方程进行描述和建模非常普遍也尤其重要.如欧洲列车运行控

制协议和飞机避碰协议、两卫星实现正常的交会对接等状态切换控制正确性的验证 (参见文献 [1–3]),

整个状态切换控制的过程中准确性显得尤为重要,某些状态切换控制需要考虑系统的连续状态而不仅

仅是网格点上的状态, 因此要求该系统微分方程求解的全局误差可控, 这关系到系统的安全性. 所以,

全局误差小的近似解以及对近似解的误差估计是保障系统安全性的重要手段.

本文试图从误差估计和最优解两个方面回答在线性常微分方程 (ordinary differential equation,

ODE) 初值问题中如何确定解的全局误差上界和提高解的质量这两个问题.

线性常微分方程初值问题的标准形式如下:

x′ = A(t) · x(t) + q(t),

x(t0) = x0,
(1.1)

其中 x = x(t) : R → Rn 是关于时间的一个向量函数,矩阵 A(t)是 n×n阶状态矩阵, n维列向量 q(t)

是系统的非齐次项, x(t0) = x0 为在初始时刻 t0 的初值条件, x0 ∈ Rn, t 为时间.

在机械动力学和控制工程等领域的模拟仿真中, 系统在某时刻后的状态变化, 通常被描述为线性

常微分方程的初值问题. 如果常微分方程在时间 t 上连续, 在 x 上 Lipschitz 连续, 那么它在边界条件

的领域范围内一定存在唯一的精确解 x∗. 目前, 在线性常微分方程的初值问题 [4] 和边界值问题 [5, 6]

上, 已有非常成熟的数值求解方法和 p 阶误差的分析方法, 并且开发了很多面向应用的求解器, 如

MATLAB [7] 和 Maple [8]. 但如何严格给出由求解器数值解插值得到的近似解与精确解的距离上界,以

及如何在数值解的基础上提高近似解的质量, 就我们所知, 这方面的工作还比较少.

对于误差估计而言, 通过残差对其进行界定具有许多优点, 最大的优点就是它能够用来评估整个

求解区间内的误差, 而不仅仅是每个网格格点上的局部误差 [9]. 研究人员通常喜欢将求得的数值解代

回原方程求出残差 [10–12], 再进行误差估计. Constantinescu 在文献 [13] 中利用时间步进策略结合残差

给出了一个 p 阶 “全局误差” 的估计方法, 能够更好地提高误差估计的准确性, 但本质上只是在格点

上的误差估计,而且舍去了高阶项,不能说是准确的误差估计. Enright [14] 提出了合理的估计残差范数

的方法, 但没有考虑每个点导数的数值误差, 这些导数的不准确进一步导致残差定义的不准确, 从而

导致误差估计的不准确. 另一些文献 [10, 12, 15] 在考虑了导数问题的误差估计方面做了大量工作, 但

其中大部分都在努力解决局部误差问题.

一般情形下, 我们无法求出常微分方程的精确解, 但幸运的是, 我们可以通过很多的数值方法求

解器求得数值解, 如 MATLAB 等, 进一步可以减小步长来逼近精确解, 基于此, 很多人在这方面做出

了重要的研究工作 (参见文献 [16–18]). 然而, 无论步长取得多小, 局部误差控制得多好, 我们仍然无

法回答数值解与精确解之间到底相差多少这个问题. 全局误差估计方法 [19–22] 能够部分地回答这个问

题,但是这些方法计算量太大而且条件过于苛刻.文献 [23]提出利用 Lipschitz常数来协助误差上界的

估计, 给出了误差估计上界

|∆x|max 6 h · M
2L

· (eLt − 1), (1.2)

其中 h 为步长, M 为 ∥x′′∥ 的估计上界, L 为 Lipschitz 常数, 但由于 Lipschitz 常数为正, 导致估计上

界随时间增长呈指数增长, 且增长速率过大, 不具有实用性. 文献 [11] 通过推导条件数与残差的关系

估计全局误差, 但求解条件数需要对齐次常微分方程的基本解 (fundamental solution) 进行求解, 在多
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数情形下这一点几乎无法实现. 文献 [24] 专门针对稳定系统的常微分方程提出利用 Lyapunov定理构

造全局误差控制方程来限制误差上限, 能够起到误差估计和提高解的精度的作用, 但构造全局误差控

制方程也需要基本解的求解. 文献 [25] 提出了一种区间求解的方法, 仅适用于初值问题求解, 该方法

基于 Taylor 级数展开, 估计的范围和计算精度取决于级数展开的项数, 精度提高会造成计算量急剧增

大; 同时, 经实验验证, 区间求解方法需要大量的预处理时间; 在相同的步长和阶数的情形下, 区间求

解方法的精度要低于 Runge-Kutta 等数值求解算法. 因此, 在无法获取精确解的情形下, 衡量常微分

方程数值解的可靠性仍然是一个重要的研究问题.

在数值求解中, 解的精度往往取决于步长, 但更小的步长往往意味着更大的计算量, 如何在固定

步长的情形下减小全局误差是一个很有难度的问题, 目前还没有太多相关的研究. “缺陷修正” (defect

correction) 方法 [26,27], 类似于 Newton 迭代方法求解非线性方程组, 将残差代回方程进行迭代数值求

解, 可用于非线性常微分方程, 但它们都只是考虑了在网格点上的局部误差. 不同于文献 [11] 中所述

的在给定数值解的情形下寻找最优的插值点, 本文主要研究在求解器给出数值解网格点后, 采用插值

法构造一个解空间, 然后在这个解空间中寻找全局误差最优的解.

需要说明的是, 本文若无特别的说明, 所针对的问题都是初值问题.

2 预备知识

2.1 Hermite 插值法

对于一阶连续的微分方程, 我们采用 Hermite 三次样条插值来构造微分方程的一个近似解 (参见

文献 [11, 28]).

定理 2.1 设 {t0, . . . , tm} 为 [t0, tm] 区间内的网格点集合, 其中 t0 < t1 < · · · < tm, m > 2. 对任

意的 i = 0, . . . ,m− 1, 在区间 [ti, ti+1] 上存在唯一的三次样条曲线 x̃ ∈ C1[t0, tm] 都满足

x̃(ti) = xi, x̃′(ti) = x′
i.

令 hi = ti+1 − ti, τ = (t− ti)/hi, 其中 τ ∈ [0, 1], 那么该曲线 x̃ 形式如下:

x̃i(τ) = α0(τ) · xi + hiα1(τ) · x′
i + β0(τ) · xi+1 + hiβ1(τ) · x′

i+1,

其中

α0(τ) = 2τ3 − 3τ2 + 1, α1(τ) = τ3 − 2τ2 + τ, β0(τ) = −2τ3 + 3τ2, β1(τ) = τ3 − τ2.

插值方法的选择在实践中非常重要, 因为它常常导致不同的应用结果. 这里使用一个简单的插值

来演示这个想法, 更多复杂的插值应用方法可参见文献 [29–31].

定理 2.2 [32] 设 f ∈ C4[a, b], 令曲线 p 为 f 在区间 [a, b] 上的 Hermite 三次样条插值, m+ 1 个

网格点满足 a = x0 < x1 < · · · < xm = b, 那么该插值区间的余项误差满足以下界限:

∥f − p∥∞ 6 1

384
h4∥f (4)∥∞,

其中 f (4) 是 f 关于自变量 x 的四阶导数, 最大步长 h = maxi(xi − xi−1), ∥ · ∥∞ 定义为在 [a, b] 区间

上的无穷范数.
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定义 2.1 设 {x0,x1, . . . ,xm} 和它们的导数 {x′
0,x

′
1, . . . ,x

′
m} 为线性常微分方程 (1.1) 的数值

解, 其中 t ∈ [t0, tm], t 存在唯一的 n 维三次样条曲线 x̃(t) ∈ C1[t0, tm], 在每一个时间格点 tk 上都

满足

x̃(tk) = xk, x̃′(tk) = x′
k.

2.2 残差的定义

为了评估解的精度, 我们将继续沿用文献 [11] 提出的残差定义, 进一步提出了残差二范数和全局

误差的定义, 其他更详细的误差分析的研究可以进一步参考该文献.

定义 2.2 设 n 维向量 x̃(t) ∈ C1[t0, tm] 是线性常微分方程 (1.1) 的近似解, 那么它的残差为

δ(t) = x̃′(t)−A(t) · x̃(t)− q(t), (2.1)

残差的二范数为 √∫ tm

t0

δ(t)Tδ(t)dt.

设 n 维向量 x∗(t) 为线性常微分方程 (1.1) 的精确解, 满足

(x∗)′ = A(t) · x∗ + q(t). (2.2)

前向误差为 ∆x(t) = x∗ − x̃, 它是数值解与精确解的距离, 也就是全局误差.

全局误差二范数为 √∫ tm

t0

∆xT∆x dt.

由定义不难推导出以下定理, 其证明略.

定理 2.3 设 δ(t) 是线性常微分方程 (1.1) 的残差, 并且满足 δ = x̃′ −A(t) · x̃− q(t), 则残差满

足以下线性常微分方程:

∆x′ = A(t) ·∆x− δ. (2.3)

2.3 例子

考虑以下线性常微分方程的初值问题:

x(t)′ = x(t), x(0) = 1.

显然, 我们很容易写出它的精确解 x∗(t) = et. 假设时间为 t ∈ [0, 2], 我们简单地将时间区间等分

为 [0, 1] 和 [1, 2] 两部分, 可见每一步的步长为 h = 1. 我们可以通过精确解计算求出每个格点上的数

值解 x0 = 1, x1 = e, x2 = e2 以及格点导数的数值解 x′
0 = 1, x′

1 = e, x′
2 = e2.

此时, 我们使用 Hermite 三次样条曲线进行插值, 得到结果如下:

x̃(t) =

1 + t+ (2e− 5)t2 + (3− e)t3, t ∈ [0, 1],

e · (t+ (2e− 5)(t− 1)2 + (3− e)(t− 1)3), t ∈ [1, 2],

进一步, 我们写出前向误差 ∆x(t) = x∗(t)− x̃(t).
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图 1 (网络版彩图) 举例说明的误差关系图

根据残差的定义公式 (2.1), 我们很容易计算出残差如下:

δ(t) =

((−3 + e) · t− 4e + 11) · (t− 1) · t, t ∈ [0, 1],

e · ((−3 + e) · t− 5e + 14) · (t− 1) · (t− 2), t ∈ [1, 2].

综上所述, 利用 MATLAB 绘制误差关系图, 如图 1 所示, 不难发现, 在格点上, δ(0) = 0, δ(1) = 0,

δ(2) = 0,这意味着采用 Hermite三次样条曲线的插值法在 3个格点都是无误差的,但是在除了格点以

外的地方都是有残差存在的.

3 线性常微分方程的误差估计

通常简化系统为线性时变的系统, 它的状态矩阵 A(t) 导致了线性常微分方程很难精确地进行求

解, 因此需要假设状态矩阵 A(t) 随时间的变化不太过于剧烈, 以保证系统误差估计效果明显.

定理 3.1 (Taylor 级数展开) 假设 n × n 矩阵 A(t) 在 t0 的邻域范围内满足 A(t) ∈ C3, 令

A0 = A(t0), A1 = dA
dt |t=t0 , A2 = 1

2! ·
d2A
dt2 |t=t0 , R(t) 为高阶余项, 那么有

A(t) = A0 +A1 · (t− t0) +A2(t− t0)
2 +R(t). (3.1)

对于具有精确解的时不变系统,无论选择何种数值解,都可以进行精确的误差补偿;而对于时变系

统, 精确解的计算比较困难, 我们需要给出一个前向误差的上界.

定理 3.2 形如 (2.3) 的线性常微分方程的初值问题, 设 n × n 常数矩阵 A0 为矩阵 A(t) 在

t = t0 时刻进行 Taylor 级数展开的线性部分, 其中 {λi = ai + bi · j, i = 1, 2, . . . , n} 为 A0 的特征

根, 按照实部由大到小排列, j 为虚数单位, 则一定存在一个可逆矩阵 P , 满足 A0 = PΣP−1, 其中

Σ = diag(a1, a2, . . . , an) 是对角矩阵. 同时, 假设

rmax = max
i,k,t

{(∥P−1(A(t)−A0)P ∥∞)i,k}, δmax(t) = max
t06s6t

∥δ(s)i∥∞,

其中 t ∈ [t0, tm], 则对于前向误差一定存在一个上界如下:

∥∆x∥∞ 6 ∥P ∥∞ · δmax

a1 + n · rmax
[e(a1+n·rmax)(t−t0) − 1]. (3.2)
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证明 对线性常微分方程的初值问题 (2.3) 中的 A(t) 在初始时刻进行 Taylor 展开, 可以得到以

下等式:

∆x′ = A0 ·∆x+ (A(t)−A0) ·∆x− δ

= PΣP−1 ·∆x+ (A(t)−A0) ·∆x− δ.

对等式两边同时乘以 P−1 矩阵进行变形, 然后令 n 维列向量 y = (y1(t), y2(t), . . . , yn(t))
T = P−1∆x,

那么一定有 y′ = P−1∆x′. 对于初值问题, 容易知道 ∆x(t0) = 0, 这意味着 y(t0) = 0. 利用上述关系

对等式进行约简, 得到

y′ = Σy + [P−1(A(t)−A0)P ] · y + (−P−1δ(t)).

对任意的正整数 i (1 6 i 6 n) 不论 yi(t) 是何值, 根据上述等式可知, 它一定满足

y′i = (ai + bi · j)yi + fi(t), yi(0) = 0,

其中 fi(t) 是非线性部分. 进而, 很容易根据公式可以解出 yi 如下:

yi(t) = e(ai+bi·j)t
∫ t

t0

fi(τ)e
−(ai+bi·j)τdτ.

进一步对上式进行缩放后有

|yi(t)| 6 eait

∫ t

t0

|fi(τ)|e−aiτdτ 6 ea1t

∫ t

t0

|fi(τ)|e−a1τdτ.

假设 z(t) = max16i6n |yi(t)|, 那么 z(t) = ∥y∥∞. 又因为 z(t) 始终都是列向量 |y| 中的一个元素,

所以有 |fi(t)| 6 n · rmaxz(t) + δmax, 因此,

z(t) 6 ea1t

∫ t

t0

(n · rmaxz(t) + δmax)e
−aiτdτ.

假设一个一维函数向量 ϕ(t), 其中 ϕ(t0) = 0, 满足

ϕ(t) = ea1t

∫ t

t0

(n · rmaxϕ(t) + δmax)e
−aiτdτ,

对 ϕ(t) 进行求导, 有

ϕ′(t) = (a1 + n · rmax)ϕ(t) + δmax,

那么, 很容易推导出

ϕ(t) =
δmax

a1 + n · rmax
(e(a1+n·rmax)(t−t0) − 1).

最后,由于 z(t) 6 ϕ(t), ∥∆x∥∞ 6 ∥P ∥∞ ·∥y∥∞,我们可以证明得到 (3.2)的前向误差上界关系.

对于线性常微分方程的初值问题而言, 误差估计的上界将随时间呈指数增长, 其增长速度主要

取决于指数 λ1 + n · rmax 及它的残差 δmax. 如果动力系统是稳定的, 也就是 λ1 + n · rmax 6 0, 那

么只要时间足够长, 系统误差上界终将会趋于一个常数. 相反地, 如果动力系统是不稳定的, 也就是

λ1 +n · rmax > 0,那么系统的误差上界将一直随时间急剧增大.然而,这种现象并不表明我们的误差估
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计方法是不可靠的, 而是说明了我们的估计方法是非常恰当的, 下面将结合第 2.3 小节的例子来解释

这种情形.

例子中, 我们已知该常微分方程的精确解为 x∗ = et, 如果在数值解中存在一个误差 ε, 满足

x̃(t) = (1 + ε)et − ε,

我们可以很容易计算出残差 δ(t) = ε 和前向误差 ∆x = x∗ − x̃ = ε(1− et). 很显然, 在该例子中, 前向

误差不可避免地是呈指数增长的. 利用定理 3.2 进行误差估计, 其中 λ1 = 1, rmax = 0, 我们的估计上

界是 ε(et − 1) , 它同样也是呈指数增长的, 而且增长的速度与前向误差界的 ∥∆x∥∞ 的增长速度相同,

这也意味着我们的误差估计方法十分有效, 而且很难再做较大的改进了.

Nedialkov 等 [25] 的区间求解方法需要采用高阶的 Taylor 级数展开对微分方程进行预处理, 然后

才能够得到网格点所在的一个时间区间上的解区间, 该网格点上的精确解属于该解区间. 由于没有将

数值解插值为近似解, 因而区间求解方法只能给出网格点所在区间上的解的误差估计区间, 无法给出

全局的误差估计. 根据定理 2.2, 由于 Hermit 插值方法带来的余项误差造成本文估计方法的估计误差

范围大于区间求解方法, 但这是由插值方法和步长所决定的, 不是误差估计方法本身的问题, 改进插

值方法和步长能够有效地减小本文的误差估计上界. 同时, 本文的误差估计方法由于插值了整个区间

的数值解,不仅能够针对初值问题的 ODE系统的误差估计,还有望能够推广到边界值问题的 ODE系

统的误差估计.

注 3.1 本文的误差估计方法虽然形式上与 (1.2) 相似, 都为指数函数, 但本文的指数取决于最

大的特征值实部; 而文献 [23] 的指数为 Lipschitz 常数, 主要取决于最大特征值的模. 当系统稳定时,

前向误差将逐渐趋于稳定, 最大的特征值实部为负数, 使得本文的误差估计上界也趋于稳定, 而 (1.2)

的误差估计上界却是不稳定的.

4 全局误差优化求解方法

为了减小线性常微分方程初值问题在数值计算中的全局误差, 在固定网格点的条件下, 我们希望

解的全局误差范数最小. 但是由于前向误差的不可解性, 我们需要进一步将问题进行转化, 由误差估

计方法可知, 前向误差的上界与残差成不等式关系 (3.2), 也就是说, 减小残差就能够降低前向误差的

上界, 从而实现减小全局误差. 因此, 我们将全局误差的优化问题转化为求解残差二范数的最小值的

优化问题.

为了便于进行插值和计算, 我们将残差分为 m 段, 并对二范数进行平方处理, 定义目标方程如下:

Obj = min

m−1∑
i=0

∫ ti+1

ti

δi(t)
T · δi(t) dt, (4.1)

其中 δi(t) 是第 i 个时间段上的残差函数.

采用 τ = (t− ti)/hi 将目标方程归一化处理为

Obj = min

m−1∑
i=0

1

hi
·
∫ 1

0

δi(τ)
T · δi(τ) dτ. (4.2)

通过定理 2.1,我们可以利用 xi、x′
i、xi+1 和 x′

i+1 构造出 δi(t)的三次样条曲线,其中 xi、x′
i、xi+1 和
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x′
i+1 为未知的常数列向量. 设矩阵

ai =
α′
0

hi
E − α0A(τ · hi + ti),

bi = α′
1E − hiα1A(τ · hi + ti),

ci =
β′
0

hi
E − β0A(τ · hi + ti),

di = β′
1E − hiβ1A(τ · hi + ti),

其中 E 为 n× n 的单位矩阵. 结合线性常微分方程, 我们能够推导出

δi = aixi + bix
′
i + cixi+1 + dix

′
i+1 − q.

进一步, 对于每一段残差, 假设 Ii =
1
hi

·
∫ 1

0
δi(τ)

T · δi(τ) dτ , 那么有

Ii = yT
i Fiyi − 2BT

i yi +

∫ 1

0

qTqdτ, (4.3)

其中

Fi =
1

hi
·
∫ 1

0


aT
i ai aT

i bi aT
i ci aT

i di

bTi ai bTi bi bTi ci bTi di

cTi ai cTi bi cTi ci cTi di

dT
i ai dT

i bi dT
i ci dT

i di

 dτ

是一个 4n× 4n 的矩阵,

Bi = − 1

hi
·
∫ 1

0

qT · (ai, bi, ci,di)dτ

和

yi = (xi,x
′
i,xi+1,x

′
i+1)

T

都是 4n 维列向量.

由于我们将优化求解问题的时间区间分解为 m段相互独立的,因此,我们可以更进一步采用并行

计算分别对 Fi 和 Bi 进行求解, 提高计算效率.

又因为
∑m−1

i=0
1
hi

·
∫ 1

0
qTqdt > 0 为一个常数, 因此, 移除常数项后, 目标方程可以被改写为如下二

次型的形式:

Obj = minyTFy − 2BTy, (4.4)

其中 y = {x0,x
′
0, . . . ,xm,x′

m}, F 为 2n(m+1)×2n(m+1)的大规模稀疏对称正定矩阵, B为 2n(m+1)

维的列向量, 结构如图 2 所示, 图中 “+” 表示两个相邻的矩阵块相加.

满秩的情形下, 该二次型一定存在唯一解, 根据文献 [33] 可知, 残差的最小值问题可以被转化为

求解以下线性方程的数值解:

Fy = B. (4.5)

246



中国科学 : 数学 第 51 卷 第 1 期

图 2 矩阵 F 和列向量 B 的结构示意图

众所周知, 利用共轭梯度法可以有效地求解这类线性系统. 特别地, 如果先通过其他求解器得到

近似的数值解, 则可以用这个数值解作为共轭梯度法的初始点来迭代求解.

在此必须指出, 我们的优化求解方法对于线性常微分方程的初值问题和边值问题都同样适用. 唯

一的区别是,在初值问题中, F 的前 n行和前 n列将在代入初值条件后被删除;在边界值问题中,与边

界值相对应的有 n 行和 n 列将被删除. 同样的处理也发生在 B 中, 因此, (4.4) 的未知数减少了 n 个.

注 4.1 本文优化求解方法的主要贡献在于, 将全局误差最小问题转化为残差二范数最小问题,

通过定义插值空间及一系列的形式转化,将残差二范数最小值问题转化为二次型等价的线性方程组求

解问题,最终将微分代数方程的求解问题转化为由 (4.3)直接构造特殊结构的线性方程组,并可采用共

轭梯度法高效求解.

5 实验对比

5.1 误差估计例子

针对线性时变的常微分方程系统的初值问题, 由于通常无法直接求出它的精确解, 为了展示误差

估计方法的实验效果, 我们可以利用一个已知的精确解去构造一个线性时变的常微分方程系统, 进一

步通过设定状态矩阵的特征值为负将系统构造为一个稳定的系统, 具体的构造如下: 已知

A(t) =

−6 + 0.2 · sin(2πt) 0

1 −5− 0.1 · sin(πt)

 ,

以及

x =

 cos(πt)− 1

sin(πt)

 ,
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由于存在 q = x′ −A(t) · x 的关系, 我们可以进一步计算出 q, 假设时间 t ∈ [0, 2], 很容易可以得出初

始条件

x(0) = (0, 0)T.

首先利用 MATLAB 提供的求解器 ODE45 对该系统进行数值求解, 计算出 x 和 x′; 然后使用

Hermit 三次样条曲线对数值解进行插值得出近似解, 并由 (2.1) 和前向误差的定义推导计算出残差和

前向误差数值并绘制如图 3 所示的残差和前向误差, 其中, 本实验系统为二维系统, 因而对应每一个

维度分别有一条与之对应的残差线和前向误差线, 在后续实验例子中同理; 最后, 根据定理 3.2, 我们

对该系统进行误差估计并绘制如图 3 所示的误差估计上界, 误差估计上界唯一, 且能够很好地将系统

的任意一个前向误差都控制在一个数量级范围内, 且随着时间的增加而趋于稳定, 这与该系统的稳定

性保持一致.

5.2 优化求解例子

为了更好地对比现有的求解方法, 首先采用 MATLAB 的 ODE45 求解器对线性常微分方程的初

值问题进行求解, 再在相同的网格下, 采用我们的优化求解方法进行对比实验. 进一步, 为了更好地说

明问题, 我们可以将 A 设定为一个常数矩阵, q 设定为一个常数列向量, 那么就能准确地得到该系统

的精确解 x∗, 并计算出准确的前向误差.

(a)

 (s)

 (s)

 (s)

(b)

(c)

0 0.5 1.0 1.5 2.0

0 0.5 1.0 1.5 2.0

0

0

2

4

0.5

0.5

1.0

1.5

2.0

0 0.5 1.0 1.5 2.0
−1.0

−0.5

0

1.0

×10−4

×10−5×10−3

图 3 (网络版彩图) 线性时变的常微分方程系统的误差估计结果. (a) 残差; (b) 前向误差; (c) 误差估计上界. 图中

不同的颜色代表不同的维度
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图 4 RC 并联滤波电路

RC (resistor-capacitance circuit) 滤波电路在电力电子和控制领域应用得相当广泛, 它可以通过阻

塞某些频率信号和传递其他频率信号进行滤波. 如图 4 所示的 RC 并联滤波电路, 设状态变量 x =

[x1, x2]
T 为对应每个电容上的电压, 在时间 t ∈ [0, 2] 上, 我们对该系统在输入信号作用下随时间的响

应进行研究, 可以将其看作为一个初值问题. 假定电阻阻值分别为 R1 = R2 = 10 kΩ, 电容大小分别为

C1 = C2 = 100µF. 初始时刻, x(0) = [0, 0]T, 我们给系统输入端加入 u(t) = 2 · sin(2t) 的电压, 并建立

数学模型如下:

x′ =

−2 1

1 −1

x+

 1

0

u(t).

显然, 该线性常微分方程系统的精确解为

x∗ = eAt ·
∫ t

0

e−Asq(s)ds.

在相对误差为 10−5、采用 ODE45 进行求解时, 求解器将时间区间划分为不均匀的 13 个网格点, 在相

同的网格点上, 我们使用优化求解方法进行对比实验. 其中, 优化求解方法构造的矩阵 F 为 50 × 50

的矩阵, 它的条件数为 3.949 × 103. 优化求解方法与 ODE45 的残差二范数大小几乎相同, 分别为

0.4097× 10−3 和 0.4275× 10−3, 残差变化如图 5 所示, 两者也很相近. 然而, 它们的前向误差却相差十

分明显, 优化求解方法的前向误差波动幅度明显较小. 图中对比更加明显的是全局误差二范数, 优化

求解方法的全局误差二范数在终止时刻为 0.1264× 10−4, 明显小于 ODE45 的 0.2336× 10−4.

5.3 主动式汽车悬架系统

为了车厢内驾驶人员和乘客乘坐的舒适感, 在汽车通过一个不平整的路面时, 我们总是希望汽车

能够足够地平稳, 通常在设计过程中采用悬架系统来解决这一问题. 目前最普遍的悬架系统为主动式

汽车悬架系统, 主要通过电脑辅助实时调整阻尼器的阻值大小再结合固定的减震器来实现. 在设计之

初, 研发人员通常需要对动力系统进行数学建模分析, 以便能够精确地模拟出现实路况中的汽车性能.

然而, 该数学模型的数值解如果不够准确、快速,反馈给控制系统可能会带来灾难性的后果. 为了能够

实时准确地实现控制和预警, 我们可以对系统进行优化求解, 以及针对优化解给出一个前向误差界估

计, 如果前向误差的界太大, 则反馈研发人员该计算结果不可用.

如图 6所示,以简单的主动式汽车悬架系统为例. 在垂直方向上,假设单个轮胎重量 m1 = 100 kg,

轮胎弹性系数 k1 = 2000 N/m, 部分车身重量 m2 = 500 kg, 减震弹簧弹性系数 k2 = 1500 N/m. 假定

该汽车在 t ∈ [0, 0.5] 内通过一个高度为 0.2 m 的障碍物. 为了保证汽车车身的平稳, 当主动式阻尼的

阻尼系数 η2 = 200 + 200 · (t− 0.25)2 N ·m/s
2 时, 研究汽车行驶通过该坡期间的状态.
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图 5 (网络版彩图) ODE45 (虚线) 和优化求解方法 (实线) 在例子中的结果对比. (a) 残差; (b) 向前误差; (c)

残差二范数; (d) 整体误差二范数

该数学模型为一个线性 ODE 系统,

x′ = A(t) · x+ q,

其中 x = (x1, x
′
1, x2, x

′
2)

T分别为轮胎的位移和速度以及汽车车身的位移和速度,初始时刻 x(0) = (0,0,

0,0)
T
. 为了能够获取精确解, 以便于验证, 假设车身平稳的要求为

x∗ = (0.2 · [(t− 0.25)2 − 0.252], 0.4 · t, 0.02 · [(t− 0.25)2 − 0.252], 0.04 · t)T,

则可以根据 q = (x∗)′−A(t) ·x∗ 求出该障碍物的相关输入信息.进一步,得出该系统的状态矩阵 A为

A(t) =


0 1 0 0

35 2 + 2 · (t− 0.25)2 −15 −2− 2 · (t− 0.25)2

0 0 0 1

3 2
5 + 2

5 · (t− 0.25)2 −3 −2
5 − 2

5 · (t− 0.25)2

 .

首先,我们分别采用 ODE45方法和优化求解方法对该线性 ODE系统模型进行求解,实验结果如

图 7所示,虚线对应 ODE45方法,实线对应优化求解方法. 其中相同网格点条件下的优化求解方法的

数值解的前向误差为 10−11 数量级, 远小于 ODE45方法的 10−6 数量级; 同时, 就残差而言, 优化求解

方法也是远小于 ODE45 方法 5 个数量级左右. 由于该汽车悬架系统模型是一个时变不稳定系统, 因
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此, 数值解的前向误差随时间呈指数增长, 但优化求解方法的增长率远低于 ODE45 方法. 故而, 采用

优化求解方法进行计算更加准确, 离线模式更加有利于仿真的实时性.

然后, 我们分别对 ODE45 方法和优化求解方法的数值解的误差进行估计, 并通过已知的前向误

差进行验证, 对比实验结果如图 8 所示, 虚线对应各个维度的前向误差, 实线对应误差估计上界. 系统

不稳定导致的前向误差指数增长与误差估计基本保持一致,也就是说,对于不稳定系统,如果我们需要

足够的误差估计精度, 时间应该足够短; 由于数值解准确性的不同, 误差估计的界限会有很大的不同,

数值解越准确, 误差估计上界越小. 同时, 误差估计方法对两种求解方法数值解给出的误差估计上界

都是在同一个数量级的小范围内对前向误差进行了有效的界定.

5.4 性能对比实验

本节所有的性能对比实验都是在 Intel(R) Core(TM) I5-7400 CPU @3.00GHz 的计算机上进行的.

其中, VNODE-LP 区间算法的 C++ 安装包由 http://www.cas.mcmaster.ca/∼nedialk/vnodelp/ 提供,

在 Ubuntu 操作系统下运行; ODE45 由 MATLAB 软件提供. 误差估计方法也是在 MATLAB 软件上

根据定理 3.2 的结论编写算法程序进行实现的. 优化求解算法由两部分构成: 一是由 (4.3) 推导来构

造特殊结构矩阵的符号计算的预处理部分 (off-line),具体为在 Maple软件上编写算法程序实现符号矩

阵的构造; 二是由 (4.5) 推导而来的赋值和数值求解部分构成 (on-line), 具体为在 Maple 软件中利用

subs 赋值指令生成数值矩阵, 然后在 MATLAB 软件上求解线性方程数值解.

5.4.1 误差估计性能对比

为了更好地展示我们的误差估计方法的性能, 我们将本文误差估计方法与现有的 VNODE-LP 区

间算法的误差估计进行对比实验. 在 t ∈ [0, 0.1]的区间上,随机生成特征值为负、系数范围在 [−10, 10]

(a) (b)

图 6 汽车悬架系统. (a) 汽车悬架系统结构图 (图片来自 https://baike.baidu.com/item/麦弗逊式独立悬

架/10950807?fr=aladdin); (b) 汽车悬架系统受力示意图
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图 7 (网络版彩图) 汽车悬架系统求解实验结果对比. (a) 前向误差; (b) 整体误差; (c) 残差; (d) 残差二范数. 图

中不同的颜色代表不同的维度

(a)

误
差

误
差

(b)

0.20.1 0.50.3 0.400.20.1 0.50.3 0.40

2

0

1

3

4

2

0

1

3
×10−11×10−6

 (s)  (s)

图 8 (网络版彩图) 汽车悬架系统误差估计实验结果对比. (a) ODE45 误差估计上界; (b) 优化求解方法误差估计

上界. 图中不同的颜色代表不同的维度

的常系数矩阵 A, q 为零向量. 设定 VNODE-LP 区间算法的 Order 为 5, 其中 VNODE-LP 区间算法

给出的数值解区间的一半为误差估计的精度, 我们的误差估计方法对 ODE45 计算的结果进行误差估

计.分别对不同维度的系统进行 10次实验后求均值,由于维度过大会引起符号计算求解精确解的计算

量太大, 因而本实验的维度未能选取太大, 但也已经能够展示出结果的差异. 实验结果如表 1 所示, 可

见, 我们的误差估计方法在误差估计的精度上优于 VNODE-LP 区间算法近一个数量级, 且与 δmax 呈
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表 1 VNODE-LP 和误差估计方法性能对比

VNODE-LP (Order 5) 误差估计方法

估计精度 估计精度 δmax

3× 3 2.10987E−7 0.862E−8 4.7888E−7

4× 4 1.64408E−7 3.426E−8 1.1935E−6

5× 5 8.48887E−7 2.779E−8 1.1160E−6

6× 6 1.13325E−6 1.317E−7 4.1681E−6

7× 7 1.51515E−6 1.211E−7 3.7651E−6

10× 10 3.84512E−6 3.100E−7 7.4032E−6

正相关, 同时, 随着系统维度的增大也会造成误差估计的精度降低.

5.4.2 数值求解性能对比

为了更好地展示优化求解方法的性能, 我们与 MATLAB 的 ODE45 方法进行数值求解对比实验.

首先, 需要随机构造 n× n 状态矩阵

A(t) = diag(−1) +m1 · sin(m2 · t) +m3 · (tm4 − 1),

以及 n 维列向量 q(t) = m5 · sin(m6 · t), 其中 m1、m3 和 m5 为随机稀疏的 0-1 矩阵

randsrc

(
n, n,

[
1, 0;

1

n
, 1− 1

n

])
,

m2 和 m4 为随机稀疏的 0-1-2 矩阵

randsrc

(
n, n,

[
2, 1, 0;

1

n2
,
1

n2
, 1− 2

n2

])
,

m6 为随机整数向量 randi([−2, 2], n, 1). 然后, 假定时间 t ∈ [0, 0.1], 设定 t = 0 时刻的初值都为 1. 最

后, 利用构造的系统分别用 ODE45 和优化求解方法在不同维度上进行 10 次实验后求均值, 得到实验

结果如表 2 和图 9 所示.

表 2 数值求解方法性能对比

ODE45 优化求解方法

大小 (MATLAB) 离线 在线

预处理 (Maple) 赋值 (Maple) CGM MATLAB

2× 2 0.746 4.571 0.119 0.028 0.022

4× 4 0.891 7.185 0.144 0.041 0.216

8× 8 1.077 13.521 0.212 0.077 0.003

16× 16 2.185 15.964 0.321 0.229 0.043

32× 32 73.806 18.500 0.665 0.728 0.234

64× 64 109.376 76.688 1.834 11.313 1.262

128× 128 158.329 208.719 7.344 59.264 10.005

256× 256 423.307 954.380 34.428 278.196 96.903
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图 9 (网络版彩图) 残差二范数对比图

由于无法获取精确解, 我们可以通过计算残差, 然后用对比残差二范数的方式比较两种方法的计

算精度. 如图 9 所示的残差二范数对比图, 优化求解方法的残差在各个维度上都小于 ODE45 的残差.

特别需要补充说明的是, 我们在同一维度每次实验优化求解方法的残差都是较优的, 由于数据太多且

效果与第 5.2 和 5.3 小节的实验结果一致, 因此没有一一罗列.

表 2 的单位都是秒 (s), 其中数值求解方法分别采用了我们编写的共轭梯度法 (conjugate gradient

method, CGM) 和 MATLAB 自带的解线性方程的方法. 分析表 2 所示的结果, 可见: (1) 纵向看, 随

着维度的增加, 计算时间都呈现出类似指数型的增加; (2) 横向看, 同为对进行时间对比, ODE45 耗时

远优于离线预处理部分的耗时, 但又大幅度高于执行赋值程序和 CGM程序的总时间或者执行赋值和

MATLAB 的在线处理的总时间; (3) 相对而言, 未优化的 CGM 在求解效率上还是远低于 MATLAB

自带解线性方程的方法. 例如, 当 n = 256 时, ODE45 用时为 423.307 s, 不足离线耗时的一半, 如果已

经采用离线构造好符号矩阵, 则只需要在线进行赋值和数值求解; 其中执行赋值程序和 CGM 程序的

总时间 (34.428 + 278.196) s 约为 ODE45 耗时的 3/4, 执行赋值程序和 MATLAB 自带求解程序的总

时间 (34.428 + 96.903) s 约为 ODE45 耗时的 1/3, 造成这一现象的原因在于 F 矩阵的带状特殊结构

以及我们未对 CGM 进行算法优化, 针对这一现象, 我们将在下一步的工作中提出解决方案.

注 5.1 优化求解方法主要计算量都在构造特殊矩阵的符号求解过程, 但对于结构相同、数值不

同的线性常微分方程, 例如, 针对同一系统做多次求解计算, 我们可以只离线进行一次预处理, 之后就

可以直接进行在线的赋值和数值求解, 极大地提高了计算效率.

6 总结

为了回答线性常微分方程的初值问题中如何确定它的全局误差上界和提高它解的质量这两个问

题, 我们在定义残差的基础上分别提出了误差估计方法和优化求解方法.

经过理论推导和实验验证, 误差估计方法能够较好地实现对数值解的前向误差上界的估计, 其估

计的上界主要取决于最大特征值的实部, 通常小于 Lipschitz 常数. 当系统稳定时, 误差估计上界趋于

稳定, 与第 5.1 小节结果一致; 当系统不稳定时, 误差估计上界呈指数增长, 且增长速度与前向误差保

持一致, 与第 5.3 小节结果一致; 从第 5.4.1 小节的性能对比实验结果可知, 在相同条件下, 误差估计

方法的估计精度优于 VNODE-LP 方法.
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对于优化求解方法, 我们提出了一种基于共轭梯度的线性常微分方程最优解计算方法, 仅通过求

解构造的线性方程处理线性常微分方程问题, 可以直接得到全局最优解. 同时, 构造的大规模稀疏矩

阵 F 具有良好的结构特性, 整个过程可利用并行计算方法进行求解, 只需要对 4n× 4n 大小的符号矩

阵进行符号积分求解, 然后分别代入网格点值和状态矩阵求解其数值矩阵. 该优化求解方法能够求得

数值解在插值空间上的最小残差解, 与 MATLAB 自带的求解器进行大量对比实验表明, 在网格相同

的情形下, 该方法整体都优于现有的数值求解器的方法. 同时, 通过实验 5.4.2 的计算性能对比结果可

知, 优化求解方法特别适用于先离线进行预处理, 然后再进行在线赋值和数值计算的场景, 此种组合

计算方法效率达到最高.

不难发现, 本文的优化求解方法不仅适用于线性常微分方程系统的初值问题, 同时还适用于边界

值问题. 下一步工作将研究线性常微分方程边界值问题的误差估计, 并基于误差估计上界给出相应的

边界值问题优化求解方法.

致谢 感谢两位匿名审稿人对本文提出的宝贵建议.
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Global error estimation for linear ordinary differential equations
and their numerical optimal solutions

Wenqiang Yang & Wenyuan Wu

Abstract Solving initial value problems (IVPs) for linear ordinary differential equations (ODEs) plays an impor-
tant role in many applications. There are various numerical methods and solvers to obtain approximate solutions
typically represented by points. However, few works about estimation of global errors can be found in literature.
In this paper, we first use Hermite cubic spline interpolation at mesh points to represent the solution, and then
we define this residual obtained by substituting the interpolation solution back to ODEs. Then the global error
between the exact solution and an approximate solution can be bounded by using the residual. Moreover, solving
ODEs can be reduced to an optimization problem of the residual in certain solution space which can be solved
by the conjugate gradient method by taking advantage of sparsity of the corresponding matrix. The examples in
the paper show that our estimation works well for linear ODE models and the refinement can find solutions with
smaller global errors than some popular methods in MATLAB without additional mesh points.
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