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摘要:[目的]对2022年福建漳州烟草公司品牌销售数据开展动态聚类,以揭示数据深层结构,支撑市场策略优化.[方
法]研究综合运用EM算法与高斯混合模型进行参数估计及动态聚类.依托统计软件实现算法流程,包括参数初始化、

EM迭代优化及基于概率分布的聚类,严格遵循统计原则保障结果客观性.[结果]新算法有效估计概率模型参数,实现

烟草品牌精准动态聚类.分析揭示了各品牌类别的差异化特征,为市场策略定制及产品组合优化提供依据.算法准确计

算品牌在各类别中的概率分布,增强了决策的精准性.同时,算法具备灵活性与适应性,可随市场变化动态调整.[结论]
本研究提出的基于混合高斯分布与EM算法的数据分析方法,为市场数据分析提供了新视角.该方法提高了数据分析

的精度与效率,助力企业在复杂市场环境中制定科学策略,具有良好的应用价值与推广前景.
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Abstract:[Objective]ItemploystheEMalgorithmandGaussianmixturemodelsfordynamicdataclustering,aswellasfocuseson
2022salesdataoftobaccobrandsfromZhangzhouTobaccoCompany,Fujian,touncoverdatapatterns.[Methods]Inthisstudy,we
usetheEMalgorithmwithGaussianmixturemodelsforparameterestimationanddynamicclustering.Weapplystatisticalsoftware
toimplementthealgorithmonsalesdata.Theprocessinvolvesinitializingparameters,applyingEMforrefinement,andclustering
basedonprobabilitydistributions,aswellasadherestostatisticalprinciplesforaccurate,impartialresults.[Results]Ourfindings
demonstratethatthenewalgorithm,combiningtheEMalgorithmwithGaussianmixturemodels,effectivelyestimatesprobability
modelparameters.Thisapproachachievesprecisemultipleclusteringoftobaccobrands,andrevealsdetailedcategorycharacteristics
andofferingcomprehensivedecisionsupport.Itaccuratelycalculateseachbrand􀆳sprobabilitydistributionacrosscategories,aswellas
providesarobustbasisfortailoringmarketstrategiesandoptimizingproductportfolios.Themethod􀆳sadherencetostatistical
principlesensuresclassificationaccuracyandimpartiality.Recognizingthebusinessenvironment􀆳scomplexity,theapproachallows
flexiblecategoryadjustmentstoadapttomarketchanges,thusenhancingitspracticality.Inthestudy,wederivemathematical
formulasforparameterupdatesandimprovethealgorithm􀆳sprecisioninproblem-solving.Simulationsandempiricalanalysesvalidate
themethod􀆳ssuperiorperformancewithmixeddistributiondataandshowcasesitspotentialinreal-worldapplications.Itsignificantly
enhancestheunderstandingofmarketdynamics,andsupportssalesstrategyformulationwithdata-driveninsights.Theresearchnot
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onlyadvancesfieldsofmixeddistributionmodelsanddataclassificationbutalsoaidsinthedigitalandintelligenttransformationof
relatedindustries.Byintroducingbrandprobabilitydistributions,itaddsflexibilityandpracticalitytodataanalysis,thusbecominga
crucialtoolforenterprisestothriveincompetitivemarkets.Finally,themethod􀆳sabilitytoadapttomarketchangesprovidesnuanced
insightsandpositionsitasavaluableassetforbusinessesseekingtooptimizetheirstrategies.[Conclusions]Thisstudyproposesan
efficientdataparameterestimationanddynamicclassificationmethodbasedonmixtureGaussiandistributionsandtheEMalgorithm.
Itoffersin-depthinsightsintobrandcategoriesandcomprehensivedecisionsupportthroughprecisedataanalyses.Theflexibilityof
themethodanditsadaptabilitytomarketchangesallowittomeetdiverseclientneedspractically.Theproposedresearchcontributes
newperspectivestomixeddistributionmodelsanddataclassification,andsupportsthedigitalandintelligentupgradingofindustries.
Byemphasizingbrandprobabilitydistributions,itenhancesdataanalysis􀆳sflexibilityandpracticality,andbecomesakeytoolfor
businessestoexcelincompetitivemarkets.
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  在当今竞争激烈的市场中,品牌间竞相推出多

样化、个性化的产品以吸引消费者.面对市场迅速变

化和消费者偏好的不断演进,卖家面临诸多挑战.为
了应对这些挑战,准确捕捉市场动态和快速调整策

略至关重要,而销售数据的深入分析和动态监控成

为解决这一问题的关键.通过精确分析销售数据,使
卖家能够洞察市场需求、消费者行为和竞争对手的

动态,进而能够更精准地制定战略决策,以优化产品

线和营销策略.基于数据的决策方式有助于降低市

场风险,提升资源利用效率,推动可持续发展.因此,
构建一套完善的数据分析体系,对销售数据进行精

确而动态的分析,已成为现代卖家提升竞争力、应对

市场挑战的核心策略.
与传统意义上的聚类分析不同,本研究所使用的

动态聚类分析结合了EM算法与混合模型,致力于探

索数据背后的概率模型,从贝叶斯理论的角度上对品

规的分类进行二次更新.这种研究方法可以使销售公

司依据当下的市场动态及消费者偏好及时做出品规

分类等政策调整,以更好地服务社会.
在过去的几十年,前人用混合模型解决了各式各

样的复杂数学建模问题,混合模型在识别模型,如信

息检索、语音识别、计算机视觉、入侵检测等方面都得

到了广泛应用.混合模型还可以有效应用于机器学习

中的无监督学习,在精算、市场营销、医学、生物学、天
文学、工程学等领域也应用得较为深入[1],如:心理学

中评估人的理解和认知能力[2],天文学中表征恒

星[3],生物学中依据基因的特征数据推理系统的发生

树[4],图像重建中正电子发射的断层成像问题[5].
混合Gaussian分布是最近几十年比较流行的工

具,因为其可以近似任意连续分布且拥有良好的计算效

果,因此常被用于拟合观测数据的分布.Rasmussen[6]

提出了无限Gaussian混合模型,克服了传统Gaussian
混合模型中需要预先指定混合分量数量的限制.

混合模型诞生之后其参数估计是要解决的最大

问题,运用最多且耳 熟 能 详 的 是 最 大 似 然 估 计

(maximumlikelihoodestimation,MLE),其实现目标

即为找到最大化似然函数的最优解作为参数估计值.
此外,考虑到期望最大化(EM)算法[7]对初始值的选

取较为敏感,初始值选择不当极其容易收敛到局部

最优解或产生过拟合的现象,相对于EM算法贝叶

斯估计通过给定参数的先验分布得到其后验分布,
则较为稳定,将二者结合也是一种参数估计的解决

思路.
20世纪70年代,Dempster等[7]提出EM算法求

解模型的参数估计近似值,一时引起轰动,随之在

1984年Randner等[8]介绍了在统计建模中使用混合

密度的概念,并探讨了 MLE以及EM算法在处理混

合密度模型中的应用;2023年,杜让[9]致力于探讨如

何利用EM算法进行时间序列数据分析,并提出了一

种基于EM算法的分析方法,为解决股票数据中的问

题提供了理论和方法支持;在信号处理方面,Moon[10]

提供了对EM算法的全面理解,为信号处理领域的研

究者和从业者提供了重要的参考资料;Bilmes[11]提供

了关于EM算法的简明教程以及其在参数估计中的

应用,特别是在高斯混合模型和隐马尔可夫模型中的

应用.
本研究的目标是提供一种新的分析工具,帮助企

业更好地理解市场动态和消费者偏好的演变,从而制

定更有效的市场进入和产品开发策略.通过这项研

究,我们希望能够增强行业的适应能力和竞争优势,
推动数据驱动决策方面的进步.

1 理论基础

1.1 聚类分析

聚类分析是无监督机器学习中的一项关键技术,
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它能根据数据间的相似性自动将数据归类,形成不

同的簇群.这种方法摆脱了对预定义标签或类别的

依赖,深入挖掘数据本身的内在结构和联系,从而揭

示出那些不易察觉的模式.在诸如市场细分、用户画

像描绘、异常侦测以及特征抽取等多个领域,聚类分

析都发挥着不可或缺的作用.通过聚类,可以更深入

地理解数据的分布情况和特性,为后续的监督学习

提供宝贵的先验知识,进而优化模型的性能和精

确度.
然而,聚类分析也存在一些固有的局限性.它对

于初始参数和算法的选择极为敏感,不同的参数设

置或算法选择往往会导致截然不同的聚类结果.例
如,K-means算法要求预先指定簇的数量,这一参数

的选择往往基于主观判断或需通过数据驱动的方法

(如肘部法)来确定[12].层次聚类和基于密度的聚类

在原理上存在显著差异[13],因此它们的分类结果也

可能大相径庭.即便是在使用相同算法的情况下,不
同的距离指标也会导致分类结果的差异.此外,聚类

分析在处理高维度数据、形状复杂的数据集以及包

含噪声或异常值的数据时,其表现可能会不尽如人

意,这可能会导致错误的聚类或产生难以解读的

结果.
传统的聚类方法并未深入探索待聚类数据背后

的生成机制和概率原理,而只是采用了一套通用且合

理的方法来进行数据分类.然而,探索是否能用一个

通用的概率模型来表征聚类数据,如Gaussian混合模

型,不仅能描绘出数据分组的概率分布,还能通过合

适的算法来估算模型参数,从而揭示出数据生成的深

层逻辑[14].这种方法能够在提供聚类结果的同时,估
计数据生成的概率模型参数,有助于更深入地理解数

据的生成过程.

1.2 概率模型底层逻辑

设Θ 为一随机变量,其概率分布如下所示,其中

第j个分布参数为θj 的概率为pj:

Θ~
θ1 θ2… …θK

p1 p2… …pK  .
将所有样本数据的产生机制总结如下:随机变量

Θ首先产生θ1,…,θK,这里K 为混合项数,将其作为

参数向量从分布f1(x|θ1),…,fK(x|θK)中分别生成

n1,…,nK 个数据(可以是高维数据),其中∑K
i=1ni=n.

将这n个数据混合在一起记作Xi,…,Xn 作为样

本,需要注意的是每一混合项是否出现未知,故将上

述分布总结为形式(1),其中,H=(p1,…,pK,θ1,…,

θK)为参数向量,pj 为x来自第j个混合项的概率,θj

为其他参数向量,分布函数

f(x|H)=∑
K

j=1
pjfj(x|θj),j=1,…,K. (1)

本文的目的在于将这n个样本数据按照原来的

生成机制分为K 类,并估计出对应的模型参数θj 以

及混合比例参数pj.下文将使用EM算法进行实现,
并分为一维情形和高维情形进行迭代等式的推导以

及算法实现的介绍.

1.3 EM算法与一般分布结合

EM算法是一种迭代优化算法,用来求解含有隐

变量的概率模型参数的最大似然估计,在统计数据分

析、机器学习等领域中有着广泛的应用,EM算法在探

寻聚类数据背后的概率模型时展现了卓越的能力.通
过其独特的迭代机制,即使在面临隐藏变量或数据缺

失的复杂情境下,它也能稳健地剥离出数据的深层

结构和概率分布.这一过程不仅有助于提升对聚类

数据生成机制的理解,更为后续的数据挖掘、模式识

别及预测分析提供了坚实的基础.EM算法的这一特

性,使其在数据处理和机器学习领域具有不可替代

的价值.

1.3.1 一维情形

设X= (X1,…,Xn)是一组样本,其中每个Xi,
i=1,…,n是一维的,这个样本来自于密度函数为

f(x|H)的混合分布总体:

f(x|H)=∑
K

j=1
pjfj(x|θj), (2)

其中,H=(p1,…,pK,θ1,…,θK)为参数向量,pj 为x
来自第j个混合项的概率,θj(j=1,…,K)为总体的

其他参数向量,K 为有限混合项数.
根据EM算法的理论,引入潜变量Z= (Z1,…,

Zn),其中Zi∈{1,…,K}.当Zi=j时,表示样本Xi

是由第j个分量产生的,即[Xi|Zi=j]~fj(x|θj),
且Z的分布律可以假设为Zi~P(Zi=j)=pj,j=
1,…,K.

因此在引入潜变量Z后,对数似然函数为

l(H|X,Z)=∑
n

i=1
log(pZifZi

(Xi|θZi
)). (3)

假设在第k+1步迭代中估计值H(k)已知,则通过

EM算法的E步和M步可得迭代等式,计算出H(k+1).
E步:
Q(H,H(k))=EZ(l(H|X,Z))=

 ∑
K

j=1
∑
n

i=1
[log(pj)·p(j|Xi,H(k))+
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 log(fj(Xi|θj))·p(j|Xi,H(k))], (4)
其中第j个观测样本Xi 取自于第j个分量的概率可

表示为

p(Zi =j|Xi,H(k))=p(j|Xi,H(k)). (5)
因此由贝叶斯公式得

p(j|Xi,H(k))= p(k)j ·fj(Xi|θ(k)j )

∑K

j=1p
(k)
j ·fj(Xi|θ(k)j )

. (6)

M步:
在M步中要最大化上述Q(H,H(k)),求满足期

望最大化的解H(k+1),需要先求对于参数θ的一阶偏

导数为0时的θ(k+1):
􀆟Q(H,H(k))

􀆟θ =0. (7)

由于∑K

j=1pj=1,因此求p(k+1)
j 时为带约束的优

化问题,要用拉格朗日乘子法进行求解:

Lagrange=Q(H,H(k))+λ∑
K

j=1
pj-1  , (8)

最终结果为

p(k+1)
j =1n∑

n

i=1
p(j|Xi,H(k))=

 1n∑
n

i=1

p(k)
j ·fj(Xi|θ(k)j )

∑K

j=1p
(k)
j ·fj(Xi|θ(k)j )

. (9)

1.3.2 高维情形

在高维情形下,设X=(X1,…,Xn)是一组样本,
其中每个Xi,i=1,…,n是P 维的,这个样本来自于

密度函数为f(x|H)的混合分布总体:

f(x|H)=∑
K

j=1
pj∏

M

m=1
fjm(x|θjm), (10)

其中:H=(p1,…pK,θ11,…,θKP)为参数向量;pj 为

x来自第j个混合项的概率,j=1,…,K,K 为有限

混合项数;θjm为总体的其他参数向量,m =1,…,M;
M 为自变量维数.

根据EM算法的理论,引入潜变量Z= (Z1,…,
Zn),其中Zi∈{1,…,K},当Zi =j时表示样本Xi

是由 第j 个 分 量 产 生 的,即 [Xi |Zi =j]~

∏M
m=1fjm(Xim|θjm)且Z的分布律可以假设为Zi ~

P(Zi =j)=pj,j=1,…,K.
因此在引入潜变量Z后,对数似然函数为

l(H|X,Z)=log(∏
n

i=1
pZi∏

M

m=1
fZim(Xim|θZim

))=

 ∑
n

i=1
logpZi∏

M

m=1
fZim
(Xim|θZim

)  . (11)

假设在第k+1步迭代中估计值H(k)已知,则通过

EM算法的E步和M步可得迭代等式,计算出H(k+1).
E步:
Q(H,H(k))=EZ(l(H|X,Z))=

 ∑
K

j=1
∑
n

i=1
[log(pj)·p(j|Xi,H(k))+

 ∑
M

m=1
log(fjm(Xim|θjm))·p(j|Xi,H(k))],(12)

其中第j个观测样本Xi 取自于第j个分量的概率可

表示为

p(Zi =j|Xi,H(k))=p(j|Xi,H(k)), (13)
因此由贝叶斯公式得:

p(j|Xi,H(k))= p(k)
j ·fj(Xi|θ(k)j )

∑K

j=1p
(k)
j ·fj(Xi|θ(k)j )

=

 
p(k)

j ·∏M
m=1fjm(Xim|θ(k)jm )

∑K

j=1p
(k)
j ·∏M

m=1fjm(Xim|θ(k)jm ).
(14)

M步:
在M步中要最大化上述Q(H,H(k)),求满足期

望最大化的解H(k+1),需要先求参数θ的一阶偏导数

为0时的θ(k+1):
􀆟Q(H,H(k))

􀆟θ =0. (15)

由于∑K

j=1pj=1,因此求p(k+1)
j 时为带约束的优

化问题,要用拉格朗日乘子法进行求解:

Lagrange=Q(H,H(k))+λ∑
K

j=1
pj-1  , (16)

最终结果为

p(k+1)
j =1n∑

n

i=1
p(j|Xi,H(k))=

 1n∑
n

i=1

p(k)j ·∏M
m=1fjm(Xim|θ(k)jm)

∑K

j=1p
(k)
j ·∏M

m=1fjm(Xim|θ(k)jm)
.(17)

由于本节为一般分布情形,没有具体表达式,因
此关于参数可识别的问题请见1.4节.

1.4 EM算法与混合Gaussian分布结合

混合Gaussian分布因其灵活性、表示能力、泛化

能力、聚类能力和生成数据的能力而备受推崇.其灵

活性使其能够适应各种形状的数据分布,出色的泛化

能力使其在处理不确定性和异常值时表现鲁棒,而聚

类能 力 使 其 成 为 强 大 的 聚 类 算 法.同 时,混 合

Gaussian分布还可以生成与原始数据相似的新数据

样本,为数据分析和建模提供了便利.因此将1.3节

的一般算法应用于混合Gaussian分布,在本节中给出

一维和高维情形下算法的迭代等式的推导过程以及

算法的具体流程.
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1.4.1 一维情形

设X= (X1,…,Xn)是一组样本,其中每个Xi,

i=1,…,n是一维的,这个样本来自于密度函数为

f(x|H)的混合高斯分布总体:

f(x|H)=∑
K

j=1
pjfj(x|θj)=

 ∑
K

j=1
pj

1
2πσj

e-
(x-μj)

2

2σ2j
,

其中μj 为第j个混合项的期望,σ2j 为第j个混合项的

方差,记θj =(μj,σ2j),j=1,…,K,则H =(p1,…,

pK,θ1,…,θK)为参数向量,pj 为x来自第j个混合项

的概率,K 为有限混合项数.
如一般情形的思想将总体密度函数代入计算迭

代算式,省略中间步骤,现将该算法的步骤总结如下:
步骤0 选用合适的方法确定初始值,记为μ

(0)
j ,

σ(0)j ,p(0)
j ,其中j=1,…,K.
步骤1 利用迭代等式首先确定p(j|Xi,H(0)):

p(j|Xi,H(0))=
p(0)

j · 1
2πσ(0)j

e-
(xi-μ

(0)
j )2

2σ2(0)j

∑K

j=1p
(0)
j · 1

2πσ(0)j
e-

(xi-μ
(0)
j )2

2σ2(0)j

.

(18)
步骤2 然后利用迭代等式确定μ

(1)
j ,σ2(1)j ,p(1)

j :

μ
(1)
j =∑

n
i=1Xi·p(j|Xi,H(0))

∑n
i=1p(j|Xi,H(0))

, (19)

σ2(1)j =∑
n
i=1
(Xi-μ

(1)
j )2·p(j|Xi,H(0))

∑n
i=1p(j|Xi,H(0))

,(20)

p(1)
j =1n∑

n

i=1
p(j|Xi,H(0)). (21)

步骤3 然后利用更新后的参数确定p(j|Xi,

H(1)):

p(j|Xi,H(1))=
p(1)

j · 1
2πσ(1)j

e-
(Xi-μ

(1)
j )2

2σ2(1)j

∑K

j=1p
(1)
j · 1

2πσ(1)j
e-

(Xi-μ
(1)
j )2

2σ2(1)j

.

(22)
步骤4 重复上述步骤直到达到最大迭代步数或

者参数全部收敛.
最后,利用Gaussian分布一维情形的表达式进行

模型可识别的说明,高维情形可类比说明.证明模型

可识别的思路为首先求出Q 表达式关于参数μ 和σ
的信息矩阵,再证明该矩阵的正定性.设信息矩阵为

I,有如下表达式:

I=
a1,1 … a1,2K
… … …

a2K,1 … a2K,2K

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 . (23)

经计算可得:

aj,j=􀆟2Q
􀆟μ2j

=-∑
n
i=1p(j|Xi,H(k))

σ2j
,1≤j≤K,

(24)

aj,j =􀆟2Q
􀆟θ2j =∑

n

i=1

1
2p
(j|Xi,H(k))σ-4

j -

 ∑
n

i=1
(Xi-μj)2p(j|Xi,H(k))σ-6

j ,

 K+1≤j≤2K, (25)

aj,j+K = 􀆟2Q
􀆟μj􀆟θj

=

 -∑
n
i=1
(Xi-μj)p(j|Xi,H(k))

σ4j
,

 1≤j≤K, (26)
aj1,j2 =0,其他元素均为0. (27)
利用矩阵行列式可得det(I)=a1,1·a2,2·…·

a2K,2K,由上式易得aj,j ≠0,j=1,…,2K,且aj,j·
aj,j+K >0,1≤j≤K,因此可得det(I)>0,故信息

矩阵正定,模型可识别.由于模拟实验以及实证分析

均为销售数据,数据量不大,因此对参数估计的收敛

速度影响不大,所以没有考虑.

1.4.2 高维情形

在高维情形下,设X=(X1,…,Xn)是一组样本,
其中每个Xi(i=1,…,n)是P维的,这个样本来自于

密度函数为f(x|H)的高斯混合分布总体:

f(x|H)=∑
K

j=1
pj∏

M

m=1
fjm(x|θjm)=

 ∑
K

j=1
pj∏

M

m=1

1
2πσjm

e-
(x-μjm)

2

2σ2jm
, (28)

其中:μjm为第j个混合项的第m 个维度上的期望;σ2jm
为第j个混合项的第m 个维度上的方差;记θjm =
(μjm,σ2jm),j=1,…,K,m=1,…,M,则H=(p1,…,

pK,θ11,…,θKM)为参数向量,pj 为自变量来自第j
个混合项的概率,K 为有限混合项数,M 为自变量

维度.
类似一维情形,将该算法的步骤总结如下:
步骤0 选用合适的方法确定初始值,记为μ

(0)
jm ,

σ2(0)jm ,p(0)
j ,其中j=1,…,K;m=1,…,M.

步骤1 利用迭代等式首先确定p(j|Xi,H(0)):

p(j|Xi,H(0))=
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p(0)

j ·∏M
m=1

1
2πσ(0)jm

e-
(Xim-μ

(0)
jm )2

2σ2(0)jm

∑K

j=1p
(0)
j ·∏M

m=1
1
2πσ(0)jm

e-
(Xim-μ

(0)
jm )2

2σ2(0)jm

. (29)

步骤2 然后利用迭代等式确定μ
(1)
jm ,σ2(1)jm ,p(1)

j :

μ
(1)
jm =∑

n
i=1Xim·p(j|Xi,H(0))

∑n
i=1p(j|Xi,H(0))

, (30)

σ2(1)jm =∑
n
i=1
(Xim -μ

(1)
jm )2·p(j|Xi,H(0))

∑n
i=1p(j|Xi,H(0))

,(31)

p(1)
j =1n∑

n

i=1
p(j|Xi,H(0)). (32)

步骤3 然后利用更新后的参数确定p(j|Xi,
H(1)):

p(j|Xi,H(1))=

 
p(1)

j ·∏M
m=1

1
2πσ(1)jm

e-
(Xim-μ

(1)
jm )2

2σ2(1)jm

∑K

j=1p
(1)
j ·∏M

m=1
1
2πσ(1)jm

e-
(Xim-μ

(1)
jm )2

2σ2(1)jm

. (33)

步骤4 重复上述步骤直到达到最大迭代步数或
者参数全部收敛.

2 模拟实验

模拟实验中,设计混合Gaussian分布的一维和高
维情形.

一维情形依据μ1=0.0000,μ2=5.0000,μ3=
10.0000,μ4=15.0000,μ5=20.0000;σ21=1.0000,
σ22=2.2500,σ23=4.0000,σ24=2.2500,σ25=1.0000;
p1=0.2000,p2=0.2000,p3=0.2000,p4=0.2000,
p5=0.2000的参数初始设置生成100个样本,参数

估计的均方误差为EMS
μ =0.0221、EMS

σ =0.0079、
EMS

p =0.0001.然后利用模拟生成的样本进行动态聚

类,第一次聚类结果如表1所示,经过第一次聚类后

将五类中的数据更新,第二次聚类结果如表2所示,
聚类结果的混淆矩阵如表3所示.

高维情形依据以下参数初始设置生成100×10
个样本:

μ1=(1.0000,6.0000,11.0000,16.0000,
 21.0000,26.0000,31.0000,36.0000,
 41.0000,46.0000),

μ2=(2.0000,7.0000,12.0000,17.0000,
 22.0000,27.0000,32.0000,37.0000,
 42.0000,47.0000),

μ3=(3.0000,8.0000,13.0000,18.0000,
 23.0000,28.0000,33.0000,38.0000,
 43.0000,48.0000),

μ4=(4.0000,9.0000,14.0000,19.0000,
 24.0000,29.0000,34.0000,39.0000,
 44.0000,49.0000),

表1 混合高斯分布一维动态聚类结果

Tab.1 OnedimensionaldynamicclusteringresultsofmixedGaussiandistribution

初始分类 聚类结果

P1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

P2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

P3 3 3 3 4 3 3 3 3 3 3 3 3 3 4 3 4 2 3 3 3

P4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 3 4 4 4 4 4 4 4 4

P5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5

表2 混合高斯分布一维二次动态聚类结果

Tab.2 OnedimensionalquadraticdynamicclusteringresultsofmixedGaussiandistribution

初始分类 聚类结果

P1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

P2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

P3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 4 3 3 3 3

P4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 3 3 3

P5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
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表3 高斯分布一维情形动态聚类混淆矩阵

Tab.3 ConfusionmatrixofGaussiandistribution
one-dimensionaldynamicclustering

R
P

I II III IV V

I 20 0 0 0 0
II 0 20 0 0 0
III 0 1 16 3 0
IV 0 0 1 19 0
V 0 0 0 0 20

μ5=(5.0000,10.0000,15.0000,20.0000,
 25.0000,30.0000,35.0000,40.0000,
 45.0000,50.0000),

σ21=σ22=σ23=σ24=σ25=(1.0000,1.0000,
 1.0000,1.0000,1.0000,1.0000,1.0000,
 1.0000,1.0000,1.0000),

p1 =0.2000,p2 =0.2000,p3 =0.2000,p4 =
0.2000,p5 =0.2000.参数估计的均方误差为

EMS
μ =0.0115、EMS

σ =0.1757、EMS
p 约为0.然后利用

模拟生成的样本进行动态聚类,第一次聚类结果如表4
所示,经过第一次聚类后将五类中的数据更新,第二次聚

类结果如表5所示,聚类结果的混淆矩阵如表6所示.
由于每类样本数相同且每类样本同等重要,因此选

用宏平均(Macro-Averaged)来计算各种指标,从聚类效

果表7可知,Accuracy、Macro-AveragedPrecision以

及Macro-AveragedF1Score都接近1,可以说明本文

的聚类方法具有可行性以及较高的准确率.

表4 混合高斯分布高维动态聚类结果

Tab.4 High-dimensionaldynamicclusteringresultsofmixedGaussiandistribution

初始分类 聚类结果

P1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
P2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
P3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 2 3 3 3 3 3 3 3 3 3
P4 3 4 4 3 4 4 4 3 3 4 4 5 4 4 4 4 4 4 3 4
P5 5 5 4 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5

表5 混合高斯分布高维二次动态聚类结果

Tab.5 High-dimensionalquadraticolynamicclusteringresultsofmixedGaussiandistribution

初始分类 聚类结果

P1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
P2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
P3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 2 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
P4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
P5 5 5 4 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5

表6 高斯分布高维情形动态聚类混淆矩阵

Tab.6 ConfusionmatrixofGaussiandistribution
high-dimensionaldynamicclustering

R
P

I II III IV V

I 20 0 0 0 0
II 0 19 1 0 0
III 0 1 19 0 0
IV 0 0 5 14 1
V 0 0 0 1 19

3 实证分析

3.1 数据说明和预处理

数据预处理是任何数据分析项目成功的关键步

骤,特别是在处理实际业务数据时,这一步骤显得尤

为重要.本研究中的数据集由漳州烟草公司提供,涵
盖了2019至2021年间的销售记录,包括但不限于销

售量、销售额、动销率、社会存销比等多维度信息.在
进行深入分析之前,对原始数据执行一系列预处理步
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表7 聚类结果

Tab.7 Clusteringresults

维度 Accuracy
Macro-Averaged
Precision

Macro-Averaged
F1Score

一维情形 0.9500 0.9882 0.9724
高维情形 0.9100 0.9557 0.9160

骤,以确保数据质量和分析的准确性.
首先,对数据集进行清洗,包括去除重复记录、修

正不一致的数据格式和处理缺失值.特别地,对于缺

失值的处理,采取不同策略:对于少量缺失的数值型

数据,使用该字段的中位数进行填充;对于分类数据,
使用最频繁出现的类别进行替代.这一步骤旨在保留

尽可能多的数据,同时减少缺失值对模型性能的潜在

影响.
其次,针对高维数据特征,通过分析特征间的相

关性和重要性去除一些冗余和不相关的特征,同时减

少模型的复杂度.
经数据预处理,最终得到156个样本的12个特征

的数据,数据特征分别为:销量、条均价、品类销售份

额、品类销售额增长率、品牌认知度、总客户数、上柜率、
单品溢价率、零售价格指数、零售毛利率、销售速率.

这里并未提前进行数据的标准化,这是由于下文

要针对不同模型的特征采用不同的方法进行数据的

标准化.
在应用本文的模型进行实验之前,由于并未指定

初始聚类数,因此首先使用肘部法、轮廓图等常见方

法,确定聚成五类最为合理(也可以根据实际需求提

前指定聚类数量),然后使用K 均值、层次聚类、密度

聚类等基础分类算法进行聚类,以此为对照组以及基

础来进行下述模型的实验,这五类品规的特征总结

如下.
N1:高潜力品规,具有较强的发展及培育潜力,消

费认可度高,当前市场需求较强且供给缺口较大.如
中华(双中支)、七匹狼(软灰)等.

N2:低潜力品规,具有一定的发展和培育潜力,当
前市场需求略大于供给,供给缺口不大.如七匹狼(古
田红车灰)、七匹狼(尚品)等.

N3:平衡型品规,供需处于相对平衡状态,增量空

间较小.如七匹狼(古田金中支)、云烟(软如意).
N4:弱需求品规,有一部分消费群体,产生较小的

市场需求,有需求但终端动销速度较慢.如冬虫夏草

(和润)、七匹狼(厦门)等.

N5:待转化品规,供需处于严重的失衡状态,基本

无消费需求,大量库存积压在终端门店.如天子(千里

江山细支)、泰山(儒风细支)等.

3.2 实验目的说明

首先,以上述已经分好类的数据为基础,利用其

类样本均值、类样本方差、似然函数等数字特征为依

据产生的参数作为初始值,使用前述算法迭代计算每

个模型的参数,可以观察与原始类的参数差距,衡量

本文算法与上述分类算法的评价标准相似性,但这不

能说明每种分类算法的优劣.
其次,对新数据实现动态二次聚类,这里用到的

思想是贝叶斯定理:

P(j|X)=P(X|j)P(j)
P(X) =

 P(X|j)P(j)

∑K

j=1P(X|j)P(j)
, (34)

其中:P(j|X)表示新数据X被分在第j类中的概率,
是后验概率;P(X|j)表示新数据X就在第j类中的概

率,相当于似然;P(j)就是上文中的pj,称为先验概

率;K 表示类别数,在这里为5.
利用估计好参数的模型计算上述后验概率P(j|

X),j=1,…,K,并比较,选取最大的P(j|X)对应的

类别j,依此可以实现对新样本的聚类.

3.3 混合Gaussian分布参数估计

3.3.1 一维情形

在一维情形中仅选取“销量”一列来进行分析,即
数据维度为156×1,μ和σ2的初始值设置为每一类数

据的样本均值和样本方差,使用Xi =Xi-X
S(X)

进行数

据预处理,X 为样本平均值,S(X)为样本标准差.使
用混合Gaussian分布对应的算法,设置迭代次数为

100,得到参数估计结果为μ1=0.0000,μ2=0.0000,

μ3=0.0000,μ4=0.0000,μ5=0.0000;σ21=0.9679,
σ22=0.9679,σ23=0.9679,σ24=0.9679,σ25=0.9679;

p1=0.2419,p2=0.1269,p3=0.2433,p4=0.2331,
p5=0.1365.

3.3.2 高维情形

在高维情形中选取所有列进行分析,即数据维度

为156×12,μ和σ2的初始值设置为每一类数据的每

一特征的样本均值和样本方差,p的初始值为原始五

类占总数的比例.得到参数估计结果为:

μ.1=(-0.0582,0.0086,-0.0033,-0.0478,
 0.0058,-0.0538,-0.0162,-0.0054,
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 0.0012,0.0082,-0.0336),

μ.2=(-0.0857,0.0127,-0.0040,-0.0143,
 -0.0708,0.0119,-0.0829,-0.0299,
 -0.0109,0.0002,0.0101,-0.0447),

μ.3=(-0.1025,0.0191,-0.0078,-0.0199,
 -0.0867,0.0173,-0.1024,-0.0450,
 -0.0171,-0.0030,0.0117,-0.0493),

μ.4=(-0.1283,0.1235,-0.0541,-0.1306,
 -0.0966,0.0082,-0.1366,-0.0478,
 0.0293,0.0206,0.0857,-0.0148),

μ.5=(0.6055,-0.2300,0.0927,0.2452,
 0.5011,-0.0823,0.6200,0.2333,0.0213,
 -0.0221,-0.1620,0.2294);
σ2.1=(0.7996,0.9636,0.9575,0.9594,0.8316,
 0.9717,0.8360,0.9754,0.9724,0.9759,
 0.9658,0.8778),
σ2.2=(0.7430,0.9552,0.9458,0.9477,0.7901,
 0.9794,0.7852,0.9805,0.9669,0.9752,
 0.9611,0.8568),
σ2.3=(0.7162,0.9565,0.9378,0.9459,0.7646,
 0.9874,0.7587,0.9864,0.9602,0.9721,
 0.9580,0.8511),
σ2.4=(0.6792,1.1371,0.9545,1.1205,0.7298,
 0.9883,0.7231,0.9886,1.1507,1.1102,
 1.0847,0.8911),
σ2.5=(1.9695,0.7555,1.1139,0.8029,1.8439,
 0.8574,1.7237,0.8085,0.7437,0.7483,
 0.8136,1.4966);

p1=0.2388,p2=0.1244,p3=0.2392,p4=
0.2377,p5=0.1554.

3.4 动态聚类

在以下对于数据聚类的实证分析中,继续应用混

合Gaussian分布对应的算法作为主要的分析工具,利

用前述EM算法迭代优化参数.

3.4.1 一维情形

步骤0 使用我们的数据训练模型,得到估计的

参数μj 和σj;
步骤1 首先随机在数据中选取一个作为新数

据,这里仅仅使用“销量”这一特征,记为数据x;
步骤2 计算原始数据“销量”一列的均值μ以及

标准差σ;
步骤3 将新数据x标准化,即:

x=x-μ
σ
;

步骤4 将标准化后的数据代入以下公式进行计

算后验概率:

P(j|x)=
pj

1
2πσj

e-
(x-μj)

2

2σ2j

∑K

j=1pj
1
2πσj

e-
(x-μj)

2

2σ2j

; (35)

步骤5 比较5个后验概率的大小,选择最大的

后验概率对应的j作为其最后分类.
以下为一维情形一个数据的编程实现结果:第一

个数据586.21(初始分类为第一类),计算各类的后验

概率分别为:0.2464、0.1292、0.2478、0.2375、
0.1391,可以看出最大的为第三类对应的后验概率,
其次为第一类,且两者相差不大,说明这个数据依据

特征“销量”应归入第三类或第一类.对于所有数据的

二次动态聚类结果如表8所示.
从表8可以看出被分在第一类、第三类、第五类

的数据点比较少,因此可以认为这三类不是当时市场

的主流和群众的消费主流.这里我们去除这三类数据

点,仅留下第二类和第四类进行再聚类,结果如表9
所示.

去除一些样本点后,可以发现被分到第五类的

样本居多,被分到第一、二、三、四类的样本较少,因

表8 烟草公司销售数据基于混合高斯分布的一维二次动态聚类结果

Tab.8 One-dimensionalquadraticdynamicclusteringresultsoftobaccocompanysalesdatabasedonmixedGaussiandistribution

初始分类 聚类结果

P1 4222244111242423424444442344

P2 444454254444444444

P3 42322422314453232235213444454252224344

P4 4444444444444244444444244442444444444444

P5 44344444444444444444444444444
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表9 烟草公司销售数据基于混合高斯分布的一维二次动态聚类结果(去除部分样本点)

Tab.9 One-dimensionalquadraticdynamicclusteringresultsoftobaccocompanysalesdatabasedonmixedGaussian
distribution(excludingsomedatapoints)

初始分类 聚类结果

P1 11113441131143444445154

P2 5555515555555555

P3 5331533553131441453113444

P4 5555554555555145545145145551555454545555555

P5 5445555555544555555555554454

此这里可以断定分成五类也许不合适,而两类更合

适,因此再将上述样本数据分成两类,将表8中第四

类作为新的第一类初始分类,共有109个样本点,将

第二类作为新的第二类初始分类,共有26个样本点,
最终结果如表10所示,可以看到分为两类此时是合

适的.

表10 烟草公司销售数据基于混合高斯分布的一维二次动态聚类结果(分为两类)

Tab.10 One-dimensionalquadraticdynamicclusteringresultsoftobaccocompanysalesdatabasedonmixedGaussian
distribution(dividedintotwocategories)

初始分类 聚类结果

P1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

P2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3.4.2 高维情形

步骤0 使用数据训练模型,得到估计的参数μjm

和σjm;
步骤1 首先随机在我们的数据中选取一个作为

新数据,记为数据x;
步骤2 计算原始数据每一列的均值μm 以及标

准差σm;
步骤3 将新数据x按列标准化,即:

xm =xm -μm

σm
;

步骤4 将标准化后的数据代入以下公式进行计

算后验概率:

P(j|x)=
pj∏M

m=1
1
2πσjm

e-
(x-μjm)

2

2σ2jm

∑K

j=1pj∏M
m=1

1
2πσjm

e-
(x-μjm)

2

2σ2jm

;(36)

步骤5 比较5个后验概率的大小,选择最大的

后验概率对应的j作为其最后分类.
以下为高维情形一个数据的编程实现结果:选取

第一个数据(586.21,121.90,0.23,0.06,52991790.3,
0.34,177101,0.75,1.05,1.00,0.13,0.03)(初始分

类为第一类),计算各类的后验概率分别为:0.1795、
0.0978、0.1907、0.2756、0.1859可以看出最大的为

第四类对应的后验概率,说明该数据依据这12个特

征应归入第四类.对于所有数据的二次动态聚类结果

如表11所示.
从表11可以看出被重新分类到第一类的样本点

极少,而且没有被分到第二类中的数据点,因此删去

这次分类中被分到第一类的数据,继续将剩下的样本

点分为五类,所得结果如表12所示.
从表12可以看到,只有被分到第一类、第四类、

第五类的数据,第二类和第三类没有被分到数据,因
此考虑将数据分为三类,与一维相同的想法,将第一

次结果中被分到第三类的数据作为新的初始第一类,
被分到第四类的数据作为新的初始第二类,被分到第

五类的数据作为新的初始第三类,最终分成三类的结

果如表13,可以看到最终数据均被分到了第一类,说
明用全部指标作为评判标准所有品规在我们的算法
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表11 烟草公司销售数据基于混合高斯分布的高维二次动态聚类结果

Tab.11 High-dimensionalquadraticdynamicclusteringresultsoftobaccocompanysalesdatabasedonmixedGaussiandistribution

初始分类 聚类结果

P1 3434333555433334333333333333

P2 333553553334333334

P3 33533534554455351451153333334333343343

P4 3433433333333553333513543435433431433343444

P5 34553443334433333344344331334

表12 烟草公司销售数据基于混合高斯分布的高维二次动态聚类结果(去除部分样本点)

Tab.12 High-dimensionalquadraticdynamicclusteringresultsoftobaccocompanysalesdatabasedonmixedGaussian
distribution(excludingsomedatapoints)

初始分类 聚类结果

P1 14545114451115141111511

P2 1415554444114144

P3 1551454445545111145555141

P4 141141111411455115155154444544144541

P5 1451441144455411144144555554

表13 烟草公司销售数据基于混合高斯分布的高维二次动态聚类结果(分成三类)

Tab.13 High-dimensionalquadraticdynamicclusteringresultsoftobaccocompanysalesdatabasedonmixedGaussian
distribution(dividedintothreecategories)

初始分类 聚类结果

P1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

P2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1

P3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

中可以视为有相同的发展潜力.
要说明的是,分类结果看似是“静态”,实则可以

看作“动态”,其背后的逻辑其实是对于每一个样本

点,都会得到一个概率分布,因此两种情形都会得到

109个概率分布,最终所呈现的分类结果为在这个分

布中最大的pj 对应的那一类j.
这里使用保险精算中的布尔曼信度对一维分为

两类的现象进行解释.布尔曼信度因子Z是用于确定

先验信息和个体经验数据在预测或分类模型中的相

对重要性的一个权重,通常表示为:

Z= T
T+K

,

K =v/a,

v=E[V[X|θ]],
a=V[E[X|θ]],

其中:T为经验数据的观察次数(如年数),K 为与过

程方差和假设均值方差相关的参数,V 表示求方差,v
为组内差异,a为组间差异.

在这里计算一维情形中的布尔曼信度以对结果

进行说明,经计算可得:

E[X1|θ1]=192.39,

E[X2|θ2]=1153.94,

V[X1|θ1]=32250.31,

V[X2|θ2]=136194.76,
因此,有
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E[X|θ]~
E[X1|θ1] E[X2|θ2]

p1 p2  =
 
192.39 1153.94
109
135

26
135  ,

V[X|θ]~
Var[X1|θ1]Var[X2|θ2]

p1 p2  =
 
32250.31 136194.76
109
135

26
135  .

故

v=E[V[X|θ]]=32250.31×109135+

 136194.76×26135=52269.24,

a=V[E[X|θ]]=109135×

 192.39-109135×192.39-26135×1153.94  2+
 26135× 1153.94-109135×192.39-26135×

 1153.94 2=143772.6.

进一步计算可得

K =v
a =0.3636,

Z= T
T+K = 135

135+0.3636=0.9973139.

经计算可得一维情况中的布尔曼因子约为0.99,
这表示样本数据中个别数据点对最终类别的影响极

大.此时,如果结合了具有强烈偏见的先验参数信息,
可能导致所有样本数据最终都被分类到同一类别中.

布尔曼信度因子Z在统计决策过程中用于衡量

个体数据与整体数据的相对重要性.一个接近1的Z
值表明个体数据对总体分类结果的影响非常大.当这

种高信度因子与先验信息结合时,如果先验信息本身

具有将数据归类到某一特定类别的倾向,这种倾向会

被放大,从而导致所有数据都倾向于被分到这一类.
高信度因子可能导致分类模型过度适应(过拟

合)到某些特定的样本数据特征上,尤其是当这些数

据与强先验信息一致时.这种情况下的分类结果虽然

可能在训练集上表现良好,但在新的或未知的数据上

可能无法保持同样的表现,因为模型缺乏泛化能力.
当所有样本数据都被分到同一类别中时,可能忽

视了数据内在的多样性和复杂性.这种做法在面对具

有不同特征或属于真实多类的新数据时,可能导致错

误的分类决策,增加决策的风险.

在实际应用中,需要对Z值进行仔细的调整和管

理,以平衡先验信息和样本数据的影响.适当降低Z
值,使得决策过程更多地考虑到数据的整体分布特

性,有助于提高模型对新情况的适应能力和决策的可

靠性.

4 总结与展望

本文基于混合Gaussian分布和EM算法提出了

一种高效的数据参数估计和动态分类方法.该方法不

仅深入剖析了各品类的详细特征,更通过精准的数据

分析,为客户提供全面、详尽的决策支持.特别值得一

提的是,它能够精确计算出每个品类在各个类别中的

概率分布,为市场策略的定制、产品组合的优化提供

坚实的数据基础.
在品类分类的过程中,应秉持科学、客观的统计

学原则,确保分类结果的准确性和公正性.同时,考虑

到商业环境的复杂多变,允许根据实际情况灵活调整

品类分类更有利于适应市场的快速变化.这种灵活性

使得本文方法更具实用性,能够更有效地满足客户的

多样化需求.
从理论层面,详细推导了参数更新的数学公式,

使得算法更加精准地适应各类问题的求解.通过模拟

实验和实证分析,验证了该方法在处理混合分布数据

时的卓越性能,并展示了其在实际应用中的巨大潜

力.这些研究不仅有助于理解市场数据,还为销售策

略的制定提供了有力的数据支撑.
此外,本研究不仅为混合分布模型和数据分类领

域带来了新的发展思路,也为相关行业的数字化转型

和智能化升级提供了有力的支持.特别是,通过引入

品类概率分布的概念,为数据分析注入了更多的灵活

性和实用性,使其成为了企业和组织在激烈市场竞争

中脱颖而出的关键工具.
尽管当前研究取得了初步成果,但未来仍有多个

方向值得进一步探索.首先,可以考虑采用混合

Erlang分布等具有优良性质的模型来拟合数据,以简

化模型复杂度同时保持拟合效果.其次,针对EM算

法对初始值敏感的问题,研究如何设定合适的初始值

以加快算法收敛速度和提升优化效果.再者,将信度

因子推广至高维情形,以更准确地衡量高维数据的风

险特征.同时,探讨在初始概率模型中考虑θ连续分布

的情况,以扩展模型的应用范围.
此外,将本研究方法与其他领域问题结合,如解

决团簇质谱数据分析的相关问题,求解组成成分个
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数、具体组成成分、各个成分在团簇中所占比例,如最

终的分子式可能为:
x1La3++x2NiC4O4NH5+x3CH3O-+
 x4O2-+x5OH-+x6H2O+x7H+,

在限制条件之下进行求解:
1≤x1≤5; 0≤x2≤8;
0≤x3≤10; 0≤x4≤10;
0≤x5≤10; 0≤x6≤3;
0≤x7≤10;xi∈Z(i=1,…,7).

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

未来研究应在更广泛的行业和应用背景下测试

这些模型的适用性和扩展性,以优化模型结构和参数

估计方法,更好地服务于商业分析和决策制定.
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