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摘要 单位球面中紧致极小超曲面的陈省身问题和陈省身猜想是微分几何中最重要的研究课题之一.

本文介绍单位球面中紧致极小超曲面的陈省身问题和陈省身猜想的研究进展以及最新的研究现状.
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1 引言

令 Sn+1(1)为 n+1维单位球面,考虑 n+1维单位球面中的极小超曲面. 通过计算单位球面中极

小超曲面的第二基本形式模长平方 S 的 Laplace, Simons [25] 证明了对于 n+1维单位球面 Sn+1(1)中

的 n维紧致极小超曲面,如果 S 6 n,则 S ≡ 0或者 S ≡ n. Chern等 [9] 证明了 Clifford环 Sm(
√

m
n )×

Sn−m(
√

n−m
n ), 1 6 m 6 n − 1 是单位球面中满足 S ≡ n 的唯一的极小超曲面 (参见文献 [16]).

Chern 等 [9] 还提出了下面的重要问题 (参见文献 [35]):

陈省身问题 对于单位球面 Sn+1(1) 中的具有常数量曲率的 n 维紧致极小超曲面, 下面的结论是

否成立?

(1) S 6 c(n), 其中 c(n) 是一个只依赖于 n 的常数;

(2) 第二基本形式模长平方 S 的值是离散的;

(3) 在相差一个刚体运动下, S 的值可以完全决定这个超曲面.

由 Simons [25] 的结果可知, 如果 S 6 n, 则 S = 0 或者 S = n. 著名的陈省身猜想表述如下:

陈省身猜想 对于单位球面 Sn+1(1) 中具有常数量曲率的 n 维紧致极小超曲面, 如果 S > n, 则

S > 2n.
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注 1.1 对于陈省身问题和陈省身猜想, 数量曲率是常数这一条件是必要的. 事实上, Otsuki [21]

证明了单位球面 Sn+1(1) 中存在很多紧致的极小超曲面满足 n − ϵ1 < S < n + ϵ2, 其中 ϵ1 > 0 和

ϵ2 > 0.

本文介绍关于单位球面中紧致极小超曲面的陈省身问题和陈省身猜想的进展.

2 基本公式

令 Mn 是单位球面 Sn+1(1) 中的 n 维超曲面. 选取一个局部单位正交标架 {e⃗1, . . . , e⃗n, e⃗n+1}, 它
的对偶标架为 {ω1, . . . , ωn, ωn+1}, 使得 {e⃗1, . . . , e⃗n} 是 Mn 的局部正交标架. 限制在 Mn 上,

ωn+1 = 0.

因此有

ωn+1,i =

n∑
j=1

hijωj , hij = hji.

Mn 的平均曲率 H 和第二基本形式 α⃗ 定义如下:

H =
1

n

n∑
i=1

hii, α⃗ =

n∑
i,j=1

hijωi ⊗ ωj e⃗n+1.

如果 H ≡ 0, 则称 Mn 为极小超曲面. 由 Mn 的结构方程可以得到如下的 Gauss 方程、Codazzi 方程

和 Ricci 公式:

Rijkl = (δikδjl − δilδjk) + (hikhjl − hilhjk), (2.1)

hijk = hikj ,

hijkl − hijlk =
∑
m

himRmjkl +
∑
m

hmjRmikl,

hijklm − hijkml =
∑
a

hajkRailm +
∑
a

hiakRajlm +
∑
a

hijaRaklm,
(2.2)

其中 hijk = ∇khij、hijkl = ∇lhijk 和 hijklm = ∇mhijkl.

对于单位球面 Sn+1(1) 中的极小超曲面, 从 (2.1) 可知, 数量曲率 r 为

r = n(n− 1)− S,

其中 S 是 Mn 的第二基本形式模长的平方. 从上述公式可知, r 是常数当且仅当 S 是常数.

定义函数 f3 和 f4 如下:

f3 =
n∑

i,j,k=1

hijhjkhki, f4 =
n∑

i,j,k,l=1

hijhjkhklhli.

对于极小超曲面, 有

1

3
∆f3 = (n− S)f3 + 2C, (2.3)

1

4
∆f4 = (n− S)f4 + (2A+B), (2.4)
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其中

C =
∑
i,j,k

λih
2
ijk, A =

∑
i,j,k

λ2
ih

2
ijk, B =

∑
i,j,k

λiλjh
2
ijk,

λi 是 Mn 的主曲率. 如果第二基本形式的模长平方 S 是常数, 则有∑
i

hii =
∑
i

λi = 0, S =
∑
i,j

h2
ij =

∑
i

λ2
i ,∑

i,j,k

h2
ijk = S(S − n),

∑
p

hijpp = (n− S)hij ,

hijij − hjiji = (λi − λj)(1 + λiλj),

(2.5)

并且, ∑
i,j,k,l

h2
ijkl + S(S − n)(2n+ 3− S) + 3(2B −A) = 0. (2.6)

3 陈省身猜想

本节讨论陈省身猜想, 现在复述如下:

陈省身猜想 对于单位球面 Sn+1(1)中的具有常数量曲率的 n维紧致极小超曲面,如果 S > n,则

S > 2n.

3.1 一般情形

Peng 和 Terng [23] 是最先开始研究陈省身猜想的数学家并取得了如下突破性的成果:

定理 3.1 对于单位球面 Sn+1(1) 中的具有常数量曲率的 n 维紧致极小超曲面, 如果 S > n, 则

S > n+
1

12n
.

证明 最主要的想法是证明如下的一些估计:

(1) A− 2B 6 S(S − n);

(2) 存在一点 p 和一个主曲率 λk 满足不等式

f3λk − Sλ2
k > − 2

3n
S2;

(3)
∑

i,j,k,l h
2
ijkl >

3

2S

∑
(S + f3λk − Sλ2

k)
2.

由 (2.6), 可以得到

S(S − n)(4S − 2n− 3) > 3

2
S

(
1− 2

3n
S

)2

.

因此,

S > n+
1

12n
.

证毕.

特别地, 当 n = 3 时, Peng 和 Terng [23] 解决了陈省身猜想, 得到了如下定理:
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定理 3.2 对于单位球面 S4(1) 中的具有常数量曲率的 3 维紧致极小超曲面, 如果 S > 3, 则

S > 6.

证明 当 n = 3 时,

f4 =
1

2
S2.

定理证明的主要想法如下:

(1) 根据 f4 = 1
2S

2, 证明 ∑
i,j,k,l

h2
ijkl 6 3S(S − 3)2;

(2) 应用极大值原理, 证明存在一点 q 满足 f3(q) = 0;

(3) 在 q 点, λ1 = −λ3 = −
√

S
2 , λ2 = 0 并且

∑
i,j

h2
ij2 > 1

3
S(S − 3);

(4) 在 q 点, 证明

∑
i,j,k,l

h2
ijkl >

6

S

(
1

3
S(S − 3)2 +

1

2
S

)2

+
3

4
S(S2 − 4S + 6).

这样就可以得到

S(S − 6)(19S − 42) > 0.

因此, 如果 S > 3, 则 S > 6.

关于陈省身猜想, 对于 n > 4 的情形, Yang 和 Cheng [31–33] 作出了重要突破. 他们证明了如下

定理:

定理 3.3 对于单位球面 Sn+1(1) 中的具有常数量曲率的 n 维紧致极小超曲面, 如果 S > n, 则

S > n+
1

3
n.

证明 为了证明定理, 首先, 将 hijkl 对称化并记为 uijkl, 则

uijkl :=
1

4
(hijkl + hjkli + hklij + hlijk).

可以得到 ∑
i,j,k,l

h2
ijkl =

∑
i,j,k,l

u2
ijkl +

3

2
{Sf4 − f2

3 − 2S2 + nS}. (3.1)

令 S − n = tS 且定义函数 f 如下:

Sf = Sf4 − f2
3 − S3

n
.

我们能证明如下的不等式:∑
i,j,k,l

u2
ijkl >

1

2
Sf − 2A+

t

1− t

(
2 +

1

2
t

)
S2
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+
4

tS2

∑
i

λ2
i

(∑
j

λ2
jhjji

)2

+
1

S
f3

∑
i,j,k

2λih
2
ijk +

1

S2

(∑
i,j,k

λih
2
ijk

)2

. (3.2)

从而

S(S − n)(S − 2n− 3) + 3(A− 2B) > 2Sf − 2A+ 2t(1 + t)
S3

n
+

4

tS2

∑
i

λ2
i

(∑
j

λ2
jhjji

)2

+
1

S
f3

∑
i,j,k

2λih
2
ijk +

1

S2

(∑
i,j,k

λih
2
ijk

)2

. (3.3)

为了证明定理, 需要证明下面的引理. 对任意一点 p ∈ Mn, 定义

λ1 = max
16i6n

λi, λ2 = min
16i6n

λi. (3.4)

引理 3.1 如果 Mn 是单位球面 Sn+1(1) 中具有常数量曲率的极小超曲面, 则对任意一点 p, 有

f > (λ1 − λ2)
2

λ2
1 + λ2

2

(
S

n
+ λ1λ2

)2

,

3(A−B) 6 (1− α)(λ1 − λ2)
2tS2 6

(
S + 2

{
Sf + S3

n

4

} 1
3
)
(1− α)tS2,

∑
k

(∑
i

λ2
ihiik

)2

6 1 + 2α

3
tS2f,

(∑
i,j,k

λih
2
ijk

)2

6
[
1

3
(A+ 2B)− 4

3

∑
k

n+ 2

(n+ 2)S + 2nλ2
k

(∑
i

λ2
ihiik

)2]
tS2,

(3.5)

其中非负常数 α 满足 α 6 1 且 αtS2 =
∑

i h
2
iii.

引理 3.2 令Mn 是单位球面 Sn+1(1)中的具有常数量曲率的 n维紧致极小超曲面. 如果 S > n,

并且 u > 0, c0 > 0 和 β > 0,

(β + t)c0u = (u− 1 + uc0)
2,

则存在一点 p0 ∈ Mn 使得, 在 p0 点处,

tS2

(
S − 2n− 3− 2(1 + t)

S

n
− (β − 1− 4u)

S

n

)
> {1 + β − (3 + t)u}Sf −

(
4 +

4

3
β − 5u

)
(A−B)

+

{
4

√
2(n+ 2)β

3nt
− 2(n+ 2)

nt
− 3(c0 + 1)u

}
1

S

∑
j

(∑
i

λ2
ihiij

)2

. (3.6)

由 (3.3)、引理 3.1 和 3.2, 通过冗长的计算, 可以证明

S > n+
n

3
.

证毕.
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3.2 f3 为常数时的陈省身猜想

由第 3.1 小节知, 陈省身猜想在 n = 3 时已经由 Peng 和 Terng [23] 解决. 对于 n > 4 的情形, 虽

然有部分结果, 但是陈省身猜想还没被解决. 当 n = 4 时, Lusala 等 [18] 在 f3 = 0 且数量曲率非负的

假设条件下解决了陈省身猜想. 后来, Deng 等 [11] 在 f3 = 0 的条件下证明了数量曲率是非负的, 从而

在 f3 = 0 的假设条件下解决了陈省身猜想.

定理 3.4 对于单位球面 S5(1) 中的具有常数量曲率且 f3 = 0 的 4 维紧致极小超曲面, 如果

S > 4, 则 S > 12.

注 3.1 这里的 f3 = 0 当且仅当极小超曲面是 Willmore 超曲面, 即极小超曲面是 Willmore 泛

函的临界点 (参见文献 [17]).

对于更一般的情形, n > 4 且 f3 是常数的情形, Yang 和 Cheng [33] 证明了下面的结果:

定理 3.5 对于单位球面 Sn+1(1) 中的具有常数量曲率且 f3 为常数的 n 维紧致极小超曲面, 如

果 S > n, 则

S > n+
2

3
n.

最近, Cheng 等 [8] 改进了 Yang 和 Cheng [33] 的结果, 他们证明了如下定理:

定理 3.6 对于单位球面 Sn+1(1) 中的具有常数量曲率且 f3 为常数的 n 维完备极小超曲面, 如

果 S > n, 则 S > 1.8252n− 0.712898.

注 3.2 在上面的定理中, 只需要假设极小超曲面是完备的, 完备是比紧致更弱的一个拓扑条件.

定理 3.6 的证明 因为 f3 是常数, 所以有

tSf3 = 2C,

并且可以证明, 对于任意 α, 都有∑
i,j,k,l

u2
ijkl > 2α

(
2B +A− 2

f3
S
C − t

1− t
S2

)
− 2α2Sf +

C2

S2
+

t

2(1− t)
tS2, (3.7)

且

Sf +
t

1− t
S2 = Sf4 − f2

3 − S2 = A− 2B. (3.8)

从

S(S − n)(S − 2n) =
∑
i,j,k,l

u2
ijkl +

3

2
S(S − n)− 3

2
(A− 2B), (3.9)

可以得到如下结论:

注 3.3 如果能证明 ∑
i,j,k,l

u2
ijkl +

3

2
S(S − n)− 3

2
(A− 2B) > 0,

则陈省身猜想在 f3 为常数的条件下就解决了.

因为 S 是常数, 由 Gauss 方程可知 Ricci 曲率是有下界的. 对函数 f4, 利用 Omori [20] 和 Yau [34]

的广义极大值原理, 可知存在点列 {pm}∞m=1 ⊂ Mn 满足

lim
m→∞

f(pm) = sup f4, lim
m→∞

|∇f4(pm)| = 0, lim
m→∞

sup∆f4(pm) 6 0.
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因为 S 是常数,对于任意 i、j、k 和 l, {λi(pm)}、{hijk(pm)}和 {hijkl(pm)}是有界的序列,则可以假设

lim
m→∞

λi(pm) = λ̄i, lim
m→∞

hijk(pm) = h̄ijk lim
m→∞

hijkl(pm) = h̄ijkl.

以下的计算都是对 λ̄i、̄hijk 和 h̄ijkl 来说的. 为简单起见, 去掉 .̄ 我们有

tSf4 > 2A+B

和

tf2
3 > (2− t)A+ (1 + 2t)B − tS2. (3.10)

因为

C2 =

(∑
i,j,k

λih
2
ijk

)2

6 1

3
(A+ 2B)tS2, (3.11)

令 α = −3−4t
2 , 得到

∑
i,j,k,l

u2
ijkl −

3

2
(A− 2B) +

3

2
S(S − n) > 4t2 − 9t+ 3

3(1− t)
(A−B)− 2t

t

1− t
S2,

即

S(S − n)(S − 2n) > 4t2 − 9t+ 3

3(1− t)
(A−B)− 2t

t

1− t
S2 (3.12)

和

t >
9−

√
33

8
.

从 A−B 6 2
3 tS

3 和 (3.12), 可以证明

S >

√
465− 7

8
n− 9

4

(
1−

√
465

31

)
≈ 1.82048n− 0.684881. (3.13)

为了证明定理, 需要对 A−B 作一个更优的估计. 根据 hijk 的对称性, 可知

3(A−B) =
∑

i̸=j ̸=k ̸=i

(λ2
i + λ2

j + λ2
k − λiλj − λiλk − λjλk)h

2
ijk

+ 3
∑
i ̸=j

(λ2
i + λ2

j − 2λiλj)h
2
iij . (3.14)

因为, 对任意的 i 和 j, 都有

−λiλj 6
1

4
(λi − λj)

2,

且对 3 个不同的 i、j 和 k, 可知 λiλj、λiλk 和 λjλk 中至少有一个是非负的. 我们可以证明

3(A−B) 6
(
S + 2

{
Sf + S3

n

4

} 1
3
)∑

i,j,k

h2
ijk =

(
S + 2

{
Sf + S3

n

4

} 1
3
)
tS2. (3.15)

根据

S − n = tS, (1− t)Sf 6 1

3
(A−B), A−B 6 2

3
tS3 (3.16)
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和 ak 的定义

a1 = 2, ak+1 = 1 + 2

(
1

36

t

1− t
ak +

1

4n

) 1
3

, (3.17)

可得

3(A−B) 6 ak+1tS
3.

从 (3.12) 以及上面的估计, 得到

S > 1.8252n− 0.712898. (3.18)

证毕.

4 陈省身问题

本节讨论陈省身问题:

陈省身问题 对于单位球面 Sn+1(1) 中的具有常数量曲率的 n 维紧致极小超曲面, 下面的结论是

否成立?

(1) S 6 c(n), 其中 c(n) 是一个只依赖于 n 的常数;

(2) 第二基本形式模长平方 S 的值是离散的;

(3) 在相差一个刚体运动下, S 的值可以完全决定这个超曲面.

4.1 3 维时的陈省身问题

对于 n = 3 的情形, Peng 和 Terng [22] 证明了如下定理:

定理 4.1 令 M3 是 4 维单位球面中的具有常数量曲率的紧致极小超曲面. 若每一点处, M3 都

有 3 个不同的主曲率, 则 S = 6 且 M3 是 Cartan 等参极小超曲面.

证明 因为 n = 3, 所以 f4 = 1
2S

2 和 f3 = 3(λ2
i − S

2 )λi. 由于 M3 是紧致的, 所以存在点 p, 使得

f3 在 p 点处达到最大值, 即 f3(p) = max f3. 为了证明定理, 下面分 4 个步骤.

(1) 因为 M3 是极小的并且在每一点处都有 3 个不同主曲率, 不妨设 λ1 < λ2 < λ3. 又因为 S 是

常数, 在点 p 处, 可以证明如下结论:

• hiik = 0 对于任意 i 和 k 成立, 且 h123 = 1
6S(S − 3);

• hiijk = 0、hiiik = 0 和 hkiii = 0 对于任意 i ̸= j ̸= k ̸= i 成立;

•

3
∑
i,j

h2
iijj − 2

∑
i

h2
iiii = 3S(S − 3)2. (4.1)

(2) 因为 f3 在 p 点取得最大值, 所以 ∆f3 6 0. 由 f3 = 3(λ2
i − S

2 )λi, 对于任意 i, 可以证明

f3(p) > 0, λ1 < λ2 < 0,
S

6
< λ2

1 <
S

2
, 0 < λ2

2 <
S

2
.
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(3) 因为对于任意 j, 都有
∑
i

hiijj(p) = 0,

∑
i

hiijj(p)λi = −
∑
i,k

h2
ikj = −1

6
S(S − 3),

其中 hiijj = hjjii + (1 + λiλj)(λi − λj), 所以通过求解上面的方程组, 可以得到

hiijj = −1

3
(S − 3)λi + giλj + Zgigj ,

其中

gi = λ2
i −

f3
S
λi −

S

3
, ∀ i,

Z 是一个常数.

(4) 从第 3 步和 (4.1), 有

Z

(
S2

6
− f3(p)

2

S

)
=

(
1

3
− 1

S

)
f3(p)±

√
f3(p)

2

S2

(
19

9
S2 − 8

3
S + 1

)
+

7

9
S(S − 6)

(
S − 15

7

)
.

由 f3 = 3(λ2
i − S

2 )λi, 对于任意 i 和

1

3
∇j∇jf3(p) =

∑
i

hiijjλ
2
i +

∑
i,k

h2
ikj(λi + λk) 6 0,

可以证明 f3 是常数.

从而可知, M3 是具有 3 个不同主曲率的等参极小超曲面. 因此, S = 6 且 M3 是 Cartan 等参极

小超曲面.

根据定理 4.1, 为了解决 3 维时的陈省身问题, 只需要证明如果有一个点 p 处的不同主曲率个数

是 2, 则 S = 3 (参见文献 [3]).

定理 4.2 令 M3 是 4维单位球面中的具有常数量曲率的极小超曲面. 如果点 p ∈ M3 处的不同

主曲率个数是 2, 则 S = 3 且 M3 局部上是 Clifford 极小超曲面.

证明 因为 M3 在点 p 有 2 个不同的主曲率, 可以假设 λ1 = λ2 ̸= 0 且 λ3 = −2λ1, S = 6λ2
1. 因

为 M3 是极小的且 S 是常数, 所以可得 h11k = −h22k 且 h33k = 0. 因为 λ1 = λ2, 可以假设 h123 = 0.

定义

a = h2
113, b = h2

111 + h2
112,

可以得到

6a+ 4b = S(S − 3).

(1) 证明如下结论:

• hijkl 关于指标 {i, j, k, l} 是对称的, 除非 {i, j, k, l} 是 {1, 1, 3, 3} 或者 {2, 2, 3, 3} 的置换;

•
h3311 = h3322 =

2

3λ1
(a+ b), h3333 =

2a

3λ1
, h3312 = 0, h3313 =

2

3λ1
h113h111,

h1111 = h2222, h1133 = h2233 = − a

3λ1
, h3323 =

2

3λ1
h113h112.
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(2) 通过计算
∑

i,j,k h
2
ijk1、

∑
i,j,k h

2
ijk2 和

∑
i,j,k h

2
ijk3, 可以证明

x+ 2y =
26

9
a2 +

7

18
ab− b2 − 5

4
Sb,

其中

x = λ2
1(3h

2
1123 + 3h2

2213 + h2
1113 + h2

2223) 和 y = λ2
1(h

2
1111 + h2

1112).

(3) 根据 Ricci 恒等式, 通过计算
∑

i,j,k hijk(h33ijk − hijk33), 可得

x+ 4aλ1h1111 = −34

9
a2 − 4

3
ab+

4

3
b2 + λ2

1(72λ
2
1 − 18)a+ λ2

1(40λ
2
1 − 8)b.

根据步骤 (2) 和 (3) 的断言, 可以证明 a = b = 0, 即 S = 3. 由 Chern 等 [9] 的结果可知, M3 局部上是

Clifford 环.

注 4.1 由定理 4.1 和 4.2 可知, 3 维的陈省身问题已经解决 (参见文献 [2]).

4.2 4 维时的陈省身问题

对于 n = 4, Deng 等 [11] 研究了陈省身问题并且在 f3 = 0 的条件下回答了陈省身问题. 事实上,

他们证明了如下定理:

定理 4.3 对于单位球面 S5(1) 中的具有常数量曲率的 4 维紧致 Willmore 极小超曲面, S 满足

S 6 12.

由上述定理和 Gauss 方程可知, 数量曲率是非负的, 再根据 Lusala 等的结果, 可得如下定理:

定理 4.4 对于单位球面 S5(1) 中的具有常数量曲率的 4 维紧致 Willmore 极小超曲面, S = 0,

4, 12 且 M4 是下列之一:

(1) S4(1);

(2) Clifford 环 S2(
√

1
2 )× S2(

√
1
2 );

(3) 具有 4 个不同主曲率的 Cartan 极小超曲面.

最近, Cheng 和 Wei [7] 在更弱的拓扑条件下, 即完备的条件下, 通过利用 Omori 和丘成桐的广义

极大值原理证明了如下定理:

定理 4.5 对于单位球面 S5(1) 中的具有常数量曲率且 f3 = 0 的 4 维完备的极小超曲面, S 满

足 S 6 12.

证明 因为 f3 =
∑

i λ
3
i ≡ 0, 所以有

λ1 + λ4 = −(λ2 + λ3) = 0.

因为数量曲率是常数, 所以由 Gauss 方程可知 M4 的截面曲率是有界的. 对函数 f4 利用 Omori [20]

(参见文献 [34]) 的广义极大值原理, 存在点列 {pm}∞m=1 ⊂ M4 满足

lim
m→∞

f4(pm) = sup f4,

lim
m→∞

|∇f4(pm)| = 0,

lim
m→∞

sup∇l∇lf4(pm) 6 0, l = 1, 2, 3, 4.

(4.2)
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从 (2.4) 和 (2.5) 可知, 对于任意 i、j、k 和 l, {λi(pm)}、{hijk(pm)} 和 {hijkl(pm)} 是有界的序列. 这

样, 可以假设 (如果有必要, 可以取 {pm} 的子点列)

lim
m→∞

λi(pm) = λ̂i, lim
m→∞

hijk(pm) = ĥijk, lim
m→∞

hijkl(pm) = ĥijkl, ∀ i, j, k, l.

从现在开始, 为方便起见, 关于 λ̂i、̂hijk 和 ĥijkl 的所有计算, 本文都去掉 .̂

因为 λ1 + λ4 = −λ2 − λ3 = 0, 如果 λ1 = λ2, 则有

sup f4 = sup

(
S2

4
+ (λ2

1 − λ2
2)

2

)
=

S2

4
= inf f4,

我们知道 f4 ≡ S2

4 是常数且在任意点 λ1 = λ2. 在这种情形下, S = 4. 因此, M4 是 Clifford 环.

以下假设 λ1 < λ2. 因此,

λ1 < λ2 < λ3 < λ4, λ1 + λ4 = −λ2 − λ3 = 0.

令 λ2
1 = tλ2

2 和 a = 1
λ2
2
. 若 S > 12, 则

t > 1, a <
1 + t

6
.

为了证明定理, 下面分为 4 个步骤.

(1) 因为 M4 是 Willmore 极小且 S > 4 是常数, 所以由 (4.2) 可知

∑
i

hiik = 0,

∑
i

λihiik = 0,

∑
i

λ2
ihiik = 0,

∑
i

λ3
ihiik = 0.

因此, 对于任意 i, k = 1, 2, 3, 4, 都有 hiik = 0.

(2) 通过直接计算可知

h1234 = 0, h123h124h134h234 = 0.

不妨假设 h123 = 0 或 h134 = 0.

(3) 若 h123 = 0, 根据
h2
123 + h2

124 + h2
134 + h2

234 =
1

6
S(S − 4),

λ4h
2
123 + λ3h

2
124 + λ2h

2
134 + λ1h

2
234 = 0,

λ2
4h

2
123 + λ2

3h
2
124 + λ2

2h
2
134 + λ2

1h
2
234 =

1

9
S2(S − 4)− 1

6
{Sf4 − S2},

则有 
h2
124 + h2

134 + h2
234 =

1

6
S(S − 4),

λ3h
2
124 + λ2h

2
134 + λ1h

2
234 = 0,

λ2
3h

2
124 + λ2

2h
2
134 + λ2

1h
2
234 =

1

9
S2(S − 4)− 1

6
{Sf4 − S2}.

141



成庆明等: 极小超曲面的陈省身问题和陈省身猜想

通过解方程组可知, 若 S > 12, 则

2h2
134 = − 2(t+ 1)

9(
√
t− 1)

{(t2 + 8t+ 1)− 3
√
t(t+ 1)− (5t+ 5− 6

√
t)a}λ4

2 < 0. (4.3)

这是不可能的.

(4) 若 h134 = 0, 则
h2
123 + h2

124 + h2
234 =

1

6
S(S − 4),

λ4h
2
123 + λ3h

2
124 + λ1h

2
234 = 0,

λ2
4h

2
123 + λ2

3h
2
124 + λ2

1h
2
234 =

1

9
S2(S − 4)− 1

6
{Sf4 − S2}.

(4.4)

通过解线性方程组可知

2λ1(λ1 − λ2)h
2
123 =

5S2

72
(S − 4)− S

6
(λ2

1 − λ2
2)

2 − S

6
(S − 4)λ1λ2,

(λ2
1 − λ2

2)h
2
124 =

S

6

[(
λ2
1 −

5S

12

)
(S − 4) + (λ2

1 − λ2
2)

2

]
,

2λ1(λ1 + λ2)h
2
234 =

5S2

72
(S − 4)− S

6
(λ2

1 − λ2
2)

2 +
S

6
(S − 4)λ1λ2.

(4.5)

通过直接计算有

1

4
∇1∇4f4 = −Sh123h234,

1

4
∆f4 =

8

3
(S − 6)λ2

1λ
2
2 −

S2

18
(S − 10).

(4.6)

从
1

16
(∆f4)

2 > 1

16
{∇1∇1f4 +∇4∇4f4}2 > 1

4
∇1∇1f4 · ∇4∇4f4 > 1

4
(∇1∇4f4)

2,

得到

16(t+ 1)2

81

{
− t2 + 10t− 1 + (5t2 − 26t+ 5)

a

t+ 1

}2

> 16(t+ 1)4

81t(t− 1)
{[t2 + 8t+ 1− 5(t+ 1)a]2 − 9t(t+ 1− 2a)2}. (4.7)

如果 S > 12, 则上述不等式不成立.

因此, 得到 S 6 12.

注 4.2 关于单位球面中的不假设数量曲率是常数的 n 维紧致极小超曲面的刚性研究, 参见文

献 [3, 4,12,13,26,30]. 关于单位球面中的 n 维紧致 (或完备) 的常平均曲率超曲面的刚性研究, 参见文

献 [1, 5–7,10,14,15,19,24,27–29].
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Chern problems and Chern conjecture for minimal
hypersurfaces

Qing-Ming Cheng & Guoxin Wei

Abstract It is well known that Chern problems and Chern conjecture for n-dimensional compact minimal
hypersurfaces in the unit sphere are very important subjects in differential geometry. In this paper, we give a
survey of research on Chern problems and Chern conjecture for n-dimensional compact minimal hypersurfaces in
the unit sphere. We describe the recent progress of study on Chern problems and Chern conjecture.
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