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摘要 不同于图的情形, 对于正整数 r > 3 和一些经典的 r- 一致超图族 M, 顶点数固定条件下边数

最多的不含M 的 r- 一致超图 (称为M 的极图) 可能不止一个, 而且这些超图在距离上相距较远, 这

种现象被称为不稳定性, 也是确定此类超图 Turán 数的基本障碍. Liu 和 Mubayi (2022) 给出了第一

个具有不稳定性的 3- 一致超图族的例子. 对于 r > 4, 通过具有不稳定性的 3- 一致超图族可以构造

具有同样性质的 r- 一致超图族. 本文构造第一个不依赖于 3- 一致超图的 4- 一致超图族M, 使得M
有两个在距离上相距较远的极图. 同时, 本文证明相应的 Andrásfai-Erdős-Sós 型稳定性定理: 任意最

小度接近于极图平均度的不含M 的 4- 一致超图一定是这两个极图中一个的子图. 此外, 作为本文结

果的推论, 本文还证明了M 的可行域具有两个最大值点.
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1 引言

1.1 Turán 数和稳定性

设 r 是至少为 2 的正整数, 如果超图 H 的边集是由有限点集 V 的一些 r 元子集构成的集合族,

则称 H 为 r- 一致超图 (或者 r- 图), 其中 V 称为 H 的顶点集. 为了方便, 用 v(H) 表示 H 的顶点数,

H 表示其边集. 设 F 和 H 均为 r- 图, 如果 H 的任何子图都不同构于 F , 则称 H 不含 F ; 反之, 称 H
包含 F 的拷贝. 设 F 为一族 r- 图构成的图族, 如果对于任意 F ∈ F , H 都不含 F , 则称 H 不含 F .

超图族 F 的 Turán 数, 记为 ex(n,F), 定义为具有 n 个顶点的不含 F 的 r- 图所能含有的最大边数.

定义

π(F) = lim
n→∞

ex(n,F)(
n
r

)
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为 F 的 Turán密度. Katona等 [12] 证明了该极限是存在的. 如果 π(F) > 0, 则称 F 是非退化的, 否则

称 F 是退化的. 若 n 个顶点不含 F 的 r- 图 H 边数达到 ex(n,F), 则称 H 是 F 的极图.

Turán问题是极值组合研究中的核心问题.对于图 (即 r = 2时)的 Turán数的研究已经有许多丰

富的研究成果. Mantel [24] 证明了 n 个顶点且不包含三角形的图的边数最多为 ⌊n2/4⌋, 并证明了平衡
的完全二部图是边数达到最大时的唯一极图. Turán [31] 将 Mantel 定理推广到完全图 Kℓ+1, 得到了著

名的 Turán定理: n个顶点不含完全图 Kℓ+1 的图的边数不超过 Turán图 T (n, ℓ)的边数,其中 T (n, ℓ)

表示 n 个顶点的平衡完全 ℓ- 部图.

与图相比, 超图 Turán 问题的已知结果非常少, 甚至确定超图的 Turán 密度都是一个极具挑战性

的问题, 目前仍处于起步阶段. Turán [31] 在解决了完全图的 Turán 数后, 提出了完全 r- 图的 Turán

问题: 对于 ℓ > r > 3, 确定 ℓ 个顶点的完全 r- 图 Kr
ℓ 的 Turán 密度 π(Kr

ℓ ). 对于该问题, 著名数学家

Erdős 为确定任意一个 π(Kr
ℓ ) 的值悬赏 500 美金, 为确定所有的 π(Kr

ℓ ) 悬赏 1000 美金. Turán [31] 对

完全 3- 图的 Turán 密度有如下猜想.

猜想 1.1 [31] 对于正整数 ℓ > 3, 有

π(K3
ℓ+1) = 1− 4

ℓ2
.

猜想 1.1 远未解决, 甚至对最简单的 4 个顶点的完全 3- 图 K3
4 的情形, 虽然一直得到广泛的关注

和研究 (参见文献 [2,5,15]), 但仍未完全解决. 其中, 最好的上界 π(K3
4 ) 6 0.561666 由 Razborov [29] 使

用旗代数方法给出.

稳定性理论是 Turán问题研究的核心,它不仅能刻画顶点数为 n、边数接近 ex(n,F)且不含 F 的
r- 图的结构, 而且也是确定 Turán 数的重要方法: 首先确定 Turán 数的渐近值, 然后证明稳定性定理,

最后使用稳定性定理来准确地确定 Turán 数. 第一个稳定性定理由 Erdős 和 Simonovits [30] 给出, 并

被用于确定边临界图的 Turán 数, 随后陆续被一些研究者 (参见文献 [1, 8, 9, 11, 14, 26, 27] 用于研究其

他图和超图的极值问题).

定理 1.1 [30] 给定整数 ℓ > 2, 对于任意 δ > 0, 存在 ϵ > 0 和正整数 N0 = N0(ϵ) 使得对于任意

n > N0 有以下结论成立: 若 G 是一个 n 个顶点不含 Kℓ+1 的图, 且 G 至少有 (1− ϵ)|T (n, ℓ)| 条边, 则

图 G 可以通过删去或增加至多 δn2 条边转换为 Turán 图 T (n, ℓ).

不同于图或者图族的稳定性, 许多学者猜测存在不具有稳定性的超图或者超图族, 其原因在于

可能存在图族 M 使得 M 的极图不止一个, 且在距离上相距较远. 其中一个典型的例子便是 K3
4 .

Kostochka [15] 证明了, 若猜想 1.1 对于 K3
4 是正确的, 则至少存在 2n−2 个具有 3n 个顶点且彼此间相

距较远的极图. 基于此, Mubayi [25] 给出了如下定义.

定义 1.1 (稳定数) 给定正整数 r > 2, t > 1. 若存在 m0, 且对于所有正整数 m > m0, 都存在 m

个顶点的 r- 图 G1(m), . . . ,Gt(m) 使得如下结论成立, 则称图族 F 是 t- 稳定的: 对于任意 δ > 0, 存在

ϵ > 0 和正整数 N0 使得对于所有正整数 n > N0, 若 H 是一个 n 个顶点不含 F 的 r- 图, 且 H 的边
数满足 |H| > (1 − ϵ)ex(n,F), 则 H 可以通过增加或删去至多 δnr 条边转换为某个 Gi(n). 若 F 是 1-

稳定的, 则称 F 是稳定的. 定义 F 的稳定数, 记为 ξ(F), 为使得 F 是 t- 稳定的最小的正整数 t; 若不

存在这样的正整数 t, 则记 ξ(F) = ∞.

对于图, 经典的 Erdős-Stone-Simonovits 定理 [3, 4] 和 Erdős-Simonovits 稳定性定理 [30] 表明每一

个非退化的图族都是稳定的. 超图的不稳定性近两年才被证实, Liu 和 Mubayi [19] 构造了稳定数为 2

的有限 3- 图族, 这是第一个不稳定的例子. Zhang 等 [32] 在此基础上构造了 3- 图中另一个稳定数为

2 的例子. 对于任意至少为 2 的正整数 t, Liu 等 [21] 构造了第一个稳定数为 t 的有限 3- 图族. Liu 和
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Mubayi [19] 及 Liu 等 [21] 提出, 是否存在稳定数为无穷大的有限超图族? 近期 Hou 等 [10] 给出了有限

3- 图族M, 使得 ξ(M) = ∞, 从而回答了该问题. Liu 和 Pikhurko [22] 在文献 [28] 的基础上, 给出了第

一个有指数多个极图的有限 3- 图族.

以往对不稳定的研究均在 3- 图族中. 文献 [10, 21] 指出, 利用简单的分析, 对于任意 r > 4, 通过

不稳定的 3-图族可以构造具有不稳定性的 r-图族, 但是其构造结果单一.很自然的问题是, 是否存在

不依赖于 3- 图族的具有不稳定性的 r- 图族呢? 本文构造第一个不依赖于 3- 图且稳定数为 2 的有限

4- 图族, 并证明其 Andrásfai-Erdős-Sós 型稳定性定理.

为了介绍本文的主要定理, 首先需要一些定义. 设 T 为 s 个顶点的 r- 图, 令 t = (t1, . . . , ts), 其

中每个 ti 都是一个正整数, T 的膨胀 (blow up) T (t) 是将 T 的每个点 i 替换为大小为 ti 的点集, 并

将 T 的每条边替换为相应的完全 r- 部 r- 图所得到的 r- 图. 设 G 和 H 为两个 r- 图, 若存在映射

ϕ : V (H) → V (G), 使得对于任意 E ∈ H 都有 ϕ(E) ∈ G, 则称 H 是 G- 可染的, 并且称映射 ϕ 为从 H
到 G 的同态. 换言之, H 是 G- 可染的当且仅当 H 是 G 的某个膨胀的子图. 若 4- 图 H 的点集可以划
分成两个互不相交的非空子集 A 和 B, 使得 H 的每条边交 A 和 B 都恰好是两个点, 则称 H 是一个
偶二部 4- 图. 令 G2

8 表示顶点集为 [8] = {1, . . . , 8}、补图为 G2
8 : = {1234, 5678, 1256, 3478, 1278, 3456}

的 4- 图. 本文的主要结果如下:

定理 1.2 存在一个有限 4- 图族M, 使得以下结论成立.

(1) 存在正整数 N0, 使得对于所有正整数 n > N0, 都有

ex(n,M) 6 n4

64
,

等号成立当且仅当 8 | n.
(2) 存在 ϵ > 0 和正整数 N0, 使得对于所有正整数 n > N0, 有以下结论成立: 设 H 是一个 n 个

顶点不含M 的 4- 图, 若 H 的最小度 δ(H) > (1/16− ϵ)n3, 则 H 或者是偶二部 4- 图或者是 G2
8 - 可染

的, 即表明 ξ(M) = 2.

1.2 可行域

定理 1.2 还可以用来研究可行域问题. Liu 和 Mubayi [18] 推广了著名的 Kruskal-Katona 定理, 提

出了超图可行域的概念, 以便于更深刻地认识极图的结构. 下面先介绍其相关定义, 设 H 是 n 个点的

r- 图, H 的边密度定义为 ρ(H) = |H|/
(
v(H)
r

)
, 定义 H 的阴影为

∂H =

{
A ∈

(
V (H)

r − 1

)
: 存在 B ∈ H 使得 A ⊂ B

}
.

显然, ∂H 是一个 (r − 1)- 图.

设 F 为 r- 图族, 定义 F 的可行域 Ω(F) 为由 [0, 1]2 中所有满足如下条件的点 (x, y) 所构成的集

合: 存在一个不含 F 的 r- 图序列 (Hk)
∞
k=1, 满足

lim
k→∞

v(Hk) = ∞, lim
k→∞

ρ(∂Hk) = x, 且 lim
k→∞

ρ(Hk) = y.

用

projΩ(F) = {x : 存在 y ∈ [0, 1] 使得 (x, y) ∈ Ω(F)}
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图 1 M 的可行域函数 g(M) 有两个最大值点

表示 F 可行域的定义域,其最大的 x取值记作 c(F),即 projΩ(F) = [0, c(F)]. 此外, Liu和 Mubayi [18]

证明了存在一个左连续且几乎处处可微的函数 g(F) : projΩ(F) → [0, 1], 使得

Ω(F) =
{
(x, y) ∈ [0, c(F)]× [0, 1] : 0 6 y 6 g(F)(x)

}
,

并称 g(F) 为 F 的可行域函数. Liu [17] 及 Liu 和 Mubayi [18] 分析了 g(F) 的性质, 证明了 g(F) 可能

存在无穷多个局部最大值点, 同时猜想 g(F) 可能存在无穷多个全局最大值点. 此问题被 Hou 等 [10]

解决. 利用定理 1.2, 可得如下结果 (如图 1 所示):

定理 1.3 我们有 g(M)(x) 6 3/8, 此外, 等号成立当且仅当 x = 21/32 或 x = 3/4.

本文余下内容的结构如下: 第 2 节介绍 4- 图族 M 的构造, 第 3 节确定 M 的 Turán 数并给出

定理 1.2(1) 的证明, 第 4 节讨论 M 的稳定性并证明定理 1.2(2), 第 5 节研究 M 的可行域并证明定

理 1.3.

2 M 的构造

本节借助已有 4- 图的极图来构造定理 1.2 所需要的有限 4- 图族M. 首先介绍相关概念和记号.

对于正整数 n1, 记 [n1] : = {1, . . . , n1}; 对于大于 n1 的正整数 n2, 记 [n1, n2] : = {n1, n1 + 1, . . . , n2}.
设 H 是 r- 图, 对于顶点 v ∈ V (H), 点 v 在 H 中的链图 LH(v) 为

LH(v) = {A ∈ ∂H : A ∪ {v} ∈ H}.

点 v 在 H 中的度定义为 dH(v) = |LH(v)|, 即图 H 中包含点 v 的边的数目, 分别用 δ(H) 和 ∆(H) 表

示 H 的最小度和最大度. 点 v 在 H 中的邻居 NH(v) 定义为

NH(v) = {u ∈ V (H) \ {v} :存在 e ∈ H 使得 {u, v} ⊆ e}.

当不会引起混淆时, 将省略下标 H. 对于点集 A, 用 H[A] 表示 A 在 H 中的导出子图. 在不引起混淆

时, 用 F ⊆ H 表示 H 中包含一个 r- 图 F 的拷贝.
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设 {u, v} 是 r- 图 H 中的一对顶点, 若存在某条边 E ∈ H, 使得 {u, v} ⊆ E, 则称顶点对 {u, v} 在
图 H 中被覆盖. 对于顶点子集 S ⊆ V (H), 如果 S 中的任意一个点对都被覆盖, 则称 S 是 2- 覆盖的;

如果 H 中所有点对都被覆盖, 则称 H 为 2- 覆盖的. 对于正整数 ℓ > r > 2, 令 Kr
ℓ+1 表示由所有满足

如下条件边数不超过
(
ℓ+1
2

)
的 r- 图 F 组成的 r- 图族: F 包含一个大小为 ℓ+ 1 的顶点集 S, 称为核,

使得 S 中任意一对顶点在 F 中均被覆盖. 在此, 注意到 Kr
ℓ+1 是一个有限超图族.

在引言中, 定义 G2
8 是顶点集为 [8] = {1, . . . , 8}、补图为 G2

8 := {1234, 5678, 1256, 3478, 1278, 3456}
的 4- 图. 下面介绍两个非常重要的超图类 (如图 2 所示), 它们在我们的证明中发挥着非常重要的

作用.

定义 2.1 用 G1
n 表示 n 个点的平衡的完全偶二部 4- 图, 即其点集被分成大小分别为 ⌊n/2⌋ 和

⌈n/2⌉ 的两个不交的部分 A 和 B, 其边集由所有交 A 和 B 都恰好为两个点的边构成. 对于 n > 8, 用

G2
n 表示 n 个点的 G2

8 边数最多的膨胀.

注 2.1 • 经过简单计算可知 G2
n 每个部分的大小为 ⌊n/8⌋ 或者 ⌈n/8⌉.

• 对于 i = 1, 2, 有 limn→∞ |Gi
n|/n4 = 1/64.

•现在说明需要在 G1
n 中增加或者删除至少 Ω(n4)条边才可以得到 G2

n: 观察易知, G1
n 中的每一对

顶点都在 Ω(n2) 条边上, 所以 ∂(∂G1
n) 是一个完全图. 另外, ∂(∂G2

n) 是一个完全 8- 部图. 因此, 至少要

删除 ∂(∂G1
n)的 (1−π(K9))

(
n
2

)
= Ω(n2)条边才可以得到 ∂(∂G2

n). 又因为删除 ∂(∂G1
n)中一条边需要删

除 G1
n 中 Ω(n2) 条边, 所以需要改变 G1

n 的 Ω(n4) 条边才可以得到 G2
n.

下面介绍一个特殊的 4- 图 F7, 其点集为 {1, 2, . . . , 7}, 边集为

{1234, 1235, 1236, 4567}.

Füredi 等 [7] 证明了如下 F7 的度稳定性结果.

定理 2.1 [7] 存在 γ > 0 和正整数 N0 使得对于正整数 n > N0, 有以下结论成立: 若 n 个顶点的

4- 图 H 的最小度满足 δ(H) > (1/16− γ)n3, 则 H 或者包含一个 F7 的拷贝或者是一个偶二部 4- 图.

利用定理 2.1, Füredi 等 [7] 确定了当 n 充分大时 F7 的 Turán 数.

定理 2.2 [7] 存在正整数 n0, 使得对于 n > n0, 都有 ex(n,F7) =
(⌊n/2⌋

2

)(⌈n/2⌉
2

)
, 并且 n 个点平衡

的完全偶二部 4- 图是唯一的极图.

n/2 n/2

图 2 平衡的完全偶二部 4- 图 G1
n 和 G2

8 的补图
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有了以上准备知识, 下面来构造定理 1.2 所需要的有限 4- 图族M. 对于 i = 1, 2, 令

F∞(Gi
n) = {4 - 图 F : 对所有正整数 n,Gi

n 都不含 F}.

对于正整数 m, 令

Fm(Gi
n) = {F ∈ F∞(Gi

n) : v(F ) 6 m}.

构造 4- 图族

M = F81(G1
n) ∩ F81(G2

n).

注 2.2 • 显然 G2
8 的任何膨胀都不包含 K4

9 中的任何一个图, 而 K4
9 中图的点数至多为 81, 这是

我们在M 的构造中选择 m = 81 的原因.

• 因为对于所有正整数 n, G1
n 都不含 F7, 并且 G2

n 不含 K4
9, 所以若存在 4- 图 J ∈ K4

9 使得 J 包
含 F7 的一个拷贝, 则 J ∈ M.

3 M 的 Turán 数

在本节和后面章节中, 均令 M 为上一节定义的有限 4- 图族. 本节将利用超图的 Lagrange 来证

明定理 1.2(1). 首先, 给出所需要的概念和引理. 设 H 是顶点集为 [n] 的 r- 图, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn,

H 的 Lagrange 函数定义为

pH(x) : =
∑
E∈H

∏
i∈E

xi.

令 ∆n−1 为 n− 1 维标准单纯形, 即

∆n−1 =

{
x ∈ [0, 1]n :

n∑
i=1

xi = 1

}
.

超图 H 的 Lagrange 函数, 记为 λ(H), 定义为

λ(H) : = max{pH(x) : x ∈ ∆n−1}.

注意到 pH(x) 是连续的, 并且 ∆n−1 是紧的, 所以 λ(H) 定义中最大值是存在的.

显然 λ(H)和 H 膨胀的边数密切相关, Frankl和 Füredi [6] 及 Keevash [13] 分别独立地给出了如下

引理:

引理 3.1 [6, 13] 设正整数 r > 2, G 和 H 是两个 r- 图, 如果 G 为顶点集 [n] 上 H 的膨胀, 则

|G| 6 λ(H)nr.

下面计算两类特殊 4- 图的 Lagrange 函数.

引理 3.2 若 H 是 n 个点的完全偶二部 4- 图, 则 λ(H) < 1/64.

证明 设图 H 的点集划分成两个部分 A1 和 A2, 使得对于任意 E ∈ H, 都有 |E ∩A1| = |E ∩A2|
= 2, 不妨设 A1 = [s], A2 = [s + 1, n]. 对于 x ∈ ∆n−1, 令

∑s
i=1 xi = a, 则

∑n
i=s+1 xi = 1 − a. 根据

Maclaurin 不等式, 有

pH(x) =

( ∑
{i,j}⊆[s]

xixj

)( ∑
{k,ℓ}⊆[s+1,n]

xkxℓ

)
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6
(
s

2

)(
a

s

)2(
n− s

2

)(
1− a

n− s

)2

<
1

4
a2(1− a)2

6 1

64
.

证毕.

引理 3.3 对于图 G2
8 , 有 λ(G2

8) = 1/64.

证明 对于 x ∈ ∆7, 令 x2i−1 + x2i = ai, 其中 i ∈ [4]. 我们有

pG2
8
(x) =

∑
{i,j,k,ℓ}⊂[8]

xixjxkxℓ

− (x1x2x3x4 + x5x6x7x8 + x1x2x5x6 + x3x4x7x8 + x1x2x7x8 + x3x4x5x6)

= (x1 + x2)(x3 + x4)(x5 + x6)(x7 + x8) +
4∑

i=1

(
x2i−1x2i

∑
{j,k}⊂[4]\{i}

ajak

)

6 a1a2a3a4 +
4∑

i=1

(
1

4
(x2i−1 + x2i)

2
∑

{j,k}⊂[4]\{i}

ajak

)
(3.1a)

= a1a2a3a4 +
1

4

4∑
i=1

(
a2i

∑
{j,k}⊂[4]\{i}

ajak

)

=
1

4

4∑
i=1

ai(a1a2a3 + a1a2a4 + a1a3a4 + a2a3a4)

=
1

4
(a1a2(a3 + a4) + a3a4(a1 + a2))

6 1

4

(
1

4
(a1 + a2)

2(a3 + a4) +
1

4
(a3 + a4)

2(a1 + a2)

)
(3.1b)

=
1

16
(a1 + a2)(a3 + a4)

6 1

64
(a1 + a2 + a3 + a4)

2 (3.1c)

=
1

64
.

不等式 (3.1a)–(3.1c) 均来自于基本不等式, 此外, 等号成立当且仅当对于 i ∈ [8], 有 xi = 1/8.

为了更简洁地证明定理 1.2(1), 还需要以下定义和结果. 设 F 和 H 均为 r- 图, 如果不存在从 F

到 H 的同态映射, 则称 H 不含 F 的同态. 换言之, H 不含 F 的同态当且仅当 H 的任意膨胀都不含
F . 不难看出, 如果 r- 图 F 是 2- 覆盖的, 则 H 不含 F 等价于 H 不含 F 的同态. 设 F 为非空有限 r-

图族, 如果对于任意 F ∈ F , H 都不含 F 的同态, 则称 H 不含 F 的同态.

定义 3.1 (膨胀不变性) 设 F 是有限 r-图族, 如果不含 F 的 r-图都不含 F 的同态,则称 F 是
膨胀不变的.

作为文献 [22, 引理 15] 的特例, 有如下引理:

引理 3.4 4- 图族M = F81(G1
n) ∩ F81(G2

n) 是膨胀不变的.

当计算膨胀不变的超图族的 Turán数时,只需要考虑具有等价关系的超图的边数,下面详细说明.

给定 r- 图 H 中的 u 和 v 两点, 若 {u, v} 不包含在 H 的任何一条边中且 LH(u) = LH(v), 则称 u 和 v
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是等价的;反之,则称 u和 v 是不等价的. H的一个等价类是顶点两两等价的极大顶点子集. 如果对于

H 中任意不等价的两点 u 和 v, 总是存在 H 中的一条边包含这两个点, 则称 H 是对称的. Liu 等 [20]

总结了 Zykov [33] 的对称性方法, 得到了一个解决此类 Turán 问题的统一性方法.

定理 3.1 [20] 设 F 是膨胀不变的 r- 图族, 若 H 是所有对称的不含 F 的 r- 图构成的超图族, 则

对于任意正整数 n, 都有 ex(n,F) = h(n), 其中 h(n) = max{|H| : H ∈ H 且 v(H) = n}.
下面证明定理 1.2(1).

定理 3.2 给定 M = F81(G1
n) ∩ F81(G2

n), 则存在正整数 N0, 使得对于任意正整数 n > N0 都有

ex(n,M) 6 n4/64, 其中等号成立当且仅当 8 | n.

证明 选择 N0 使其满足定理 2.2 的条件, 令 H 为所有对称不含M 的 r- 图构成的超图族, 令

h(n) = max{|H| : H ∈ H 且 v(H) = n}.

根据定理 3.1 和引理 3.4, 只需证明 h(n) 6 n4/64 并且等号成立当且仅当 8 | n.
对于任意 H ∈ H, 从 H 的每一个等价类中选择一个顶点, 构成顶点子集 T , 用 T 表示导出子图

H[T ], 显然, H 是 T 的膨胀. 为证明 |H| 6 n4/64, 下面根据 T 的大小分两种情形进行讨论.

情形 1 |T | 6 8.

根据引理 3.1, 只需证明 λ(T ) 6 1/64. 因为 H 不包含M, 所以存在某个正整数 m, 使得 T ⊆ G1
m

或者 T ⊆ G2
m. 若 T ⊆ G1

m,则根据引理 3.2有 λ(T ) 6 λ(G1
m) < 1/64. 若 T ⊆ G2

m,由于 T 是 2-覆盖的,

因此 T ⊆ G2
8 , 则根据引理 3.3, 有 λ(T ) 6 λ(G2

8) = 1/64, 并且等号成立当且仅当 T 是 G2
8 的一个拷贝.

情形 2 |T | > 9.

若 |H| > n4/64, 则根据定理 2.2, 图 H 包含 F7 的一个拷贝, 设其点集为 {v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7},
边集为 {v1v2v3v4, v1v2v3v5, v1v2v3v6, v4v5v6v7}. 因为在 F7 中 {v1, v2, v3, v4, v5, v6} 中任意两个点都包
含在 F7 的一条边中, 所以可以选择 T 使得对于任意 i ∈ [6], 有 vi ∈ T . 由于 |T | > 9 并且 T 是 2- 覆

盖的, 所以对于任意 S ⊆ T 且 |S| = 9, H 中存在以 S 为核的 K4
9 中一个图的拷贝 FS . 特别地可以选

择 S 使得 {v1, . . . , v6} ⊆ S. 同时, 如果在 FS 中包含 {v4, v5} 的边 e 不是 v4v5v6v7, 此时用 v4v5v6v7

代替 e, 仍称替换后的 4- 图为 FS , 则 F7 ⊆ FS . 这意味着 FS ∈ M, 这与 H 不含M 矛盾. 证毕.

4 M 的稳定性

本节利用 Liu 等 [20] 发展的点可扩方法来证明定理 1.2(2).

4.1 预备知识

本小节介绍证明中所需要的定义和简单引理.

定义 4.1 (对称稳定性) 设 F 为 r- 图族, H 是不含 F 的 r- 图族, 如果存在 ϵ > 0 和正整数 N0

使得对于任意 n > N0, 都有每一个 n 个顶点最小度 δ(H) >
(
π(F)/(r− 1)!− ϵ

)
nr−1 并且不含 F 的对

称的 r- 图总是 H 中某个超图的子图, 则称 F 对于 H 是对称稳定的.

定义 4.2 (点可扩性) 设 F 为 r- 图族, H 是不含 F 的 r- 图族, 如果存在 ζ > 0 和正整数 N0,

使得对于任意 n > N0 和每一个 n 个顶点最小度 δ(H) >
(
π(F)/(r − 1)! − ζ

)
nr−1 且不含 F 的 r- 图

H, 都满足: 若 H 中存在一点 v 使得 H− v 是 H 中某个超图的子图, 则 H 也是 H 中某个超图的子图,

则称 F 对于 H 是点可扩的.
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Liu 等 [20] 提出了证明超图的度稳定性的一般性方法, 即将度稳定性的证明化简为检验超图是否

具有点可扩性.

定理 4.1 [20] 设 F 为膨胀不变的非退化 r- 图族, H 是不含 F 且对子图封闭的 r- 图族, 若 F 对
于 H 是对称稳定的和点可扩的, 则存在 ε > 0 和正整数 N0 使得对于任意 n > N0 都有以下结论成立:

设 H 是 n 个顶点且不含 F 的 r- 图, 如果 δ(H) >
(
π(F)/(r − 1)!− ε

)
nr−1, 则 H ∈ H, 即图族 F 是度

稳定于 H 的.

本节令 H = {H : H 是偶二部 4- 图或者 G2
8 - 可染的}. 下面证明超图族M 是对称稳定于 H 的.

引理 4.1 存在 ϵ > 0 和正整数 N0, 使得对于任意 n > N0 都有每个 n 个顶点最小度 δ(H)

>
(
1/16− ϵ

)
n3 且不含M 的对称的 4- 图 H 都属于 H.

证明 选择适当的 ϵ 和充分大的 N0 以满足定理 2.1 的条件, 对于任意 n > N0, 设 H 是一个 n

个顶点、最小度 δ(H) >
(
1/16− ϵ

)
n3 且不含M 的对称的 4- 图. 在 H 的每一个等价类中选择一个顶

点,构成顶点集 T ,用 T 表示 H[T ],则 H是 T 的一个膨胀. 设 |T | 6 8,因为 H不含M,所以 T /∈ M,

所以存在某个正整数 m, 使得 T ⊆ G1
m 或者 T ⊆ G2

m, 因此 H 属于 H. 下面假设 |T | > 9, 如果 H 不含
F7, 则由定理 2.1 可知, H 是一个偶二部 4- 图, 因此 H ∈ H. 如果 F7 ⊆ H, 类似定理 3.2 证明中情形

2 的讨论, H 中存在一个包含 F7 的 K4
9 中的超图, 而此超图属于M, 这与 H 不含M 矛盾. 证毕.

4.2 偶二部 4- 图

本小节的主要目标是证明如下引理:

引理 4.2 存在 ζ > 0 和正整数 N0 使得对于任意 n > N0, 以下结论成立: 设 H 是一个顶点数
为 n、最小度 δ(H) > (1/16− ζ)n3 且不含M 的 4- 图, 如果 H 中存在一点 v 使得 H′ := H− v 是偶

二部 4- 图, 则 H 也是偶二部 4- 图.

证明 设 ϵ > 0 为充分小的正数, N0 为充分大的正整数. 令 ζ = min{γ, ϵ/2}, 其中 γ 为定理 2.1

中的常数. H 是一个顶点数为 n、最小度 δ(H) > (1/16 − ζ)n3 且不含M 的 4- 图, 假设 H 中存在一
点 v ∈ V (H) 使得 H′ = H− v 是偶二部 4- 图. 不妨设 V (H′) = A1 ∪ A2, 并且对于任意 E ∈ H′ 都有

|E ∩A1| = |E ∩A2| = 2, 从而有

δ(H′) > δ(H)− n2 >
(

1

16
− ϵ

)
n3, (4.1)

且

|H′| > (n− 1)δ(H′)

4
> (n− 1)(δ(H)− n2)

4
>

(
1

64
− ϵ

)
n4. (4.2)

断言 4.1 对于 i = 1, 2, 有 ||Ai| − n/2| 6 4ϵ1/2n.

证明 因为 H′ 是偶二部 4- 图, 所以

|H′| 6
(
|A1|
2

)(
n− |A1|

2

)
6 1

4
|A1|2(n− |A1|)2 6 1

16
n2|A1|(n− |A1|). (4.3)

将上式与 (4.2)相结合,可以得到 (1/64−ϵ)n4 6 1/16n2|A1|(n−|A1|).化简,则有 (|A1|−n/2)2 6 16ϵn2,

即 ||A1| − n/2| 6 4ϵ1/2n. 同理, 可以得到∣∣∣∣|A2| −
n

2

∣∣∣∣ 6 4ϵ1/2n.

1913



张一枭等: 不具有稳定性质的 4- 一致超图族

断言 4.2 对于任意 w ∈ V (H′), 都有

|NH(w) ∩A2| > |A2| − 20ϵ1/2n.

证明 只需要证明 |NH′(w)∩A2| > |A2| − 20ϵ1/2n. 令 W1 = NH′(w)∩A1,W2 = NH′(w)∩A2. 若

w ∈ A1, 则由断言 4.1 可知,

dH′(w) 6 |W1|
(
|W2|
2

)
6 1

2
|A1||W2|2 6 1

2

(
n

2
+ 4ϵ1/2n

)
|W2|2.

又由 (4.1) 可知, dH′(w) > δ(H′) > (1/16− ϵ)n3. 因此,

|W2|2 > 1/8− 2ϵ

1/2 + 4ϵ1/2
n2 =

(1/2 + 4ϵ1/2)(1/4− 2ϵ1/2) + 6ϵ

1/2 + 4ϵ1/2
n2 >

(
1

4
− 2ϵ1/2

)
n2 >

(
1

2
− 4ϵ1/2

)2

n2.

进而有 |W2| > n/2− 4ϵ1/2n.

同理, 若 w ∈ A2, 则由断言 4.1 可知,

dH′(w) 6
(
|W1|
2

)
|W2| 6

1

2
|A1|2|W2| 6

1

2

(
n

2
+ 4ϵ1/2n

)2

|W2|.

又因为 dH′(w) > (1/16− ϵ)n3, 所以,

|W2| >
1/8− 2ϵ

(1/2 + 4ϵ1/2)2
n > 1/8− 2ϵ

1/4 + 8ϵ1/2
n =

(1/4 + 8ϵ1/2)(1/2− 16ϵ1/2) + 126ϵ

1/4 + 8ϵ1/2
n > n

2
− 16ϵ1/2n.

因此, 对于任意 w ∈ V (H′), 都有 |W2| > n
2 − 16ϵ1/2n > |A2| − 20ϵ1/2n.

考虑点 v 的邻居, 有如下断言.

断言 4.3 对于 i = 1, 2, 都有

|NH(v) ∩Ai| >
n

6
− 5ϵ1/2n.

证明 显然, 根据

1

6
|NH(v)|3 >

(
|NH(v)|

3

)
> dH(v) > δ(H) >

(
1

16
− ϵ

2

)
n3,

有

|NH(v)|3 >
(
3

8
− 3ϵ

)
n3 >

(
2

3
− ϵ1/2

)3

n3.

因此, |NH(v)| > (2/3− ϵ1/2)n. 再结合断言 4.1, 则有

|NH(v) ∩Ai| >
2n

3
− ϵ1/2n−

(
n

2
+ 4ϵ1/2n

)
=
n

6
− 5ϵ1/2n.

证毕.

若 H 不含 F7, 则由定理 2.1可知 H 是偶二部 4图. 下设存在子集 S ⊆ V (H), 使得 H[S]包含 F7

的一个拷贝, 因为 H′ 不含 F7, 所以 v ∈ S, 不妨设 S = {v, w1, w2, w3, w4, w5, w6}. 定义

A′
2 = A2 ∩NH(v) ∩

( ∩
i∈[6]

NH(wi)

)
.
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根据断言 4.2 和 4.3, 可得

|A′
2| >

n

6
− 5ϵ1/2n− 6× 20ϵ1/2n =

n

6
− 125ϵ1/2n.

根据 F7 的构造,可知存在 S′ ⊆ S, |S′| = 6且使得 S′ 中的任何两个点都被 H 的一条边覆盖.此时, 可

以在 A′
2 中选择一点 w7 使得 H 中存在以 S′ ∪ {w7} 为核的同构于 K4

7 中某个元素的 4- 图 F1, 同时

F7 ⊆ F1. 重复此过程两次, 便可以在 H 中找到子图 F3 ∈ K4
9 且使得 F7 ⊆ F3, 从而有 F3 ∈ M, 这与

H 不含M 相矛盾. 引理 4.2 证毕.

4.3 G2
8- 可染的 4 图

本小节考虑 H′ := H− v 是 G2
8 - 可染的情形. 通过简单的分析, 易知 F7 ⊆ G2

8 . 在证明中, 我们将

用到如下引理:

引理 4.3 [16, 23] 给定实数 η ∈ (0, 1) 和正整数 r > 3, s > 0, m > t > 1, H 是一个 n 个顶点的

r- 图, 并且其点集可以划分为 V (H) =
∪

i∈[m] Vi. 设 G 是一个点集为 [m] 的 r- 图, Ĝ 是 G 中点分别
以 V1, . . . , Vm 替换后所形成的 G 的膨胀, 即 Ĝ = G[V1, . . . , Vm]. 设 T ⊆ [m] 且 |T | = t, S ⊆ V (H) 且

|S| = s. 若集合 T 和 S 满足以下 3 点性质:

(1) 对所有 j ∈ T , 都有 |Vj | > (s+ 1)tη1/rn;

(2) 对所有 {j1, . . . , jr} ∈
(
T
r

)
, 都有 |H[Vj1 , . . . , Vjr ]| > |Ĝ[Vj1 , . . . , Vjr ]| − ηnr;

(3) 对所有 v ∈ S 和 {j1, . . . , jr−1} ∈
(

T
r−1

)
, 都有

|LH(v)[Vj1 , . . . , Vjr−1 ]| > |LĜ(v)[Vj1 , . . . , Vjr−1 ]| − ηnr−1,

则对 j ∈ [T ], 存在 uj ∈ Vj 使得集合 U = {uj : j ∈ T} 满足 Ĝ[U ] ⊆ H[U ], 并且对所有 v ∈ S, 都有

LĜ(v)[U ] ⊆ LH(v)[U ]. 特别地, 当 H ⊆ Ĝ 时, Ĝ[U ] = H[U ], 并且对所有 v ∈ S, 都有

LĜ(v)[U ] = LH(v)[U ].

本小节主要证明如下引理:

引理 4.4 存在 ζ > 0 和正整数 N0 使得对于任意 n > N0, 以下结论成立: 设 H 是一个顶点数
为 n、最小度 δ(H) > (1/16− ζ)n3 且不含M 的 4- 图, 如果 H 中存在一点 v 使得 H′ := H− v 是 G2

8 -

可染的, 则 H 也是 G2
8 - 可染的.

证明 令 ζ = ϵ/2 > 0 充分小, 正整数 N0 充分大, 对 n > N0, 令 H 是一个顶点数为 n、最小度

δ(H) > (1/16− ζ)n3 且不含M 的 4- 图, 假设存在点 v 使得 H′ = H− v 是 G2
8 - 可染的. 显然,

δ(H′) > δ(H)− n2 >
(

1

16
− ϵ

)
n3. (4.4)

因为 H′ 是 G2
8 - 可染的, 所以可设 H′ 对应的点集划分为 P = {V1, . . . , V8}, 使得 H′ 的每条边交

Vi (i ∈ [8]) 于至多一个点, 并且对于 1 6 i < j 6 4 不存在 V2i−1V2iV2j−1V2j 类型的边. 令 Ĝ2
8 表示由

G2
8 每个点分别以 |V1|, . . . , |V8| 的大小进行膨胀所形成的图, 即 Ĝ2

8 = G2
8 [V1, . . . , V8]. 称 Ĝ2

8 \ H′ 中的边

为 H′ 缺失的边, 对于 u ∈ V (H′), LĜ2
8
(u) \ LH′(u) 中的边为 LH′(u) 缺失的边.

断言 4.4 对于所有 i ∈ [8], 都有 ||Vi| − n/8| 6 7ϵ1/2n.
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证明 下面利用 Lagrange 函数和引理 3.3 证明此断言. 对于所有 i ∈ [8], 令 xi = |Vi|/(n − 1),

x = (x1, . . . , x8). 由 (4.4) 可得

|H′| > (n− 1)δ(H′)

4
>

(
1

64
− ϵ

)
(n− 1)n3. (4.5)

另外,

|H′| 6 |Ĝ2
8 | =

∑
E∈G2

8

∏
i∈E

|Vi| = pG2
8
(x)(n− 1)4. (4.6)

结合 (4.5) 和 (4.6), 有

pG2
8
(x) > 1

64
− ϵ. (4.7)

对于 i ∈ [4], 令 x2i−1 + x2i = ai. 回顾引理 3.3 的证明, 结合 (3.1c) 和 (4.7) 可得

1

64
(a1 + a2 + a3 + a4)

2 − 1

16
(a1 + a2)(a3 + a4) 6 ϵ,

即 ((a1 + a2)− (a3 + a4))
2 6 64ϵ. 因此, |(a1 + a2)− (a3 + a4)| 6 8ϵ1/2. 又因为 a1 + a2 + a3 + a4 = 1,

根据三角不等式, 有

2

∣∣∣∣a1 + a2 −
1

2

∣∣∣∣ 6 |(a1 + a2)− (a3 + a4)|+ |a1 + a2 + a3 + a4 − 1| 6 8ϵ1/2,

即 |a1 + a2 − 1/2| 6 4ϵ1/2. 同理可得 1/2− 4ϵ1/2 6 a3 + a4 6 1/2 + 4ϵ1/2.

同理, 根据引理 3.3 证明中的 (3.1b) 和 (4.7), 有

1

16
(a1 + a2)

2(a3 + a4)−
1

4
a1a2(a3 + a4) 6 ϵ.

因此,

(a1 − a2)
2 6 16ϵ

a3 + a4
6 16ϵ

1/3
6 49ϵ,

即 |a1 − a2| 6 7ϵ1/2. 再结合三角不等式, 从而有

2

∣∣∣∣a1 − 1

4

∣∣∣∣ 6 |a1 − a2|+
∣∣∣∣a1 + a2 −

1

2

∣∣∣∣ 6 12ϵ1/2,

即 |a1 − 1/4| 6 6ϵ1/2. 同理可得, 对于任意 i ∈ [4], 都有 1/4− 6ϵ1/2 6 ai 6 1/4 + 6ϵ1/2.

更进一步地, 由引理 3.3 证明中的 (3.1a) 和 (4.7), 有

1

4
(x1 + x2)

2(a2a3 + a2a4 + a3a4)− x1x2(a2a3 + a2a4 + a3a4) 6 ϵ,

进而有

(x1 − x2)
2 = (x1 + x2)

2 − 4x1x2 6 4ϵ

a2a3 + a2a4 + a3a4
6 4ϵ

3/25
6 36ϵ.

所以, |x1 − x2| 6 6ϵ1/2. 根据三角不等式, 有

2

∣∣∣∣x1 − 1

8

∣∣∣∣ 6 |x1 − x2|+
∣∣∣∣x1 + x2 −

1

4

∣∣∣∣ 6 12ϵ1/2.
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可以得到 1/8− 6ϵ1/2 6 x1 6 1/8 + 6ϵ1/2. 又因为 |V1| = x1(n− 1), 故有

n

8
− 7ϵ1/2n 6 n− 1

8
− 6ϵ1/2(n− 1) 6 |V1| 6

n− 1

8
+ 6ϵ1/2(n− 1) 6 n

8
+ 6ϵ1/2n.

同理, 可以得到对于任意 i ∈ [8], 都有 ||Vi| − n/8| 6 7ϵ1/2n. 证毕.

断言 4.5 对于任意 u ∈ V (H′), LH′(u) 缺失的边至多为 100ϵ1/2n3 条.

证明 先计算 ∆(Ĝ2
8). 对于任意 v ∈ V (Ĝ2

8), 都有

dĜ2
8
(v) 6

((
7

3

)
− 3

)(
n

8
+ 7ϵ1/2n

)3

6
(

1

16
+ 50ϵ1/2

)
n3.

因此, ∆(H′) 6 ∆(Ĝ2
8) 6 (1/16 + 50ϵ1/2)n3. 所以对于 u ∈ V (H′), LH′(u) 缺失的边至多为

∆(Ĝ2
8)− δ(H′) 6 50ϵ1/2n3 + ϵn3 6 100ϵ1/2n3.

证毕.

断言 4.6 对于所有 i ∈ [8] 和任意 u ∈ V (H′) \ Vi, 都有 |Vi \NH(u)| 6 10000ϵ1/2n.

证明 假设存在 i ∈ [8] 和 u ∈ V (H′) \ Vi 使得 |Vi \ NH(u)| > 10000ϵ1/2n. 则 LH′(u) 缺失的边

大于

10000ϵ1/2n×
(
n

8
− 7ϵ1/2n

)2

> 100ϵ1/2n3,

与断言 4.5 矛盾, 证毕.

接下来证明图 H 的每条边交每个 Vi 于至多一个点. 我们有如下断言.

断言 4.7 对于所有 E ∈ H 和 i ∈ [8], 都有 |E ∩ Vi| 6 1.

证明 由于 H′ 是 G2
8 - 可染的, 只需要证明对于任意 H 中包含点 v 的边 E, 都有 |E ∩ Vi| 6 1, 由

对称性可知只需要证明 |E ∩ V1| 6 1. 若不成立, 则存在两个不同的点 u1, u
′
1 ∈ V1, 使得 v, u1, u

′
1 ∈ E,

设边 E = vu1u
′
1w. 根据断言 4.4 和 4.6, 对于 i ∈ [2, 8], V ′

i = Vi ∩ NH(u1) ∩ NH(u′1) 的大小至少为

n/16. 使用引理 4.3, 令 T = [2, 8], S = {u1, u′1}, η = 100ϵ1/4, 则对于 j ∈ [2, 8], 存在 uj ∈ V ′
j , 使得

H[U ∪ {u1}] ∼= H[U ∪ {u′1}] ∼= G2
8 , 其中 U = {u2, . . . , u8}. 从而得到 F1 = H[U ∪ {u1, u′1, v, w}] ∈ K4

9, 其

中核为 U ∪ {u1, u′1}. 另外, 由于 F1 中包含 G2
8 , 所以 F1 不包含在偶二部 4- 图中. 所以, F1 ∈ M, 这与

H 不含M 矛盾. 证毕.

断言 4.8 不存在两个不同的 i, j ∈ [8] 使得

max{|NH(v) ∩ Vi|, |NH(v) ∩ Vj |} 6 n

24
.

证明 对于 i ∈ [8], 令 V ′
i = NH(v) ∩ Vi. 由断言 4.7 可知, LH(v) 是一个 8- 部 3- 图, 并且其点集

划分为 P ′ = {V ′
1 , . . . , V

′
8}. 若存在两个不同的 i, j ∈ [8] 使得 max{|NH(v) ∩ Vi|, |NH(v) ∩ Vj |} 6 n/24,

则由断言 4.4 可知

|LH(v)| 6
(
6

3

)(
n

8
+ 7ϵ1/2n

)3

+ 2×
(
6

2

)
× n

24
×
(
n

8
+ 7ϵ1/2n

)2

+ 6×
(
n

24

)2

×
(
n

8
+ 7ϵ1/2n

)
6 23

384
n3 + 10000ϵ1/2n3

<

(
1

16
− ϵ

)
n3,

显然与 H 的最小度假设矛盾. 证毕.
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断言 4.9 不存在 i ∈ [8] 使得 NH(v) ∩ Vi ̸= ∅ 并且对所有 j ∈ [8] \ {i}, 都有

|NH(v) ∩ Vj | >
n

24
.

证明 反证法. 根据对称性, 不妨设 u1 ∈ NH(v) ∩ V1 并且对于 j ∈ [2, 8], 有

|NH(v) ∩ Vj | >
n

24
.

对于 j ∈ [2, 8], 令 V ′
j = Vj ∩NH(v) ∩NH(u1). 根据断言 4.6, 有

|V ′
j | >

n

24
− 10000ϵ1/2n >

n

30
.

应用引理 4.3, 令 T = [2, 8], S = {u1}, η = 100ϵ1/4, 则对于 j ∈ [2, 8], 可以得到由 uj ∈ V ′
j 构成的

点集 U = {uj : j ∈ [2, 8]}, 使得 H[U ∪ {u1}] ∼= G2
8 . 对于 j ∈ [8], 令 ej 表示 H 中包含 {v, uj} 的边. 从

而, 得到 F2 = H[U ∪ {u1}]∪ {ej : j ∈ [8]} ∈ K4
9, 其核为 U ∪ {u1, v}. 另外, 由于 F2 中包含 G2

8 , 所以 F2

不包含在偶二部 4- 图中, 从而有 F2 ∈ M, 这与 H 不含M 矛盾.

根据断言 4.8 和 4.9 可知, 存在 Vi 使得 NH(v) ∩ Vi = ∅, 不妨设 NH(v) ∩ V1 = ∅. 因为 Ĝ2
8 是 G2

8

的膨胀, 所以对于 x, y ∈ Vi, 有

LĜ2
8
(x) = LĜ2

8
(y).

从 V1 中任选一点 u, 令 Bv = LH(v) \ LĜ2
8
(u), 并称它为 LH(v) 中的坏边集. 令 Mv = LĜ2

8
(u) \ LH(v),

并称它为 LH(v) 缺失的边集. 我们的目标是证明 Bv = ∅. 首先, 证明 |Bv| 是非常小的.

断言 4.10 |Bv| < 300ϵ1/12n3.

证明 假设 |Bv| > 300ϵ1/12n3. 由断言 4.7 和 G2
8 的构造可知, Bv 的每条边 E 满足 |E ∩ V2| = 1,

并且有 |E ∩ V3| = |E ∩ V4| = 1, 或者 |E ∩ V5| = |E ∩ V6| = 1, 或者 |E ∩ V7| = |E ∩ V8| = 1. 根据鸽笼

原理, 不妨设 Bv 中 V2V3V4 类型的边至少为 |Bv|/3. 则 V2 和 V3 中存在两点 u2 和 u′3, 使得 V4 中与

{u2, u′3} 组成 Bv 中的边的点的个数至少为

|Bv|/3
|V2||V3|

>
100ϵ1/12n3

(n/6)2
> 1000ϵ1/12n.

令 V ′
4 = {x ∈ V4 : xu2u

′
3 ∈ Bv}, V ′

1 = V1 ∩NH(u2), V
′
3 = V3 ∩NH(v)∩NH(u2),则根据断言 4.6和 4.8有

|V ′
3 | > n/24− 10000ϵ1/2n > n/30. 对于 j ∈ [5, 8], 令 V ′

j = Vj ∩NH(v)∩NH(u′3)∩NH(u2),则由断言 4.6

和 4.8, 可以得到

|V ′
j | >

n

24
− 2× 10000ϵ1/2n >

n

30
.

应用引理 4.3, 令 T = [8] \ {2}, S = {u2}, η = 100ϵ1/4, 则对于 j ∈ [8] \ {2}, 可以得到由 uj ∈ V ′
j

组成点集 U = {uj : j ∈ [8] \ {2}}, 使得 H[U ∪ {u2}] ∼= G2
8 . 注意此时 u3 和 u′3 可能为同一个点. 对

于 i ∈ {3, 5, 6, 7, 8}, 令 ei 表示 H 中同时包含点 v 和 ui 的边. 对于 j ∈ [5, 8], 令 fj 表示 H 中同时
包含点 u′3 和 uj 的边. 令 F3 = H[U ∪ {u2}] ∪ {vu2u′3u4} ∪ {ei : i ∈ {3, 5, 6, 7, 8}} ∪ {fj : j ∈ [5, 8]}.
因为 F3 不包含在偶二部 4- 图中, 所以 F3 一定是 G2

8 - 可染的; 否则, F3 ∈ M, 这与 H 不含 M 矛

盾. 因此存在同态映射 ψ : V (F3) → V (G2
8), 使得对于所有 e ∈ F3 都有 ψ(e) ∈ G2

8 . 因为 {u1, . . . , u8}
和 {v, u2, . . . , u8} 在 F3 中是 2- 覆盖的, 所以 ψ 在 {u1, . . . , u8} 和 {v, u2, . . . , u8} 上是单射, 并且

ψ(v) = ψ(u1). 又因为 {v, u2, . . . , u8} 和 {v, u2, u′3, u4, . . . , u8} 在 F3 中也是 2- 覆盖的, 所以 ψ 在
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{v, u2, . . . , u8}和 {v, u2, u′3, u4, . . . , u8}上也是单射,并且 ψ(u3) = ψ(u′3). 由于 LF3(u1)[{u2, . . . , u8}]有
32 条边, 而 u1u2u3u4, u1u2u

′
3u4 /∈ H, 所以 ψ(v) 在 G2

8 中的度至少为 32 + 1 = 33, 这与 G2
8 的最大度为

32 相矛盾. 证毕.

下面说明 |Mv| 也是非常小的, 从 V1 中任选一点 u, 由断言 4.10 可知

|Mv| = |LĜ2
8
(u) \ LH(v)|

= |LĜ2
8
(u)| − |LĜ2

8
(u) ∩ LH(v)|

= |LĜ2
8
(u)| − (|LH(v)| − |Bv|)

6 32×
(
n

8
+ 7ϵ1/2n

)3

−
(

1

16
− ϵ

)
n3 + 300ϵ1/12n3

< 500ϵ1/12n3. (4.8)

断言 4.11 Bv = ∅.

证明 如果 Bv ̸= ∅, 则根据对称性, 不妨设存在 u2 ∈ V2, u3 ∈ V3, u4 ∈ V4 使得 u2u3u4 ∈ Bv. 对

于 j ∈ [4], 令 V ′
j = Vj . 对于 j ∈ [5, 8], 令 V ′

j = Vj ∩ NH(v) ∩ NH(u2) ∩ NH(u3) ∩ NH(u4). 根据断

言 4.4、4.6和 (4.8),有 |V ′
j | > |Vj |/2 > n/20. 应用引理 4.3,令 T = [8], S = {v, u2, u3, u4}, η = 500ϵ1/36,

则对于 j ∈ [8], 可以得到 wj ∈ V ′
j , 使得

(1) H[{w1, . . . , w8}] ∼= G2
8 ,

(2) LH(v)[{w2, . . . , w8}] = LĜ2
8
(w1)[{w2, . . . , w8}],

(3) LH(u2)[{w1, w3, . . . , w8}] = LĜ2
8
(w2)[{w1, w3, . . . , w8}],

(4) LH(u3)[{w1, w2, w4, . . . , w8}] = LĜ2
8
(w3)[{w1, w2, w4, . . . , w8}],

(5) LH(u4)[{w1, w2, w3, w5, . . . , w8}] = LĜ2
8
(w4)[{w1, w2, w3, w5, . . . , w8}].

不难看出, H[{v, u2, u3, u4, w5, . . . , w8}] ∈ K4
8, 其中核为 {v, u2, u3, u4, w5, . . . , w8}. 令 F4 = H[{v,

u2, u3, u4, w1, w2, . . . , w8}],因为 F4不包含在偶二部 4-图中,所以 F4一定是 G2
8 -可染的;否则, F4 ∈ M,

这与 H 不含M 矛盾. 因此存在同态映射 ψ : V (F4) → V (G2
8), 使得对于所有 e ∈ F4 都有 ψ(e) ∈ G2

8 .

因为 {w1, w2, . . . , w8} 和 {v, u2, u3, u4, w5, . . . , w8} 在 F4 中是 2- 覆盖的, 所以 ψ 在 {w1, w2, . . . , w8}
和 {v, u2, u3, u4, w5, . . . , w8} 上都是单射. 根据上述第 (2) 点, 点 v 和 w2, . . . , w8 在 F4 中都有边, 所以

ψ(v) 和 ψ(w2), . . . , ψ(w8) 都不相同, 这意味着 ψ(v) = ψ(w1). 同理, 对于 i = 2, 3, 4, 有 ψ(ui) = ψ(wi).

由于 LF4(w1)[{w2, . . . , w8}] 有 32 条边, 而 u2u3u4 ∈ LF4(v) \ LF4(w1), 所以 ψ(v) 在 G2
8 中的度至少为

32 + 1 = 33, 这与 G2
8 的最大度为 32 相矛盾. 证毕.

最后, 设

V ∗
j =

V1 ∪ {v}, j = 1,

Vj , j ∈ [2, 8],

则 P∗ = {V ∗
1 , . . . , V

∗
8 } 是 H 的点集划分, 根据断言 4.11, LH(v) ⊆ LĜ2

8
(u), 其中 u ∈ V1. 因此, H 是 G2

8 -

可染的, 引理 4.4 证毕.

4.4 定理 1.2(2) 的证明

令 ϵ > 0 充分小, N0 为充分大的正整数. 对于任意 n > N0, 令 H 是一个顶点数为 n、最小度

δ(H) > (1/16− ζ)n3 且不含M的 4-图. 由引理 3.4可知M是膨胀不变的. 根据定理 4.1和引理 4.1,
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只需要证明M 对于 H 是点可扩的. 若存在 H 中的一点 v 使得 H− v 是偶二部 4- 图, 则由引理 4.2

可知 H 也是偶二部 4- 图. 若存在 H 中的一点 v 使得 H− v 是 G2
8 - 可染的, 则由引理 4.4 可知 H 也

是 G2
8 - 可染的. 证毕.

5 M 的可行域

本节考虑超图族 M = F81(G1
n) ∩ F81(G2

n) 的可行域 Ω(M), 并证明定理 1.3. 首先, 根据定理 1.2,

有以下M 点稳定性的推论.

推论 5.1 存在 ϵ > 0 和正整数 N0, 使得对于所有的正整数 n > N0 有以下结论成立: 若 H
是 n 个顶点、边数为 |H| > (1/64 − ϵ)n4 且不含 M 的 4- 图, 则存在一个大小不超过 ϵ1/2n 的点集

Zϵ ⊆ V (H), 使得 H̃ = H − Zϵ 或者是偶二部 4- 图或者是 G2
8 - 可染的, 并且 δ(H̃) > (1/16 − 3ϵ1/2)n3,

|H̃| > (1/64− 2ϵ1/2)n4.

证明 令 ϵ > 0充分小,正整数 N0 充分大, n > N0. 设 H是 n个顶点、边数为 |H| > (1/64− ϵ)n4

且不含M 的 4- 图. 令

Zϵ =

{
u ∈ V (H) : dH(u) 6

(
1

16
− 2ϵ1/2

)
n3

}
. (5.1)

首先证明 |Zϵ| 6 ϵ1/2n, 否则, 取 Zϵ 的子集 X 使得 ϵ1/2n 6 |X| 6 2ϵ1/2n. 根据 (5.1) 中 Zϵ 的定

义, 有

|H −X| >
(

1

64
− ϵ

)
n4 − |X|

(
1

16
− 2ϵ1/2

)
n3

>
(

1

64
− ϵ

)
n4 − |X|

(
1

16
− 2ϵ1/2

)
n3 − n2

2
(|X| − ϵ1/2n)(2ϵ1/2n− |X|)

=
1

64
(n− |X|)4 + 1

2
ϵ1/2|X|n3 + 13

32
|X|2n2 + 1

64
(4n− |X|)|X|3

>
1

64
(n− |X|)4.

而根据定理 1.2(1), 可得 |H −X| 6 (n− |X|)4/64, 矛盾.

对于任意 u ∈ V (H̃), 都有

dH̃(u) > dH(u)− |Z|n2 >
(

1

16
− 2ϵ1/2

)
n3 − ϵ1/2n3 =

(
1

16
− 3ϵ1/2

)
n3.

同理,

|H̃| > |H| − |X|n3 >
(

1

64
− ϵ

)
n4 − ϵ1/2n4 >

(
1

64
− 2ϵ1/2

)
n4.

因为 δ(H̃) > (1/16−3ϵ1/2)n3,所以根据定理 1.2(2), H̃或者是偶二部 4-图或者是 G2
8 -可染的.

下面利用推论 5.1 证明如下引理.

引理 5.1 令 ϵ > 0 充分小, 正整数 N0 充分大, n > N0, 设 H 是一个 n 个顶点、边数为

|H| > (1/64− ϵ)n4 且不含M 的 4- 图, 则∣∣∣∣|∂H| − 7

64
n3

∣∣∣∣ 6 100ϵ1/4n3 或者

∣∣∣∣|∂H| − 1

8
n3

∣∣∣∣ 6 100ϵ1/4n3.
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证明 设 H 是 n 个顶点、边数为 |H| > (1/64− ϵ)n4 且不含M 的 4- 图, 则由推论 5.1 可知, H
存在一个大小不超过 ϵ1/2n 的点集 Zϵ ⊆ V (H), 使得 H̃ = H− Zϵ 或者是偶二部 4- 图或者是 G2

8 - 可染

的, 并且 δ(H̃) > (1/16− 3ϵ1/2)n3, |H̃| > (1/64− 2ϵ1/2)n4. 令 ñ = |V (H̃)|, 则

ñ = n− |Zϵ| > n− ϵ1/2n.

考虑 H̃ 是偶二部 4- 图的情形. 设其点集可以划分为 A1 和 A2, 使得对于任意 E ∈ H̃ 都有
|E ∩A1| = |E ∩A2| = 2. 类似断言 4.1 的证明, 对于 i = 1, 2, 都有

n

2
− 6ϵ1/4n 6 |Ai| 6

n

2
+ 6ϵ1/4n. (5.2)

首先证明 |∂H| 的下界, 在 ∂H̃ 中有两类边, 一类交 A1 于两个点, 交 A2 于一个点, 设这类边有 a

条; 另一类交 A1 于一个点, 交 A2 于两个点, 设这类边有 b 条. 因为 H̃ 是偶二部 4- 图, 所以

a|A2| >
∑
v∈A2

dH̃(v) = 2|H̃|, b|A1| >
∑
v∈A1

dH̃(v) = 2|H̃|.

因此

|∂H| > |∂H̃| = a+ b > 2|H̃|
|A2|

+
2|H̃|
|A1|

> 2(1/64− 2ϵ1/2)n4

n/2 + 6ϵ1/4n
+

2(1/64− 2ϵ1/2)n4

n/2 + 6ϵ1/4n

> 1

8
n3 − 100ϵ1/4n3.

下面证明 |∂H| 的上界. 对于任意 v ∈ Zϵ, 设存在边 u1u2u3 ∈ LH(v)[A1], 由于

min{|LH̃(u1)|, |LH̃(u2)|, |LH̃(u3)|} >
(

1

16
− 3ϵ1/2

)
n3,

所以 LH̃(u1)、LH̃(u2) 和 LH̃(u3) 至少存在一条公共边 u4u5u6, 即存在 u4 ∈ A1, u5, u6 ∈ A2, 使得

u1u4u5u6, u2u4u5u6, u3u4u5u6 ∈ H̃, 这意味着 F7 ⊆ H[{v, u1, . . . , u6}]. 类似断言 4.2 的证明, 对于任意

u ∈ V (H̃), 都有

|NH(u) ∩A2| > |A2| − 50ϵ1/4n. (5.3)

定义 A′
2 = A2 ∩ (

∩
i∈[6]NH(ui)). 根据 (5.2) 和 (5.3), 可得

|A′
2| >

n

2
− 6ϵ1/4n− 6× 50ϵ1/4n >

n

3
.

从 A′
2中选择一点 u7,对于 j ∈ [6],令 ej 表示H中包含 {uj , u7}的边. 从而,得到 F1 = H[{v, u1, u2, . . . ,

u7}]∪{ej : j ∈ [6]} ∈ K4
7,其核为 {u1, . . . , u7},且使得 F7 ⊆ F1. 重复此过程两次,便可在 H中找到 F3 ∈

K4
9 且 F7 ⊆ F3, 从而有 F3 ∈ M, 这与 H 不含M 矛盾. 所以 LH(v)[A1] = ∅, 同理可得 LH(v)[A2] = ∅.
因此,

|∂H| 6 2× ñ

2
×

(
ñ/2

2

)
+

(
ñ

2

)
|Zϵ|+

(
|Zϵ|
2

)
ñ+

(
|Zϵ|
3

)
6 1

8
n3 + 100ϵ1/4n3.
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所以, 若 H̃ 是偶二部 4- 图, 则

1

8
n3 − 100ϵ1/4n3 6 |∂H| 6 1

8
n3 + 100ϵ1/4n3. (5.4)

下面考虑 H̃ 是 G2
8 - 可染的情形. 设 H̃ 对应的点集划分为 P = {V1, . . . , V8}, 使得 H̃ 的每条边交

Vi (i ∈ [8]) 于至多一个点, 并且对于 1 6 i < j 6 4, 不存在 V2i−1V2iV2j−1V2j 类型的边. 类似断言 4.4

的证明, 对于 i ∈ [8], 都有

n

8
− 10ϵ1/4n 6 |Vi| 6

n

8
+ 10ϵ1/4n. (5.5)

下面证明 |∂H| 的下界. 因为 H̃ 是 G2
8 - 可染的, 所以 ∂H̃ 是 8- 部的 3- 图. 令 G 表示由图 G2

8 每

个点分别以 |V1|, . . . , |V8|的大小进行膨胀所形成的图. 由 (5.5),对于 ∂G \ ∂H̃ 中的每条边 e,至少存在

4(n/8− 10ϵ1/4n) 条 G \ H̃ 中的边 E 使得 e ⊂ E. 因此,

|∂G \ ∂H̃| 6 4|G \ H̃|
4(n/8− 10ϵ1/4n)

6 2ϵ1/2n4

n/8− 10ϵ1/4n
6 2ϵ1/2n4

n/10
= 20ϵ1/2n3.

从而有

|∂H̃| > |∂G| − 20ϵ1/2n3 >
(
8

3

)(
n

8
− 10ϵ1/4n

)3

− 20ϵ1/2n3 > 7

64
n3 − 100ϵ1/4n3.

所以,

|∂H| > |∂H̃| > 7

64
n3 − 100ϵ1/4n3. (5.6)

接下来, 给出 |∂H| 的上界. 类似断言 4.7 的证明, 对于任意 v ∈ Zϵ, 点 v 的链图 LH(v) 中的每一

条边最多交 Vi (i ∈ [8]) 一个点. 因此,

|∂H| 6
(
8

3

)(
ñ

8

)3

+

(
ñ

2

)
|Zϵ|+

(
|Zϵ|
2

)
ñ+

(
|Zϵ|
3

)
6 7

64
n3 + 100ϵ1/4n3. (5.7)

结合 (5.6) 和 (5.7) 可以得到, 若 H̃ 是 G2
8 - 可染的, 则

7

64
n3 − 100ϵ1/4n3 6 |∂H| 6 7

64
n3 + 100ϵ1/4n3. (5.8)

结合 (5.4) 和 (5.8), 引理 5.1 得证.

定理 1.3 的证明 设 g(M)为M的可行域函数,由定理 1.2可知,对于 x ∈ projΩ(M), g(M)(x)

6 3/8, 并且 g(M)(21/32) = g(M)(3/4) = 3/8. 设 (Hk)
∞
k=1 是不含M 的 4- 图序列, 并且满足

lim
k→∞

v(Hk) = ∞, lim
k→∞

ρ(∂Hk) = x0, 且 lim
k→∞

ρ(Hk) =
3

8
.

则对于充分小的 ϵ > 0 和充分大的正整数 N0, 存在 k0 使得对于所有 k > k0, 都有

v(Hk) > N0, |Hk| >
(

1

64
− ϵ

)
(v(Hk))

4.

由引理 5.1 可知, 对于所有 k > k0, 都有

21

32
− 700ϵ1/4 6 |∂Hk|(

v(Hk)
3

) 6 21

32
+ 700ϵ1/4
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或者

3

4
− 700ϵ1/4 6 |∂Hk|(

v(Hk)
3

) 6 3

4
+ 700ϵ1/4.

令 ϵ→ 0, 可以得到 x0 = 21/32 或 x0 = 3/4. 证毕.
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A family of 4-uniform hypergraphs with no stability

Yixiao Zhang, Heng Li & Jianfeng Hou

Abstract Unlike graphs, for an integer r > 3 and many classical families of r-uniform hypergraphs M, there are
perhaps more than one M-free r-uniform hypergraphs with n vertices and the maximum possible number of edges
(such hypergraphs are called extremal configurations). Moreover, those extremal configurations are far from each
other in edit-distance. Such a phenomenon is called not stable and is a fundamental barrier to determining the
Turán number of M. Liu and Mubayi (2022) gave the first example for 3-uniform hypergraphs to be not stable. A
simple argument shows that for r > 4, one can get a family of r-uniform hypergraphs which is not stable through
a not stable family of 3-uniform hypergraphs. In this paper, we construct a finite family of 4-uniform hypergraphs
M directly such that two near-extremal M-free configurations are far from each other in edit-distance. This is
the first unstable example that does not depend on 3-uniform hypergraphs. We also prove its Andrásfai-Erdős-Sós
type stability theorem: Every M-free 4-uniform hypergraph whose minimum degree is close to the average degree
of extremal configurations is a subgraph of one of these two near-extremal configurations. As a corollary, our
main result shows that the boundary of the feasible region of M has exactly two global maxima.

Keywords hypergraph, Turán number, stability, feasible region
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