
中国科学 : 数学 2025年 第 55卷 第 7期 : 1475∼ 1504

SCIENTIA SINICA Mathematica

综 述

英文引用格式: Wu B J, Jia C. Circulation theory for Markov processes and its applications (in Chinese). Sci Sin Math, 2025,

55: 1475–1504, doi: 10.1360/SSM-2024-0301

c⃝ 2025《中国科学》杂志社 www.scichina.com mathcn.scichina.com

Markov 过程的环流理论及其应用
献给钱敏平教授 86 寿辰

吴秉杰, 贾晨∗

北京计算科学研究中心应用与计算数学研究部, 北京 100193

E-mail: wubingjie@csrc.ac.cn, chenjia@csrc.ac.cn

收稿日期: 2024-09-29; 接受日期: 2025-02-11; 网络出版日期: 2025-04-09; * 通信作者

国家自然科学基金 (批准号: 12271020, 12131005 和 U2230402) 资助项目

摘要 Markov 过程是描述介观热力学系统的基本动力学模型. 近年来, 随着非平衡统计物理与随机

热力学的理论突破, Markov 过程的环流理论也在蓬勃发展与不断完善中. 本文对 Markov 过程的三

种不同环流 (生成树环流、消圈环流和序列匹配环流) 进行系统性比较, 并全面阐述三种不同环流所

对应的环流分解定理、可逆性的环流判别法、净环流的涨落定理、环流的对称性关系和环流的大偏差

等. 最后,本文展示环流理论在生命科学与统计物理中的广泛应用,并对该领域的重要文献进行全面性

梳理.
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1 引言

在过去 30 年内, 随机热力学取得了突破性进展, 已然成为非平衡统计物理最有影响力的学术分

支之一 (参见文献 [47, 97, 101]). Markov 过程是描述介观热力学系统的基本动力学模型. 由于任意

Markov 过程总可以被具有离散状态空间的 Markov 链所逼近, Markov 链便成为了热力学系统最基本

且最重要的概率模型. 在该领域中,热力学平衡态在数学上对应于可逆 Markov过程,非平衡稳态在数

学上对应于平稳不可逆 Markov 过程, 距离平衡态的远近通常由熵产生这一概念所刻画, 而熵产生可

以表示为热力学流与热力学力的双线性函数 [35,43,74,78,79].

著名数学家 Kolmogorov [61] 很早就注意到, Markov过程的可逆性可以通过其环动力学来描述: 平

稳 Markov链是可逆的当且仅当 Markov链沿任意环的转移概率的乘积与沿其反向环的转移概率的乘

积都是相等的. 该准则称为 Kolmogorov 环条件, 它推广了细致平衡化学反应网络所满足的 Wegschei-

der 条件 (参见文献 [51,103]). 该条件首次将 Markov 过程的可逆性与环动力学联系到一起, 这是一个

http://doi.org/10.1360/SSM-2024-0301
www.scichina.com
mathcn.scichina.com
mailto:wubingjie@csrc.ac.cn,~chenjia@csrc.ac.cn


吴秉杰等: Markov 过程的环流理论及其应用

重要的理论飞跃. 事实上, 熵产生不仅可以沿着转移图的边进行分解, 也可以沿着转移图的环进行分

解, 此时的热力学流被称作环流, 而热力学力被称作环亲和力 [94].

Markov 链的环流理论在物理学、化学、生物学等自然科学中具有广泛应用 (参见文献 [34, 111]).

事实上, Markov 链的环流可以按三种不同的方式定义. 在 20 世纪 60 年代, Hill 首次将 Markov 链的

环动力学引入细胞膜离子泵与肌肉收缩等介观生化系统的研究,利用图表方法给出了环流分解定理以

及环流的一种计算方法 (参见文献 [39–41]). Hill 还特别指出, 热力学系统的不可逆性只有在环形运动

完成之后才会呈现出来,如细胞内自由能的转换与耗散.随后, Schnakenberg [94] 推广了 Hill的理论,用

图论中生成树的思想定义了一套环流理论. 在该理论中, 首先要指定转移图的某个生成树, 每个基本

环对应于转移图中不属于生成树的一条边 (称为转移图的弦), 而只有基本环才可以定义环流 (简称为

生成树环流), 即单位时间内 Markov 链通过弦的次数.

从 20世纪 80年代开始,以钱敏、钱敏平等为代表的一批中国数学家以平稳Markov过程为模型开

展了对非平衡稳态的研究,并建立了一整套非平衡稳态的数学理论,其中的核心内容之一就是 Markov

链的消圈环流理论 [58, 88–90]. 在该理论中, 每个环对应于转移图中的一条不自交回路, 所有环都可以

定义环流, 而环流按一种沿轨道消圈的方式进行定义 (简称为消圈环流), 即单位时间内环被消除的次

数. 他们得到了环流的一个优美的表达式, 并证明了类似于电学中 Kirchhoff 定律的环流分解定理. 更

重要的是, 他们发现平稳 Markov 链是可逆的当且仅当 Markov 链沿任意环的环流与沿其反向环的环

流都是相等的. 该结果揭示了非平衡热力学系统的本质特征, 即存在非零净环流. 在随后的工作中,

Kalpazidou [60] 利用不同的方法独立地发展了 Markov 链的消圈环流理论. 为了突出环表示理论的重

要性, Kalpazidou 将其形象地比喻为 Markov 链的 Fourier 变换.

近期, Pietzonka等 [75] 基于序列匹配的思想提出了 Markov链的新型环流理论.在该理论中, 每个

环对应于转移图中的任意一条允许自交的回路, 所有回路都可以定义环流 (简称为序列匹配环流), 即

单位时间内回路与轨道匹配的次数. 在众多数学家、物理学家的努力下, Markov链的环流理论已经被

推广到更一般的半 Markov 过程 [4, 22] 以及紧流形上的扩散过程 [29, 85] 上. 具体地, Qian 和 Wang [85]

利用 Hodge 理论在紧 Riemann 流形上的扩散过程中发展了一套严格的环流理论, 给出了过程可逆性

的环流刻画, 并证明了相应的环流分解定理.

三种不同形式的环流都可以沿着 Markov 链的轨道进行定义. 近年来, 随机热力学最重要的进

展之一是, 发现很多沿轨道定义的热力学量 (如熵产生与环流) 满足各种形式的涨落定理 (参见文

献 [11, 20, 21, 26, 30, 38, 46, 63, 68, 69, 95, 96, 110]) 与对称性关系 (参见文献 [30, 52]). 这些涨落定理推

广了经典的热力学第二定律, 将热力学第二定律从不等式形式加强为等式形式. 对于生成树环流, An-

drieux 和 Gaspard [3] 证明了生成树环流在长时间极限下满足弱形式的涨落定理. 此外, Polettini 和

Esposito [76] 证明了生成树环流在任意有限时刻满足弱形式的暂态涨落定理. 事实上,文献 [59]指出生

成树环流所满足的弱形式的涨落定理实际上等价于熵产生的涨落定理 [96], 因此自然成立.

对于消圈环流, Andrieux 和 Gaspard [2] 指出环流应当满足强形式的涨落定理, 但是他们的证明是

完全错误的. 对于单环 Markov 链, Qian 和 Xie [83] 严格证明了环流的涨落定理. 随后, Ge [28] 将该结

果推广到了具有唯一公共状态的多环 Markov 链上. 对于一般 Markov 链, Jia 等 [52] 严格证明了环流

所满足的各种强形式的涨落定理以及对称性关系. 对于序列匹配环流, 相应的强形式的涨落定理与对

称性关系也已经在最近的文献中得到证明 (参见文献 [75]). 此外, 环流的涨落定理与对称性关系已经

被推广到具有连续状态空间的 Markov 过程. 文献 [29] 利用 Brown 游弋理论与 Williams Brown 轨道

分解定理, 证明了圆周上任意扩散过程的环流满足各种形式的涨落定理及对称性关系.

本文对 Markov 过程的三种不同环流 (生成树环流、消圈环流和序列匹配环流) 进行系统性比较,
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并全面阐述三种不同环流所对应的环流分解定理、可逆性的环流判别法、净环流的涨落定理、环流的

对称性关系和环流的大偏差等. 最后, 本文展示环流理论在生命科学与统计物理中的广泛应用, 并对

该领域的重要文献进行全面性梳理.

2 三种环流的定义及其比较

2.1 Kolmogorov 环条件

在统计物理中, 具有随机性的介观热力学系统通常由具有离散或连续状态空间的 Markov 过程所

刻画. 为了简单起见, 本文考虑由离散时间 Markov 链 ξ = (ξn)n>0 所描述的热力学系统. 需要强调的

是,以下所有理论都可以平行推广到连续时间 Markov链甚至半 Markov过程中. 假定 Markov链具有

状态空间 S = {1, 2, . . . , N},其转移概率矩阵为 P = (pij)i,j∈S ,其中 pij 表示从状态 i到状态 j 的转移

概率. 这里允许 Markov 链具有有限状态空间 (N < ∞) 或可列状态空间 (N = ∞). 该 Markov 链所对

应的转移图可以表示为有向图 G = (S,E),其中结点集 S 为系统的状态空间,有向边集 E 包含所有具

有正概率的状态转移, 如图 1 所示. 本文用 ⟨i, j⟩ 表示从状态 i 到状态 j 的有向边. 因此有向边集 E

可以表示为

E = {⟨i, j⟩ ∈ S × S : pij > 0}.

转移图 G 中有向边的个数记为 |E| = M , 其中 |E| 表示集合 E 中元素的个数. 为了简单起见, 假定

Markov 链不可约且正常返, 于是它具有唯一的不变分布 π = (πi)i∈S . 注意到, 不可约性保证了转移图

G 是连通的, 且转移图 G 可能包含从某结点到自身的边, 如图 1 所示.

在正式介绍环流理论之前,首先回顾 Markov链的回路和环这两个基本概念. 我们强调,这里的回

路采用文献 [75] 中的定义, 而非文献 [58, 60] 中的定义. 而这里的环采用文献 [58, 60] 中的定义.

定义 2.1 转移图 G 中从某状态到自身的有向路径称为 Markov 链的一条回路, 例如, 从状态 i1

到自身的有向路径 o : i1 → i2 → · · · → is → i1 就是一条回路. 进一步地, 如果 i1 ̸= i2, . . . , is, 则称 o

为非重叠回路; 如果 i1, i2, . . . , is 各不相同, 则称 o 为非自交回路.

定义 2.2 设 i1 → i2 → · · · → is → i1 与 j1 → j2 → · · · → jr → j1 为 Markov 链的两个非自交回

路. 如果 r = s,且存在正整数 k 使得 j1 = ik+1, j2 = ik+2, . . . , jn = ik+s,其中下标 k+1, k+2, . . . , k+s

图 1 (网络版彩图) 各类 Markov 链的转移图与相应的生成树 (参见文献 [59]). (a) 具有一般转移图的 Markov

链, 其中绿色箭头表示根结点为 4 的生成树 T , 红色箭头表示 T 的弦; (b) 四状态全连接 Markov 链, 其中每个状

态可以转移到自身或其他状态; (c) N 状态单环 Markov 链. 该系统具有环状拓扑, 每个状态可以转移到自身或它

的两个相邻结点. 在 (b) 和 (c) 中, 绿色箭头均表示生成树 T
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是模 k 运算后的结果, 则称这两个回路是等价的. 回路 i1 → i2 → · · · → is → i1 在上述等价关系下的

等价类称为一个环, 记为 c = (i1, i2, . . . , is).

由上述定义可知 1 → 2 → 3 → 1, 2 → 3 → 1 → 2 和 3 → 1 → 2 → 3 这三个回路等价, 且对应同一

个环 (1, 2, 3).

定义 2.3 回路 o : i1 → i2 → · · · → is → i1 的反向回路定义为 o− : i1 → is → · · · → i2 → i1. 类

似地, 环 c = (i1, i2, . . . , is) 的反向环定义为 c− = (i1, is, . . . , i2).

如果 Markov 链是平稳的, 且满足如下的细致平衡条件:

πipij = πjpji, i, j ∈ S,

则称 Markov 链是可逆的. 早在 20 世纪 30 年代, 著名数学家 Kolmogorov [61] 就注意到, Markov 链的

可逆性可以通过其环动力学来描述.

定理 2.1 平稳 Markov 链 ξ 是可逆的当且仅当对于所有的环 c = (i1, i2, . . . , is), Markov 链沿着

环 c 的转移概率的乘积与沿着反向环 c− 的转移概率的乘积相等, 即

pi1i2pi2i3 · · · pis−1ispisi1 = pi1ispisis−1
· · · pi3i2pi2i1 . (2.1)

该准则称为 Kolmogorov 环条件, 它首次将 Markov 过程的可逆性与环动力学联系到一起, 这是

一个重要的理论飞跃. 在 20 世纪 60 年代, Hill 首次将 Markov 链的环动力学引入介观生化系统的研

究, 并给出了环流分解定理 (参见文献 [39–41]). 随后, 在以钱敏、钱敏平等为代表的中外数学家、物

理学家的共同努力下, Markov 过程的环流理论不断发展完善 (参见文献 [58, 88–90]). 本节将重点介绍

Markov 链环流的三种不同的定义, 并阐述它们之间的内在联系.

2.2 消圈环流

在 20 世纪 60 年代, Hill 首次将 Markov 链的环动力学引入细胞膜离子泵与肌肉收缩等介观生化

系统的研究中, 利用图表方法给出了环流分解定理以及环流的一种计算方法, 但是并没有给出环与环

流的严格数学定义 (参见文献 [39–41]). 在 20 世纪 80 年代, 钱敏、钱敏平等完善并推广了 Hill 的理

论, 建立了一套按轨道消圈方式定义的环流理论 (参见文献 [88–90]). 具体地, 沿着 Markov 链的轨道

会不断形成各种环. 如果持续消去 Markov 链 ξ = (ξn)n>0 的轨道中形成的环, 并关注消去环后剩余的

轨道, 则会获得一个新的 Markov 链 ξ̃ = (ξ̃n)n>0, 称为导出链. 例如, 如果原 Markov 链 ξ 的轨道为

{1, 2, 3, 3, 2, 3, 4, 1, 4, . . .}, 则相应的导出链 ξ̃ 的轨道以及形成的环如表 1 所示.

确切地讲, 导出链的状态是 S 中不同状态组成的有限序列, 表示为 [i1, i2, . . . , is]. 下面给出导出

链的严格数学定义.

定义 2.4 导出链 ξ = (ξn)n>0 的轨道定义为 ξ̃0 = [ξ0], 且

表 1 原 Markov 链、导出链以及形成的环

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8

原 Markov 链 ξn 1 2 3 3 2 3 4 1 4

导出链 ξ̃n [1] [1, 2] [1, 2, 3] [1, 2, 3] [1, 2] [1, 2, 3] [1, 2, 3, 4] [1] [1, 4]

形成的环 (3) (2, 3) (1, 2, 3, 4)
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ξ̃n =

[i1, i2, . . . , is, is+1], 如果 ξ̃n−1 = [i1, i2, . . . , is] 且 ξn = is+1 ̸= i1, i2, . . . , is,

[i1, i2, . . . , ir], 如果 ξ̃n−1 = [i1, i2, . . . , is] 且存在 1 6 r 6 s 使得 ξn = ir.

如果 ξ̃n−1 = [i1, i2, . . . , is], 且存在 1 6 r 6 s 使得 ξn = ir, 即 ξ̃n = [i1, i2, . . . , ir], 则称 Markov 链 ξ 在

时刻 n 形成环 (ir, ir+1, . . . , is).

可以证明这样定义的 ξ̃ 也是一个 Markov 链 [58]. 根据上述形成环的定义, 可以定义 Markov 链的

消圈环流.

定义 2.5 记 N c
n 为 Markov 链在时刻 n 形成环 c 的次数. 在时刻 n, 环 c 的经验 (消圈) 环流定

义为

Jc
n =

1

n
N c

n.

相应地, 在时刻 n, 环 c 的经验净 (消圈) 环流定义为 J̃c
n = Jc

n − Jc−
n , 其中 c− 为 c 的反向环. 环 c 的

环流 Jc 和净环流 J̃c 分别定义为

Jc = lim
n→∞

Jc
n, J̃c = lim

n→∞
J̃c
n, a.s.

直观地讲, 环流 Jc 表示环 c 在单位时间内形成的次数, 而净环流 J̃c 表示环 c 在单位时间内形成

的净次数. 记 C 为转移图 G 中所有环所构成的集合, 称为 Markov 链的环空间. 注意到, 消圈环流是

定义在环空间 C 上的. 进一步地, 可以计算消圈环流的解析表达式 (参见文献 [58, 定理 1.3.3]).

定理 2.2 对于环 c = (i1, i2, . . . , is), 有

Jc = pi1i2 · · · pis−1ispisi1πi1g(i2, i2 | {i1})g(i3, i3 | {i1, i2}) · · · g(is, is | {i1, . . . , is−1}), (2.2)

其中

g(ik, ik | {i1, . . . , ik−1}) =
∞∑

n=0

P(ξn = ik, ξm /∈ {i1, . . . , ik−1},∀ 1 6 m 6 k − 1 | ξ0 = ik)

为 Markov 链的禁忌 Green 概率. 特别地, 当状态空间 S 有限时, 有

Jc = pi1i2 · · · pis−1ispisi1
D(i1, i2, . . . , is)∑

j∈S D(j)
,

其中 D(j1, j2, . . . , jr) 表示矩阵 I − P 去掉第 j1, j2, . . . , jr 行和列所得到的子矩阵的行列式.

如果环 c 通过有向边 ⟨i, j⟩, 则记 ⟨i, j⟩ ∈ c. 环流理论的核心结果之一是如下著名的环流分解定理

(参见文献 [58, 定理 1.3.5]).

定理 2.3 对任意有向边 ⟨i, j⟩ ∈ E, 有

πipij =
∑
c∈C

1{⟨i,j⟩∈c}J
c, (2.3)

其中 1A 表示集合 A 的示性函数, 而等式右端的求和项包含了所有通过有向边 ⟨i, j⟩ 的环 c.

上述环流分解定理表明从状态 i到状态 j 的概率流可以分解为通过有向边 ⟨i, j⟩的所有环的消圈
环流的和. 类似地, 有净环流的分解定理:

πipij − πjpji =
∑
c∈C

1{⟨i,j⟩∈c}J̃
c.
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作为上述分解的一个自然推论, 回顾 Qian 和 Qian [88] 所给出的矩阵形式的环流分解定理. 注意到

πipij =
1

2
(πipij + πjpji) +

1

2
(πipij − πjpji)

=
1

2
(πipij + πjpji) +

1

2

∑
c∈C

1{⟨i,j⟩∈c}J̃
c.

两端同时除以 πi, 有

pij =
1

2

(
pij +

πjpji
πi

)
+

∑
c∈C

1{⟨i,j⟩∈c}
J̃c

2πi
=: psij +

∑
c∈C

pcij .

注意到, 以 psij 为元素的矩阵 P s = (psij)实际上是平稳 Markov链的转移速率矩阵 P = (pij)与其时间

倒逆过程的转移概率矩阵 P− = (πjpij/πi) 的算数平均. 显然 P s 也是一个转移概率矩阵, 且由其生成

的平稳 Markov 链是可逆的. 于是立即有如下推论.

推论 2.1 Markov 链的转移速率矩阵 P = (pij)i,j∈S 可作如下的分解:

pij = psij +
∑
c∈C

pcij ,

其中 psij 是转移概率的细致平衡部分, 满足 πip
s
ij = πjp

s
ji;

∑
c∈C p

c
ij 是转移概率的环流平衡部分, 满足

2πip
c
ij = J̃c1{⟨i,j⟩∈c}.

这里需要强调的是, 推论 2.1 给出了 Markov 链转移速率的一种具有深刻物理含义的分解.

2.3 生成树环流

在 20世纪 70年代, Schnakenberg [94] 用图论中生成树的思想定义了一套环流理论.首先回顾生成

树与基本环的定义 (参见文献 [60]).

定义 2.6 设 T 为转移图 G 的有向子图, 即 T 的所有结点和边也是 G 的结点和边, 且令 T̄ 表

示 T 所对应的无向图, 则称满足下列三个条件的子图 T 为图 G 的生成树 (也称为极大树):

(i) T 是 G 的覆盖子图, 即 T 包含 G 的所有结点;

(ii) T̄ 是连通的;

(iii) T̄ 没有回路, 这里无向图的回路定义为某结点到自身的无向路径.

为了简单起见, 在下文中同时使用 T 来表示生成树本身和它的边集. 在通常情形下, 生成树的选

取并不是唯一的, 一个图可能有许多不同的生成树. 容易证明 (参见文献 [60]), 任意生成树 T 必须包

含转移图 G 的所有结点, 且一定包含 N − 1 条边, 如图 1 中的绿色箭头所示.

定义 2.7 如果有向边 l /∈ T , 则称 l 为 T 的弦. 由于 T̄ 是连通的且没有回路, 如果在生成树 T

中添加弦 l, 则会导致无向子图 T ∪ {l} 恰好包含一个无向回路. 记基本环 cl 是由添加弦 l 得到的回

路所对应的环, 其方向由 l 的方向所决定.

如图 1(a) 中所示的系统, 如果在生成树 T 中添加弦 l = ⟨2, 1⟩ (红色箭头所示), 则可以得到基本

环 cl = (2, 1, 4, 3). 由 |E| = M 且 |T | = N − 1, 容易看出任意生成树 T 必然有 M − N + 1 个弦. 由

于弦与基本环之间存在一一对应关系,所以可以用 Markov链通过弦 l 的次数来定义基本环 cl 形成的

次数.

定义 2.8 在时刻 n, 基本环 cl 的经验 (生成树) 环流定义为

Qcl
n =

1

n

n∑
k=1

1{⟨ξk−1,ξk⟩=l}.
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相应地, 在时刻 n, 基本环 cl 的经验净 (生成树) 环流定义为 Q̃cl
n = Qcl

n −Qcl−
n , 其中 cl− 为 cl 的反向

环. 基本环 cl 的环流 Qcl 和净环流 Q̃cl 分别定义为

Qcl = lim
n→∞

Qcl
n , Q̃cl = lim

n→∞
Q̃cl

n , a.s.

直观上, 环流 Qcl 表示单位时间内 Markov 链通过弦 l 的次数, 而净环流 Q̃cl 表示单位时间内

Markov 链通过弦 l 的净次数. 对于弦 l = ⟨i, j⟩, 由 Markov 链的遍历定理容易看出

Qcl = πipij , Q̃cl = πipij − πjpji.

记 L = {cl : l ∈ E \ T} 为由弦生成的所有基本环所构成的集合, 称为 Markov 链的基本环空间. 注意

到, 生成树环流是定义在基本环空间 L 上的.

如果基本环 cl 只包含一个或两个状态, 则 cl = cl−, 此时 Q̃cl
n = 0. 对于弦 l = ⟨i, j⟩, 如果基本环

cl 包含三个或三个以上的状态, 则容易看出 l− = ⟨j, i⟩ 也是一个弦, 并且 cl− 恰好是由弦 l− 所生成
的环.

生成树环流也有相应的环流分解定理 (参见文献 [60, 定理 4.5.1]).

定理 2.4 对任意有向边 ⟨i, j⟩ ∈ E, 有

πipij =
∑
cl∈L

Hcl(i, j)Qcl . (2.4)

这里对给定的生成树 T , Hcl 是边集 E 上的函数, 定义如下:

Hcl(i, j) =


1, 如果 ⟨i, j⟩ ∈ cl 且 ⟨i, j⟩ ∈ T 或 ⟨i, j⟩ = l,

−1, 如果 ⟨i, j⟩ /∈ cl, ⟨j, i⟩ ∈ cl 且 ⟨i, j⟩ ∈ T,

0, 否则.

(2.5)

2.4 序列匹配环流

近期, Pietzonka等 [75] 基于序列匹配的思想提出了 Markov链的新型环流理论.首先回顾定义 2.1

中回路的概念. 记 O 为转移图 G中所有回路所构成的集合,称为 Markov链的回路空间. 记 ON 为转

移图 G 中所有非重叠回路所构成的集合. 进一步地, 记 ON
x 为转移图 G 中所有以 x 为初始位置的非

重叠回路所构成的集合. 显然有 ON =
∪

x∈S ON
x ⊂ O.

Markov 链的轨道可以看作一个无穷序列. 如果序列中的某段与某回路精确匹配, 则认为 Markov

链形成了一个对应的回路 (也称为序列匹配环). 与消圈环流不同, 这里沿着 Markov 链的轨道不用进

行消圈. 由此可以给出序列匹配环流的定义.

定义 2.9 在时刻 n, 回路 o : i1 → i2 → · · · → is → i1 的经验 (序列匹配) 环流定义为

Ko
n =

1

n

n∑
k=s

1{ξk−s=i1,ξk−s+1=i2,...,ξk−1=is,ξk=i1}.

相应地, 在时刻 n, 回路 o 的经验 (序列匹配) 净环流可定义为 K̃o
n = Ko

n −Ko−
n , 这里 o− 为 o 的反向

回路. 回路 o 的环流 Ko 和净环流 K̃o 分别定义为

Ko = lim
n→∞

Ko
n, K̃o = lim

n→∞
K̃o, a.s.
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直观上, 环流 Ko 表示单位时间内 Markov 链轨道与回路 o 匹配的次数, 而净环流 K̃o 表示单位

时间内 Markov 链轨道与回路 o 匹配的净次数. 由 Markov 链的遍历定理容易看出, 对于任意回路

o : i1 → i2 → · · · → is → i1, 有

Ko = πi1pi1i2 · · · pisi1 . (2.6)

可以看到, 序列匹配环流是定义在回路空间 O 上的, 本质上考虑的是回路形成的次数, 为了叙述简便,

仍称其为环流.

序列匹配环流也有相应的环流分解定理.

定理 2.5 对任意有向边 ⟨i, j⟩ ∈ E 和结点 x ∈ S, 有

πipij =
∑

o∈ON
x

Uo(i, j)Ko,

其中 Uo(i, j) 表示回路 o 通过有向边 ⟨i, j⟩ 的次数.

需要强调的是, 序列匹配环流的分解是在固定初始位置 x 的非重叠回路上进行的. 这是为了保证

轨道上的每段序列不会同时对两个不同回路的形成产生贡献. 在后续讨论中, 我们也将限制在回路子

空间 ON
x 上考虑经验序列匹配环流 (Ko

n)o∈ON
x
的性质,这将为理清序列匹配环流与其他两种环流之间

的关系起到重要作用.

2.5 三种环流间的关系

接下来全面地比较三种不同的环流: 消圈环流、生成树环流和序列匹配环流. 为了简单起见, 假

定 Markov 链的状态空间有限. 生成树环流定义在基本环空间 L 上, 消圈环流定义在环空间 C 上, 而

序列匹配环流则定义在回路空间 O 上. 通常情形下有 L ⊂ C ⊂ O, 因此从环动力学的角度, 序列匹

配环流的描述最为完整, 消圈环流次之, 生成树环流最不完整. 此外, 由于生成树一般而言并不唯一,

不同生成树选取会对应不同的生成树环流. 相比之下, 消圈环流与序列匹配环流并不依赖于生成树的

选取.

另外, 更多的环通常意味着对环流性质更为复杂的讨论. 容易看出, 即使 Markov链的状态空间有

限, 转移图 G 中仍有无穷多个回路, 即 |O| = ∞, 而环与基本环的个数则是有限的. 由于每个弦对应

基本环空间 L 中的唯一元素, 所以有 |L| = |E \ T | = M −N + 1. 由于消圈环流的复杂性, 所以很难

给出 |C| 的统一的解析表达式.

为了更清晰地探究基本环空间 L 与环空间 C 的区别, 下面关注两个特殊的例子. 首先考虑转移

图是全连接图的 Markov 链, 即对所有的 i, j ∈ S 有 pij > 0, 如图 1(b) 所示. 其中包含 k 个状态的环

的数量为 N(N − 1) · · · (N − k + 1)/k, 因此有

|C| =
N∑

k=1

N · · · (N − k + 1)

k
.

特别地, 当 N = 4 时, 有 |C| = 24, 相应的环空间为

C = {(1), (2), (3), (4), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 4),

(1, 2, 3), (1, 2, 4), (1, 3, 2), (1, 3, 4), (1, 4, 2), (1, 4, 3), (2, 3, 4), (2, 4, 3),

(1, 2, 3, 4), (1, 2, 4, 3), (1, 3, 2, 4), (1, 3, 4, 2), (1, 4, 2, 3), (1, 4, 3, 2)}.
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若选定生成树 T = 1 → 2 → 3 → 4, 则有 |L| = 13, 相应的基本环空间为

L = {(1), (2), (3), (4), (1, 2), (2, 3), (3, 4)

(1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 3, 4), (2, 4, 3), (1, 2, 3, 4), (1, 4, 3, 2)}.

因此对于全连接 Markov 链, 基本环会比环少很多.

接下来考虑单环 Markov 链, 即对所有的 |i− j| > 2 有 pij = 0, 其中下标 i 与 j 是模 N 运算后的

结果, 如图 1(c) 所示. 显然, 有 |C| = 2N + 2, 相应的环空间为

C = {(1), . . . , (N), (1, 2), . . . , (N − 1, N), (N, 1), (1, 2, . . . , N), (1, N, . . . , 2)}. (2.7)

如果选定生成树 T = 1 → 2 → · · · → N , 则有 |L| = 2N + 1, 相应的基本环空间为

L = {(1), . . . , (N), (1, 2), . . . , (N − 1, N), (1, 2, . . . , N), (1, N, . . . , 2)}.

因此对于单环系统, 基本环空间只比环空间少了一个元素, 即 (N, 1).

接下来进一步研究三种环流之间的转换关系.为了叙述简单,在下文中假设周期边界条件成立,即

ξ0 = ξn, 这也是文献 [42] 中标准的假设条件. 在该假设下, 对于任意弦 l, 类似于消圈环流的环流分解

定理, 容易得到

Qcl
n =

∑
c∈C

1{l∈c}J
c
n, (2.8)

其中等式右端的求和项包含了通过弦 l 的所有环. 该等式说明生成树环流可以表示为消圈环流的线性

组合. 另外, 注意到回路 o 所对应的轨道经过消圈过程同样可以形成一系列环. 令 W o(c) 表示回路 o

形成环 c 的次数. 如果 Markov 链的初始位置是 ξ0 = x, 则对任意环 c ∈ C, 有

Jc
n =

∑
o∈ON

x

W o(c)Ko
n. (2.9)

该等式说明消圈环流可以表示为序列匹配环流的线性组合.

3 环流的涨落定理与对称性关系

3.1 可逆性的环流刻画

从 20 世纪 80 年代开始, 以钱敏、钱敏平等为代表的一批中国数学家以平稳 Markov 过程为模型

开展了对非平衡稳态的研究, 并建立了一整套非平衡稳态的数学理论 (参见文献 [58, 88–90]). 这套非

平衡稳态的数学理论以可逆性、熵产生与环流为核心概念, 其中包括前文提到的 Markov 过程的消圈

环流理论.

在该理论中, 热力学平衡态在数学上对应于可逆 Markov 过程, 非平衡稳态在数学上对应于平稳

不可逆 Markov 过程, 距离平衡态的远近通常由熵产生这一概念所刻画, 热力学系统处于平衡态当且

仅当系统的熵产生率为零. Prigogine 等在很多不同的热力学系统中给出了熵产生率 Stot 的具体表达

式, 并统一归纳为

Stot =
∑
k

Jk ·Xk > 0, (3.1)
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其中 Jk 为系统的第 k 个热力学流, 而 Xk 为系统的第 k 个热力学力, 即系统的熵产生率通常由热力

学流与热力学力的双线性函数来定义 (参见文献 [35,78,79]). 特别地, 平稳 Markov链的熵产生率可以

表示为 (参见文献 [94])

Stot =
1

2

∑
⟨i,j⟩∈E

(πipij − πjpji) log
πipij
πjpji

> 0, (3.2)

其中 πipij − πjpji 表示状态 i 与 j 之间的热力学流 (即净概率流), log(πipij/πjpji) 表示状态 i 与 j 之

间的热力学力. 在本节的讨论中, 总是假设对任意 i, j ∈ S, pij > 0 当且仅当 pji > 0. 这个条件保证了

如果 Markov 链的状态空间有限, 则其一定具有有限的熵产生率.

钱敏、钱敏平等进一步给出了平稳 Markov 过程熵产生率的抽象数学定义, 即平稳 Markov 过程

与它的时间倒逆过程的相对熵, 该定义自然蕴涵着平稳 Markov 过程可逆当且仅当其熵产生率为零这

一事实 (参见文献 [58,88–90]). 钱学派进一步指出, Markov链的可逆性也可以通过其环流来进行刻画.

接下来讨论三种不同环流与 Markov 链可逆性之间的关系. 利用三种环流的环流分解定理容易得到如

下 Markov 链的可逆性判别法.

定理 3.1 平稳 Markov 链可逆当且仅当如下条件之一成立:

(i) Markov 链的熵产生率为零, 即 Stot = 0;

(ii) Markov 链满足 Kolmogorov 环条件, 即对任意环 c = (i1, i2, . . . , is), 有

pi1i2pi2i3 · · · pis−1ispisi1 = pi1ispisis−1 · · · pi3i2pi2i1 ;

(iii) 对任意环 c ∈ C, 环 c 与其反向环 c− 的消圈环流相等, 即 Jc = Jc−;

(iv) 对任意基本环 cl ∈ L, 环 cl 与其反向环 cl− 的生成树环流相等, 即 Qcl = Qcl−;

(v) 对任意回路 o ∈ ON , 回路 o 与其反向回路 o− 的序列匹配环流相等, 即 Ko = Ko−.

上述定理表明, 对于三种环流中的任意一种, 平稳 Markov 链可逆当且仅当任意环的环流与其反

向环的环流都是相等的. 值得注意的是, 上述定理中的 (iv) 本质上要求, 存在生成树 T 使得对任意弦

l = ⟨i, j⟩ ∈ E \ T , 有 πipij = πjpji. 这是一个弱于细致平衡条件的可逆性判别法, 在实际问题中具有广

泛应用.

需要强调的是,在统计力学中,平衡态热力学系统在数学上对应于可逆 Markov过程. 该系统与外

界没有物质与能量的净交换, 即没有能量耗散. 这类似于经典力学中的保守系统 [5]. 在经典力学中, 如

果 Rn 中的向量场 F⃗ (即系统所受的力) 是某个势函数 U 的负梯度, 即 F⃗ = −∇U , 则称其为保守的.

在数学分析中, 关于保守系统, 有如下的判定定理 [91].

定理 3.2 Rn 中的向量场 F⃗ 是保守的当且仅当向量场 F⃗ 在任意光滑闭曲线 S 上的路径积分为
零, 即 ∮

S
F⃗ · ds⃗ = 0. (3.3)

上述定理表明, 系统所受的力 F⃗ 是保守的, 当且仅当它沿着任意光滑闭曲线所做的功为零. 例如,

系统在重力场移动过程中重力做功, 此时 F⃗ 表示重力场, U 表示重力势能, 而
∮
S F⃗ · ds⃗ 表示系统在重

力场中沿曲线 S 移动时重力所做的功. 特别地, 当系统从一点移动到另一点时, 保守力所做的功只与

始末两点的位置有关, 而与所经过的路径无关.

如果系统所受的所有力都是保守的, 则其没有能量耗散. 而在统计力学中, 没有能量耗散的平衡

态系统在数学上通常由可逆 Markov 链来刻画. 显然保守系统是可逆性的确定性动力学描述, 而可逆
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Markov 链是可逆性的随机动力学描述. 方程 (3.3) 说明, 在确定性动力学中, 环结构同样与系统的可

逆性紧密相关. 在随机动力学中, log(πipij/πjpji) 表示状态 i 与 j 之间的热力学力. 如果 Markov 链是

可逆的, 则由 Kolmogorov 环条件, 沿着任意环 c = (i1, i2, . . . , is, i1), 有

πi1pi1i2πi2pi2i3 · · ·πispisi1 = πi1pi1isπispisis−1 · · ·πi2pi2i1 .

等式两边同时取 log, 得到

log
πi1pi1i2
πi2pi2i1

+ log
πi2pi2i3
πi3pi3i2

+ · · ·+ log
πispisi1
πi1pi1is

= 0. (3.4)

该等式说明 Markov 链可逆当且仅当热力学力沿着任意环所做的功等于零. 比较方程 (3.3) 与 (3.4),

可以看出确定性动力学与随机动力学中可逆性的判别准则完全等价.

3.2 热力学第二定律的环流刻画

方程 (3.2) 已经给出 Markov 链熵产生率的数学定义. 由于 πipij − πjpji 与 log(πipij/πjpji) 具

有相同的符号, 所以容易看出熵产生率一定是非负的, 这就是热力学第二定律的严格数学描述. 可逆

Markov链 (平衡态)的熵产生率为零,而平稳不可逆 Markov链 (非平衡稳态)的熵产生率是严格正的.

我们已经看到,熵产生率可以表示为热力学流 (净概率流)与热力学力的双线性函数. 根据Markov

链的环流分解定理,净概率流可以分解为净环流的线性组合,因此熵产生率也可以沿着环进行分解. 对

于生成树环流, Schnakenberg [94] 发现熵产生率可以写成净环流与环亲和力的双线性函数. 随后,钱敏、

钱敏平等将这个结果推广到了消圈环流上 (参见文献 [58, 88–90]).

定义 3.1 环 c = (i1, i2, . . . , is) 的强度定义为

γc = pi1i2pi2i3 · · · pis−1ispisi1 ,

即 Markov 链沿着环 c 的转移概率的乘积. 环 c 的亲和力定义为

log
γc

γc− = log
pi1i2pi2i3 · · · pis−1ispisi1
pi1ispisis−1

· · · pi3i2pi2i1
.

类似地, 回路 o : i1 → i2 → · · · → is → i1 的强度定义为

γo = pi1i2pi2i3 · · · pis−1ispisi1 ,

即 Markov 链沿着回路 o 的转移概率的乘积. 回路 o 的亲和力定义为 log(γo/γo−).

定理 3.3 对任意状态 x ∈ S, 有

Stot =
1

2

∑
cl∈L

Q̃cl log
γcl

γcl−
=

1

2

∑
c∈C

J̃c log
γc

γc− =
1

2

∑
o∈ON

x

K̃o log
γo

γo− , (3.5)

其中 γc 是环 c 的强度, γcl 是基本环 cl 的强度, γo 是回路 o 的强度.

证明 关于生成树环流和消圈环流的证明可参见文献 [94] 和 [58, 定理 1.5.9], 这里只给出序列匹

配环流的证明. 由序列匹配环流的环流分解定理 (定理 2.5), 有

πipij − πjpji =
∑

o∈ON
x

Uo(i, j)Ko −
∑

o∈ON
x

Uo−(j, i)Ko− =
∑

o∈ON
x

Uo(i, j)K̃o. (3.6)
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注意到, 对任意回路 o : i1 → i2 → · · · → is → i1, 有

γo = pi1i2pi2i3 · · · pis−1ispisi1 =
∏

⟨i,j⟩∈E

p
Uo(i,j)
ij . (3.7)

结合方程 (3.2), (3.6) 和 (3.7), 得到

Stot =
1

2

∑
⟨i,j⟩∈E

∑
o∈ON

x

Uo(i, j)K̃o log
pij
pji

=
1

2

∑
o∈ON

x

K̃o log
γo

γo− .

证毕.

在上述定理中, log(γcl/γcl−), log(γc/γc−) 和 log(γo/γo−) 分别表示三种环流的环亲和力. 该定理

对三种不同环流, 将熵产生率写成净环流与环亲和力的双线性函数, 其中 J̃c log γc

γc− 可以理解为沿着

环 c 的熵产生率, 而且 K̃o log γo

γo− 可以理解为沿着回路 o 的熵产生率. 利用上述分解, 可以对消圈环

流给出更精细的热力学第二定律 [52, 59].

定理 3.4 对任意环 c ∈ C, 有

J̃c log
γc

γc− > 0.

上述定理表明, 对于消圈环流, 不仅系统的总熵产生率非负, 沿着每个环的熵产生率也是非负的.

这给出了比传统热力学第二定律强得多的非平衡系统的精细刻画.

类似地, 对序列匹配环流, 我们也有精细版本的热力学第二定律, 即沿任意回路的熵产生率都是

非负的.

定理 3.5 对任意状态 x ∈ S 和任意回路 o ∈ ON
x , 有

K̃o log
γo

γo− > 0.

证明 由方程 (2.6) 容易看出 K̃o = πx(γ
o − γo−). 于是对任意回路 o ∈ ON

x , 有

K̃o log
γo

γo− = πx(γ
o − γo−) log

γo

γo− > 0.

证毕.

需要强调的是, 尽管精细版本的热力学第二定律对于消圈环流与序列匹配环流都成立, 但对于生

成树环流并不总是成立的. 换而言之,沿着基本环的熵产生率并不总是非负的 (参见文献 [59]),即可能

存在 cl ∈ L 使得

Q̃cl log
γcl

γcl−
< 0. (3.8)

由此可以看到, 利用消圈环流与序列匹配环流的概念, 可以给出热力学第二定律更精细的刻画. 而熵

产生率沿着基本环的分解只是一种形式上的分解, 并不具有明确的物理含义. 这展示了消圈环流与序

列匹配环流在研究热力学问题中的巨大优势.

3.3 净环流的涨落定理

涨落定理是非平衡统计物理近 30 年来最重要的进展之一 (参见文献 [47, 97, 101]). 在随机热力学

中, 系统的熵产生可以沿着随机过程的轨道来定义, 我们将这种沿轨道定义的熵产生称作经验熵产生.

首先回顾经验熵产生率的定义 (参见文献 [96]).
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定义 3.2 Markov 链 ξ 在时刻 n 的经验熵产生率定义为

Stot
n =

1

n
log

µ0(ξ0)pξ0ξ1pξ1ξ2 · · · pξn−1ξn

µn(ξn)pξnξn−1pξn−1ξn−2 · · · pξ1ξ0
=

1

n
log

µ0(ξ0)

µn(ξn)
+

1

n

n−1∑
k=0

log
pξkξk+1

pξk+1ξk

,

其中 µ0 = (µ0(i))i∈S 表示 ξ0 的分布, 而 µn = (µn(i))i∈S 表示 ξn 的分布.

经典的热力学理论可以看作随机热力学的宏观平均结果. 容易证明, 对任意平稳 Markov 链, 有

E[Stot
n ] = E

[
log

πξ0pξ0ξ1
πξ1pξ1ξ0

]
=

∑
⟨i,j⟩∈E

πipij log
πipij
πjpji

= Stot > 0.

事实上, Maxwell [71] 很早就指出热力学第二定律是大量分子的统计规律; 他甚至已经意识到, 在任意

一个固定的时刻,热力学第二定律在一个充分小的分子群体中总是会被违背的. Seifert [97] 证明了经验

熵产生率满足如下的暂态涨落定理:

P(Stot
n = z)

P(Stot
n = −z)

= enz. (3.9)

上述暂态涨落定理说明,满足热力学第二定律的轨道与违背热力学第二定律的轨道的概率比恰好为指

数函数的形式. 由暂态涨落定理容易可以得到如下积分形式的涨落定理:

E[e−nStot
n ] =

∑
z

e−nzP(Stot
n = z) =

∑
z

P(Stot
n = −z) = 1.

利用 Jensen 不等式, 积分涨落定理自然退回到经典的热力学第二定律, 即 E[Stot
n ] > 0. 在随机热力学

中, 涨落定理将热力学第二定律从不等式关系推广到了非平凡的等式关系.

类似于熵产生率的环流分解, 在周期边界条件 ξ0 = ξn 下, 经验熵产生率与三种经验净环流有如

下的表示关系 (参见文献 [59]):

Stot
n =

1

2

∑
cl∈L

Q̃cl
n log

γcl

γcl−

=
1

2

∑
c∈C

J̃c
n log

γc

γc−

=
1

2

∑
o∈Ox

K̃o
n log

γo

γo− ,

其中假设初始位置 ξ0 = x. 我们已经看到, 经验熵产生满足暂态涨落定理和积分涨落定理. 一个很自

然的问题是, 涨落定理对于三种经验净环流是否仍然成立?

针对这个问题, Andrieux 和 Gaspard [2] 研究了净消圈环流的涨落定理, 但他们的证明是完全错误

的. 对于单环 Markov 链, Qian 和 Xie [83] 严格证明了净环流的涨落定理. 随后, Ge [28] 将该结果推广

到了具有唯一公共状态的多环 Markov 链上. 对于一般 Markov 链, Jia 等 [52] 严格证明了净消圈环流

所满足的各种形式的涨落定理.

注意到环 c 与其反向环 c− 的经验净环流满足 J̃c
n = −J̃c−

n , 即这两个环的净环流并不是独立的.

在下文中,环 c与其反向环 c−只考虑其中一个,所考虑的环不妨称为正向环.令 C̃ 为所有正向环所构
成的集合, 即任意环 c 与其反向环 c− 只有一个包含在空间 C̃ 中. 类似地, 可以同样定义空间 L̃ 和 Õ.

下面的定理表明净消圈环流满足暂态涨落定理, 它刻画了经验净环流联合分布的对称性 (参见文

献 [52]).
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定理 3.6 对任意环 c1 ∈ C̃, 有

P(J̃c1
n = ν̃c1 , J̃c

n = ν̃c,∀ c ∈ C̃ : c ̸= c1)

P(J̃c1
n = −ν̃c1 , J̃c

n = ν̃c,∀ c ∈ C̃ : c ̸= c1)
= e

nν̃c1 log γc1

γc1− . (3.10)

下面的定理表明净消圈环流满足积分涨落定理 [52].

定理 3.7 对任意 c ∈ C̃, 有

E
[
exp

{
− nJ̃c

n log
γc

γc−

}]
= 1.

类似地, 由 Jensen 不等式, 得到如下热力学第二定律的精细版本:

E
[
J̃c
n log

γc

γc−

]
> 0.

该方程比定理 3.4 中的结论略强, 它表明系统沿着每个环的熵产生率也满足热力学第二定律, 从而揭

示了非平衡系统背后隐藏的精细热力学结构.

下面的定理表明净消圈环流满足 Kurchan-Lebowitz-Spohn 型涨落定理, 它刻画了经验净环流矩

母函数的对称性 (参见文献 [52]).

定理 3.8 对任意 λ = (λc)c∈C̃ ∈ RC̃ , 令 g̃n(λ) = E[en
∑

c∈C̃ λcJ̃c
n ] 为经验净环流 (J̃c

n)c∈C̃ 的矩母函

数. 则对任意 c1 ∈ C̃, 有

g̃n(λ
c1 , . . .) = g̃n

(
−

(
λc1 + log

γc1

γc1−

)
, . . .

)
.

进一步考虑系统在长时间极限下的涨落行为. 具体地, 在长时间极限下, 经验净环流的联合分布

满足

P(J̃c
n = ν̃c,∀ c ∈ C̃) ∝ e−nIJ̃ (ν̃), n → ∞, (3.11)

其中 ν̃ = (ν̃c)c∈C̃ ∈ RC̃ , IJ̃ 称为经验净环流 (J̃c
n)c∈C̃ 的大偏差速率函数, 刻画了经验净环流收敛到净

环流的指数阶的收敛速率. 下面的定理表明净消圈环流满足 Gallavotti-Cohen 型涨落定理, 它刻画了

经验净环流速率函数的对称性 (参见文献 [52]).

定理 3.9 对任意 c1 ∈ C̃, 有

IJ̃(ν̃
c1 , . . .) = IJ̃(−ν̃c1 , . . .)−

(
log

γc1

γc1−

)
ν̃c1 .

对于序列匹配环流, Pietzonka 等 [75] 证明了上述所有形式的涨落定理同样成立. 类似地, 在长时

间极限下, 经验净 (序列匹配) 环流的联合分布满足

P(K̃o
n = ν̃o,∀ o ∈ ÕN

x ) ∝ e−nIK̃(ν̃), n → ∞,

其中 ν̃ = (ν̃o)o∈ÕN
x
∈ RÕN

x , IK̃ 称为经验净环流 (K̃o
n)o∈ÕN

x
的大偏差速率函数.

定理 3.10 设 Markov 链的初始位置为 ξ0 = x, 则对任意 o1 ∈ ÕN
x , 有

(i) (暂态涨落定理)

P(K̃o1
n = ν̃o1 , K̃o

n = ν̃o, ∀o ∈ ÕN
x : o ̸= o1)

P(K̃o1
n = −ν̃o1 , K̃o

n = ν̃o, ∀o ∈ ÕN
x : o ̸= o1)

= e
nν̃o1 log γo1

γo1− ;
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(ii) (积分涨落定理)

E
[
exp

{
− nK̃o1

n log
γo1

γo1−

}]
= 1;

(iii) (Kurchan-Lebowitz-Spohn 型涨落定理) 对任意 λ = (λo)o∈ÕN
x
, 令 h̃n(λ) = E[en

∑
o∈ÕN

x
λoK̃o

n ]

为经验净环流 (K̃o
n)o∈ÕN

x
的矩母函数, 则有

h̃n(λ
o1 , . . .) = h̃n

(
−
(
λo1 + log

γo1

γo1−

)
, . . .

)
;

(iv) (Gallavotti-Cohen 型涨落定理)

IK̃(ν̃o1 , . . .) = IK̃(−ν̃o1 , . . .)−
(
log

γo1

γo1−

)
ν̃o1 .

需要强调的是, 对于生成树环流, 相应的涨落定理并不总成立. 文献 [3] 证明了经验净生成树环流

满足如下弱形式的涨落定理:

P(Q̃cl
n = ν̃cl ,∀ cl ∈ L̃)

P(Q̃cl
n = −ν̃cl ,∀ cl ∈ L̃)

= e
n
∑

cl∈L̃ ν̃cl log γcl

γcl− . (3.12)

文献 [59] 指出, 上述弱形式的涨落定理等价于经验熵产生率的涨落定理, 因此自然成立. 但在通常情

形下,经验净生成树环流并不满足强形式的各种涨落定理 [73, 77]. 以积分涨落定理为例,根据方程 (3.8)

和 Jensen 不等式, 有

E
[
exp

{
− nQ̃cl

n log
γcl

γcl−

}]
̸= 1.

这进一步说明了消圈环流和序列匹配环流在研究热力学问题中具有巨大优势.

3.4 环流的大偏差理论

随机过程的大偏差理论主要关心过程长时间涨落行为中的小概率事件 [42, 102], 它与长时间极限下

的涨落定理密切相关. 接下来回顾三种经验环流的大偏差结果. 以消圈环流为例, 在周期边界条件下,

Markov 链经验消圈环流 (Jc
n)c∈C 的状态空间为

V =

{
(νc)c∈C : νc > 0,

∑
c∈C

|c|νc = 1

}
,

其中 |c| 表示环 c 的长度, 即环 c 所经过的状态数量. 根据 Varadhan 的标准定义 [102], 如果下列三个

条件成立, 则称经验消圈环流 (Jc
n)c∈C 满足以 IJ : V → [0,∞] 为速率函数的大偏差原理:

(i) 对任意 α > 0, 水平集 {ν ∈ V : IJ(ν) 6 α} 是紧的;

(ii) 对任意开集 U ⊂ V, 有

lim
n→∞

1

n
logP((Jc

n)c∈C ∈ U) > − inf
ν∈U

IJ(ν); (3.13)

(iii) 对任意闭集 F ⊂ V, 有

lim
n→∞

1

n
logP((Jc

n)c∈C ∈ F ) 6 − inf
ν∈F

IJ(ν). (3.14)
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该定义中的后两条表明经验环流以指数速率收敛到环流, 而速率函数 IJ 刻画了收敛的具体指数

阶, 即

P(Jc
n = νc,∀ c ∈ C) ∝ e−nIJ (ν), n → ∞,

其中 ν = (νc)c∈C ∈ V. 经验环流的大偏差结果可以直接应用到经验净环流中. 由压缩原理 [12] 容易

得到

P(J̃c
n = ν̃c,∀ c ∈ C̃) = P(Jc

n − Jc−
n = ν̃c,∀ c ∈ C̃)

=
∑

νc−νc−=ν̃c,∀ c∈C̃

P(Jc
n = νc,∀ c ∈ C)

∝
∑

νc−νc−=ν̃c,∀ c∈C̃

e−nIJ (ν)

∝ e−nIJ̃ (ν̃), n → ∞. (3.15)

这表明经验净环流 J̃c
n 也满足大偏差原理, 相应的速率函数 IJ̃ 为

IJ̃(ν̃) = inf
{ν∈V:νc−νc−=ν̃c,∀ c∈C̃}

IJ(ν).

事实上, 在净环流的 Gallavotti-Cohen 型涨落定理 (定理 3.9) 中, 我们已经默认了经验净环流的大偏

差原理成立. 这说明如果能够证明经验环流等热力学量满足大偏差原理, 并得到相应的速率函数的具

体表达式, 则能够更为精细地刻画非平衡热力学系统的长时间的极限行为.

在 Bertini 等 [7, 8]、Jia 等 [52] 和 Jiang 等 [59] 的努力下, 环流的大偏差理论研究已经取得了一系列

的研究成果.首先考虑 Markov链具有有限状态空间的情形. 对于经验生成树环流的大偏差原理,首先

回顾 Markov 链经验流 (也称为对经验测度 [42]) 的概念. Markov 链在时刻 n 的经验流 Rn : E → [0, 1]

定义为

Rn(i, j) =
1

n

n∑
m=1

1{ξm−1=i,ξm=j}.

直观地讲, Rn(i, j)表示单位时间内 Markov链通过有向边 ⟨i, j⟩的次数. 注意到在周期边界条件下,经

验流 Rn 的状态空间为

M =

{
R : E → [0, 1] :

∑
i,j∈S

R(i, j) = 1,
∑
j∈S

R(i, j) =
∑
j∈S

R(j, i)

}
.

当 Markov 链的状态空间有限时, 经验流满足如下的大偏差原理 [42]:

P(Rn(i, j) = R(i, j),∀ ⟨i, j⟩ ∈ E) ∝ e−nIflow(R), n → ∞,

其中速率函数 Iflow : M → [0,∞] 的表达式为

Iflow(R) =
∑

⟨i,j⟩∈E

R(i, j) log
R(i, j)

R(i)pij
,

1490



中国科学 : 数学 第 55 卷 第 7 期

这里 R(i) =
∑

j∈S R(i, j). 可以看到, 经验流的速率函数具有相对熵的形式. 类似于生成树环流的环

流分解定理 (定理 2.4), 经验流可以分解为经验生成树环流的加权和, 即

Rn(i, j) =
∑
cl∈L

Hcl(i, j)Qcl
n ,

其中 Hcl 由方程 (2.5) 给出. 可以证明上述分解是唯一的 (参见文献 [60]), 即如果 Rn =
∑

cl∈L µclHcl ,

则对任意 cl ∈ L, 必然有 µcl = Qcl
n (这实际上说明经验生成树环流可以看作经验流的一组基). 由上述

表达式的唯一性可以得到

P(Qcl
n = µcl ,∀ cl ∈ L) = P

(
Rn(i, j) =

∑
cl∈L

µclHcl(i, j),∀ ⟨i, j⟩ ∈ E

)
∝ e

−nIflow(
∑

cl∈L µclHcl )
.

这表明经验生成树环流 (Qcl
n )cl∈L 满足大偏差原理, 相应的速率函数 IQ : M → [0,∞] 为

IQ(µ) = Iflow

( ∑
cl∈L

µclHcl

)
. (3.16)

接下来讨论经验序列匹配环流的大偏差. 不同于生成树环流,即使 Markov链的状态空间有限,回

路 o ∈ O 的数量通常也是无穷多个.然而在适当条件下仍然可以证明经验序列匹配环流满足大偏差原

理, 并给出相应速率函数的表达式. 这里只形式推导速率函数的表达式, 严格的数学理论仍有待进一

步证明. 不失一般性, 假设 Markov链的初始状态为 ξ0 = x, 从 x 出发的 Markov链所形成的非重叠回

路都属于空间 ON
x . 类似于消圈环流, 在周期边界条件下, Markov 链的经验序列匹配环流 (Ko

n)o∈ON
x

的状态空间为

Ux =

{
(uo)o∈ON

x
: uo > 0,

∑
o∈ON

x

|o|uo = 1

}
,

其中 |o| 表示回路 o 的长度. 对任意满足
∑

o∈ON
x
|o|ko = n 的非负整数序列 (ko)o∈ON

x
, 容易证明经验

序列匹配环流的联合概率分布满足

P(Ko
n = uo,∀ o ∈ ON

x ) =
(
∑

o∈ON
x
ko)!∏

o∈ON
x
ko!

∏
o∈ON

x

(γo)k
o

,

其中 uo = ko/n 表示回路 o 出现的频率, γo 表示回路 o 的强度. 根据 Stirling 公式

log n! = n log n− n+O(logn),

如果记 ux =
∑

o∈ON
x
uo, 则有

1

n
logP(Ko

n = uo,∀ o ∈ ON
x ) = −

∑
o∈ON

x

uo log
uo

ux
+

∑
o∈ON

x

uo log γo +O

(
logn

n

)
.

因此经验序列匹配环流的大偏差速率函数 IK : Ux → [0,∞] 可以表示为

IK(u) = − lim
n→∞

1

n
logP(Ko

n = uo,∀ o ∈ ON
x ) =

∑
o∈ON

x

uo log
uo

uxγo
.
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消圈环流的定义在三种环流中是最复杂的,因此它所满足的大偏差原理的证明在三种环流中也是

难度最大的. 当 Markov 链的状态空间有限时, Jia 等 [52] 和 Jiang 等 [59] 在一些特殊情形下证明了经

验消圈环流满足大偏差原理. 一般情形下的大偏差原理在近期的工作 [105] 中也得到了证明, 且速率

函数可以由一个变分形式给出, 由于形式比较复杂, 这里省略.

最后讨论 Markov 链具有可数状态空间的情形. Donsker 和 Varadhan [14–17] 证明了在一些紧性条

件下, 具有非紧状态空间 Markov 过程的经验过程满足大偏差原理. 类似地, 当 Markov 链具有可数状

态空间时, 经验环流的大偏差原理也需要相应的紧性条件. 前面已经证明了消圈环流可以由生成树环

流表示, 而序列匹配环流又可以用消圈环流表示, 利用压缩原理容易看出, 序列匹配环流的大偏差蕴

含着消圈环流的大偏差, 而消圈环流的大偏差又蕴含着生成树环流的大偏差. 因此一个自然的推论是,

确保三种经验环流大偏差原理成立的紧性条件, 生成树环流最弱, 消圈环流居中, 而序列匹配环流最

强. 特别地, 注意到经验生成树环流与经验流之间可以互相表示为对方的线性组合. 因此经验生成树

环流的大偏差紧性条件等价于经验流的大偏差紧性条件. 而关于经验流的大偏差已经有一系列研究.

Bertini等 [7, 8] 给出了可数状态空间 Markov链经验流的大偏差紧性条件,由此可以得到生成树环流大

偏差的严格数学证明. 然而在可数状态情形下, 消圈环流与序列匹配环流大偏差的研究目前还处于空

白阶段, 有待进一步的探索.

3.5 环流的对称性关系

我们已经看到, 净环流的涨落定理给出了净环流所满足的各种非平凡的对称性关系. 一个自然的

问题是, 对于 (绝对) 环流, 是否可以进一步推广这种对称性关系? 在众多数学家、物理学家的努力下,

环流的对称性关系研究已经取得了丰富的研究成果.

以消圈环流为例, 首先考虑如图 1(b) 所示的单环 Markov 链. 设 T+ 为单环 Markov 链首次形成

正向环 c = (1, 2, . . . , N) 所需要的时间, 设 T− 为该 Markov 链首次形成反向环 c− = (1, N, . . . , 2) 所

需要的时间. Kolomeisky 等 [62] 证明了如下等式:

E[T+ | T+ < T−] = E[T− | T− < T+].

该等式与酶动力学中的 Haldane 等式等价, 它表明尽管 T+ 与 T− 的均值一般而言是不同的, 但是在

首次形成的环是正向环的条件下 T+ 的均值与首次形成的环是反向环的条件下 T− 的均值是相同的.

在近些年来, 生物物理学家在研究单分子酶动力学时发现了 Haldane 等式的一个加强版本, 称为

广义 Haldane 等式. 具体地讲, Qian 和 Xie [83] 发现 Haldane 等式可以被进一步加强为如下形式:

P(T+ = n | T+ < T−) = P(T− = n | T− < T+), n > 0. (3.17)

上面的等式表明, 尽管 T+ 与 T− 的概率分布一般而言是不同的, 但是在首次形成的环是正向环的条

件下 T+ 的条件分布与首次形成的环是反向环的条件下 T− 的条件分布是相同的. 随后, Ge [27] 提出

了拟时间倒逆的概念, 并给出了广义 Haldane 等式的另外一种证明方法.

有趣的是, 生物物理学家发现的环对称性与概率学家在研究赌徒破产模型时发现的一个结果等

价. 我们知道, 最简单的具有环形结构的 Markov 过程是离散圆周上的紧邻随机游动, 在文献中也被

称为紧邻周期游动. 1975 年, Samuels [93] 发现如果紧邻周期游动沿着顺时针方向的转移概率是相同

的, 沿着逆时针方向的转移概率也是相同的, 则该过程首次形成正向环或反向环的时间与形成这两个

环中的哪一个是独立的. 1996 年, Dubins [18] 证明了对于一般的紧邻周期游动, 上述独立性关系仍然
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是成立的. 事实上, 广义 Haldane 等式恰好是 Samuels 和 Dubins 发现的独立性关系的一种等价的

描述.

在随后的工作中, Jia 等 [52] 将上述结果推广到了一般 Markov 链中. 在开始讨论之前, 先回顾文

献 [52] 中提出的相似环的概念.

定义 3.3 记 c1 = (i1, i2, . . . , is) 和 c2 = (j1, j2, . . . , jr) 是 Markov 链的两个环. 如果 s = r 且

{i1, i2, . . . , is} = {j1, j2, . . . , jr},

则称这两个环相似.

换而言之, 如果两个环所包含的状态完全一致, 则称这两个环是相似的. 如下 6 个环 (1, 2, 3, 4),

(1, 2, 4, 3), (1, 3, 2, 4), (1, 3, 4, 2), (1, 4, 2, 3) 和 (1, 4, 3, 2) 都是相似的. 对于一族相似的环, 有如下定理

(参见文献 [52]).

定理 3.11 设 c1, c2, . . . , cr 为一族相似的环,它们的形成时间分别记为 T c1 , T c2 , . . . , T cr ,令 T =

min{T c1 , T c2 , . . . , T cr} 为这族相似环的首次形成时间, 则有

P(T c1 = n | T = T c1) = · · · = P(T cr = n | T = T cr ), n > 0. (3.18)

方程 (3.18) 称为 Markov 链的广义 Haldane 等式. 注意到, 广义 Haldane 等式可以改写为

P(T = n, T = T ck) = P(T = n)P(T = T ck), k = 1, 2, . . . , r. (3.19)

该等式说明了一族相似环的首次形成时间 T 与形成这一族环中的哪一个是相互独立的. 在实际应用

中, 我们更关心正向环与反向环的对称性. 容易看出, 某个环与它的反向环一定是相似的, 于是得到下

面的推论.

推论 3.1 对任意环 c, 有

P(T c = n | T c < T c−) = P(T c− = n | T c− < T c), n > 0. (3.20)

该推论说明单环 Markov链的广义 Haldane等式,即方程 (3.17),可以推广到一般的 Markov链中.

利用上述广义 Haldane 等式, 文献 [52] 进一步证明了经验消圈环流满足如下非平凡的对称性关系.

定理 3.12 如果环 c1 与 c2 相似, 则有

(i) (暂态涨落定理)

P(N c1
n = kc1 , N c2

n = kc2 , N c
n = kc,∀ c ̸= c1, c2)

P(N c1
n = kc2 , N c2

n = kc1 , N c
n = kc,∀ c ̸= c1, c2)

=

(
γc1

γc2

)kc1−kc2

;

(ii) (Kurchan-Lebowitz-Spohn 涨落定理) 对任意 λ = (λc)c∈C ∈ RC , 令 gn(λ) = E[en
∑

c∈C λcJc
n ] 为

经验环流 (Jc
n)c∈C 的矩母函数, 则有

gn(λ
c1 , λc2 , . . .) = gn

(
λc2 − log

γc1

γc2
, λc1 + log

γc1

γc2
, . . .

)
;

(iii) (Gallavotti-Cohen 涨落定理)

IJ(ν
c1 , νc2 , . . .) = IJ(ν

c2 , νc1 , . . .)−
(
log

γc1

γc2

)
(νc1 − νc2),

其中 IJ(ν
c1 , νc2 , . . .) 为经验环流 (Jc

n)c∈C 的大偏差速率函数.
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表 2 三种环流的详细比较

生成树环流 消圈环流 序列匹配环流

环的适用范围 基本环 环 回路

是否依赖生成树的选取 是 否 否

环流表达式 Qcl = πipij 方程 (2.2) Ko = πi1γ
o

环流分解定理 πipij =
∑

cl∈L Hcl (i, j)Qcl πipij =
∑

c∈C 1{⟨i,j⟩∈c}J
c πipij =

∑
o∈ON

x
Uo(i, j)Ko

相互间表示关系 Q
cl
n =

∑
c∈C 1{l∈c}J

c
n Jc

n =
∑

o∈ON
x

W o(c)Ko
n –

可逆性判别法 Qcl = Qcl− Jc = Jc− Ko = Ko−

熵产生的分解 Sn = 1
2

∑
cl∈L Q̃

cl
n log γcl

γcl−
Sn = 1

2

∑
c∈C J̃c

n log γc

γc− Sn = 1
2

∑
o∈ON

x
K̃o

n log γo

γo−

弱形式净环流涨落定理 成立 [3] 成立 [52,105] 成立 [75]

强形式净环流涨落定理 不成立 [59] 成立 [52,105] 成立 [75]

有限状态空间大偏差 已解决 [7, 8] 已解决 [105] 未解决

可数状态空间大偏差 已解决 [7, 8] 未解决 未解决

大偏差速率函数 IQ(µ) = Iflow(
∑

cl∈L µclHcl ) 变分形式表达式 IK(u) =
∑

o∈ON
x

uo log uo

uxγo

广义 Haldane 等式 不成立 [59] 成立 [52,105] 未解决

环流的对称性关系 不成立 [59] 成立 [52,105] 未解决

上述定理表明, 如果环 c1 与 c2 相似, 则经验消圈环流的联合分布满足多种非平凡的对称性关系.

上述定理可以看作净环流的涨落定理在绝对环流情形下的推广. 需要强调的是, 定理 3.12 在文献 [52]

中的证明要求所有环都通过某个公共状态 x ∈ S, 且 Markov 链也从该状态出发. 我们最近发现这个

技术性条件可以移除, 而且结论依然成立. 严格的数学理论将在后续文章中给出.

上文中已经详细讨论了消圈环流所满足的对称性关系. 一个很自然的问题是, 对于生成树环流和

序列匹配环流, 类似的对称性关系是否仍然成立? 对于生成树环流结论是否定的. 通过数值模拟容易

验证广义 Haldane等式以及各种对称性关系对经验生成树环流并不成立 (参见文献 [59]). 而对于序列

匹配环流, 相应的对称性关系仍未解决, 有待进一步的探索.

截至目前, 我们系统性地揭示了三种环流间的内在联系. 为了方便查阅, 表 2 总结了三种环流主

要的异同.

4 其他随机过程的环流理论

4.1 半 Markov 过程的环流理论

上文已经系统地阐述了离散时间 Markov 链的环流理论. 一个自然的问题是, 环流理论是否可以

推广至连续时间 Markov 链甚至更一般的半 Markov 过程 [70] 中? 由于离散时间 Markov 链与连续时

间 Markov 链皆是半 Markov 过程的特例, 本节只对半 Markov 过程陈述相关结果. 为此, 首先回顾

Markov 更新过程与半 Markov 过程的定义 (参见文献 [53]).

定义 4.1 称 (X, τ) = {(Xk)k>0, (τk)k>1} 是一个 Markov 更新过程, 如果

(i) X 是一个具有状态空间 S 与转移概率矩阵 P = (pij)i,j∈S 的离散时间 Markov 链;

(ii) τ 是一列取正值的有限随机变量, 且满足已知 X 的条件下, (τk)k>1 之间互相独立且其分布只
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依赖于当前状态, 即

P(τi+1 ∈ · | (Xk)k>0) = P(τi+1 ∈ · |Xi).

定义 4.2 对任意 t > 0 与 n > 1, 令

Sn =

n∑
i=1

τi, Nt =

∞∑
n=1

1{Sn6t}, ξt = XNt .

称 ξ = (ξt)t>0 是对应于 Markov 更新过程 (X, τ) 的半 Markov 过程.

在上面的记号中, X 是半Markov过程的嵌入链, τ 是半Markov过程的等待时间, Sn 是半Markov

过程的跳跃时间, Nt 是半 Markov 过程在时刻 t 之前的起跳次数. 直观上, 半 Markov 过程就是将连

续时间 Markov 链的等待时间从指数分布替换为更一般的分布.

事实上, 上文中介绍的离散时间 Markov 链环流理论的几乎所有结果都可以平行推广到连续时间

Markov 链与半 Markov 过程中. 以消圈环流为例, 对任意环 c, 令 N c
t 为半 Markov 过程在时刻 t 之前

形成环 c的次数,则在时刻 t,环 c的经验环流定义为 Jc
t = N c

t /t,而环 c的环流定义为 Jc = limt→∞ Jc
t .

类似于离散时间 Markov 链, 有如下半 Markov 过程消圈环流的解析表达式 [105].

定理 4.1 对任意环 c = (i1, i2, . . . , is), 有

Jc =
pi1i2
Ei1 [τ1]

· · ·
pis−1is

Eis−1 [τ1]

pisi1
Eis [τ1]

π̂i1gξ(i2, i2 | {i1}) · · · gξ(is, is | {i1, . . . , is−1}), a.s.,

其中 Ei[τ1] 表示 i 状态的平均等待时间, π̂i 表示半 Markov 过程在 i 状态的稳态概率, 而

gξ(ik, ik | {i1, . . . , ik−1}) =
∫ ∞

0

P(ξt = ik, ξs /∈ {i1, . . . , ik−1},∀ 0 < s < t | ξ0 = ik)dt

表示半 Markov 过程的禁忌 Green 概率.

特别地,如果半 Markov过程每个状态的等待时间都是指数分布,则半 Markov过程退化为连续时

间 Markov 链. 设连续时间 Markov 链的转移速率矩阵为 Q = (qij)i,j∈S , 其中 qij = pij/Eiτ1 表示从状

态 i 到状态 j 的转移速率. 利用上述关系, 可以得到连续时间 Markov 链消圈环流的解析表达式.

定理 4.2 对任意环 c = (i1, i2, . . . , is), 有

Jc = qi1i2 · · · qis−1isqisi1 π̂i1gξ(i2, i2 | {i1}) · · · gξ(is, is | {i1, . . . , is−1}), a.s. (4.1)

特别地, 当状态空间 S 有限时, 有

Jc = (−1)s−1qi1i2 · · · qis−1isqisi1
D(i1, i2, . . . , is)∑

j∈S D(j)
,

其中 D(j1, j2, . . . , jr) 表示去掉转移速率矩阵 Q 的第 j1, j2, . . . , jr 行和列所组成子矩阵的行列式.

更进一步地, 半 Markov 过程的消圈环流同样满足环流分解定理、可逆性的环流判别法、净环流

的涨落定理和环流的对称性关系等 (参见文献 [105]). 近期, Jia等 [53] 证明了可数状态半 Markov过程

的经验流满足大偏差原理, 并给出了相应的速率函数的变分表达式, 由此可以进一步得到生成树环流

大偏差的严格数学证明.
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4.2 流形上扩散过程的环流理论

Markov 链是具有离散状态空间的 Markov 过程, 一个很自然的问题是, 我们能否将离散时间

Markov 链的环流理论推广到具有连续状态空间的 Markov 过程上, 如流形上的扩散过程?

Ge 等 [29] 考虑了单位圆周 S1 上的扩散过程 ξ = (ξt)t>0, 它可以看作单环 Markov 链在连续状态

空间上的平行推广. 设 T+ 为 ξ 首次形成正向环所需的时间, 设 T− 为 ξ 首次形成反向环所需要的时

间. 文献 [29] 证明了 ξ 满足如下对称性关系:

P(T+ 6 t | T+ < T−) = P(T− 6 t | T− < T+), t > 0.

这说明对于圆周上的扩散过程, 广义 Haldane 等式仍然成立. 换而言之, 圆周上的扩散过程首次形成

正向环或反向环所需要的时间与究竟形成这两个环中的哪一个是独立的.

更进一步地, 设 N+
t 与 N−

t 为 ξ 在时刻 t 之前形成的正向环与反向环的次数, 则正向环的经验环

流 J+
t 与反向环的经验环流 J−

t 分别定义为

J+
t =

1

t
N+

t , J−
t =

1

t
N−

t .

而 ξ 的经验净环流定义为 J̃t = J+
t − J−

t . 文献 [29] 证明了 ξ 的经验环流 (J+
t , J−

t ) 满足大偏差原理,

且速率函数 I1 具有如下深刻的对称性:

I1(ν1, ν2) = I1(ν2, ν1)− γ(ν1 − ν2), ν1, ν2 > 0, (4.2)

其中 γ 为 ξ 的环亲和力. 此外, ξ 的经验净环流 J̃t 也满足大偏差原理, 且速率函数 IJ̃ 具有如下深刻

的对称性:

IJ̃(ν̃) = IJ̃(−ν̃)− γν̃, ν̃ ∈ R. (4.3)

这实际上就是经验净环流的 Gallavotti-Cohen 型涨落定理. 事实上, 其他类型的对称性关系对于环流

与净环流也都是成立的.

而对于一般流形, 环流理论的研究则更加困难. Qian 和 Wang [85] 利用 Hodge 理论在紧 Riemann

流形上的扩散过程中发展了一套严格的环流理论, 给出了过程可逆性的环流刻画, 并证明了相应的环

流分解定理. 随后, Kuwada [65] 和 Kusuoka 等 [64] 证明了紧 Riemann 流形上 Brown 运动的经验流与

经验环流满足大偏差原理, 并给出相应速率函数的表达式.

5 环流理论的应用

Markov过程的环流理论在物理学、化学、生物学等自然科学中具有广泛应用 (参见文献 [34,111]).

从 20 世纪 90 年代开始, 北京大学的钱学派开始尝试将环流理论应用于研究具体的介观生命活动, 主

要包括酶动力学 [27, 34,81]、随机共振 [82, 87,111]、基因调控 [31, 33,112]、适应性 [49, 56] 与超调 [57] 等. 这里

列举几个自然科学中的实际问题, 以展示环流理论在自然科学中的应用潜力.

5.1 单分子酶动力学

酶动力学是生物化学与分子生物学的基础, 钱纮、葛颢等将环流理论应用于单分子酶动力学的研

究, 并取得了丰富的研究成果 (参见文献 [27, 34, 81]). 接下来在单分子酶动力学的框架下具体展示环
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流理论的应用. 考虑如下的三步可逆酶促反应系统:

E + S
k0
1


k−1

ES
k2

k−2

EP
k3

k0
−3

E + P,

其中酶 E 将底物 S 催化为产物 P. 如果系统中只有一个酶分子, 则它可能处于三种不同状态: 自由酶

分子 E、酶与底物的复合物 ES 和酶与产物的复合物 EP. 这里 k01 和 k0−3 是二阶速率常数, 对应于二

阶反应; 而 k−1 和 k±2 与 k3 是一阶速率常数, 对应于一阶反应. 假设所考虑的系统为开放系统, 与外

界可以进行物质与能量的净交换, 从而保持底物和产物的浓度不变 (参见文献 [81]). 从酶分子的角度,

系统可以被一个三状态连续时间 Markov 链刻画, 如图 2 所示. 这里 k1 = k01[S] 和 k−3 = k0−3[P] 是拟

一阶反应速率, 而 [S] 和 [P] 表示 S 和 P 的浓度.

有趣的是, 对于上述三步可逆酶促反应系统, 底物分子 S 转化为产物分子 P 恰好对应于三状态

Markov 链形成一个正向环 cE = (E,ES,EP), 而产物分子 P 转化为底物分子 S 恰好对应于 Markov 链

形成一个反向环 cE− = (E,EP,ES). 因此净消圈环流 J̃cE 具有明确的生物化学含义, 即单位时间内底

物转化为产物的净分子数, 也称其为系统的产率 [34]. 由消圈环流的解析表达式 (4.1), 容易得到系统的

产率, 即

J̃cE =
k1k2k3 − k−1k−2k−3

C
,

其中

C = k1k2 + k2k3 + k3k1 + k−1k−3 + k−2k−3 + k−1k−2 + k1k−2 + k2k−3 + k3k−1.

类似地, 也可以得到正向环 cE 与反向环 cE− 的环流表达式, 即

JcE =
k1k2k3

C
, JcE− =

k−1k−2k−3

C
. (5.1)

这两个量分别表示单位时间内底物转化为产物的绝对分子数以及单位时间内产物转化为底物的绝对

分子数. 当系统处于非平衡稳态时, 由 Kolmogorov 环条件, 必然有

γ =
k1k2k3

k−1k−2k−3
̸= 1.

图 2 (网络版彩图) 三步可逆酶促反应系统的等效三状态 Markov 链模型 (参见文献 [59])
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显然此时系统一定具有非零产率.利用熵产生率的环流分解 (定理 3.3),可以进一步得到系统熵产生率

的解析表达式, 即

Stot = (JcE − JcE−) log
JcE

JcE−
= J̃cE log γ,

其中环亲和力 log γ 表示底物 S 与产物 P 之间的化学势差, 与酶的浓度无关 (参见文献 [34]).

此外, Jia 等 [54] 还考虑了酶动力学中的 Botts-Moraels 一般修饰子机制, 该系统通常被一个四状

态 Markov 链所描述. 在该系统中, 酶对底物的催化作用会受到修饰子的调控. 应用 Markov 链的环流

分解定理, 他们发现在不同酶的浓度下, 修饰子的功能可能发生转换: 当酶的浓度较低时, 修饰子具有

激活 (抑制)作用; 而当酶的浓度较高时, 修饰子可能会具有抑制 (激活)作用. 这种全新的修饰子功能

的转换现象只有在非零环流下才会产生, 因此是一种具有能量耗散的非平衡态行为.

5.2 部分观测下的热力学推断

复杂介观分子系统通常具有很多个不同的微观态. 受限于实验技术, 很多情形下获取到的数据

仅包含系统的部分观测信息. 例如, 在离子通道实验中 [92], 我们通常仅能观测到通道处于打开或关闭

状态, 而不是观测到系统的全部微观态; 在单细胞基因表达实验中, 我们很难确定基因处于激活还是

抑制状态 [36], 而比较容易测量基因产物 (mRNA 与蛋白) 的分子数或荧光强度. 因此一个重要的问题

是, 如何利用部分观测数据, 恢复出系统尽可能多的信息. 例如, 基于部分观测信息能否推断系统转

移图的拓扑结构 [23–25], 能否推断系统的所有转移速率 [13, 107–109], 能否推断系统是否处于热力学平衡

态 [1, 50,100,104], 能否推断系统的熵产生等热力学量 [37,72,98] 等. 在这些问题的研究中, 环流理论扮演

着极端重要的角色. 具体而言, 现阶段主要有如下两类部分观测问题.

(i) 状态粗粒化情形. 在此情形中只能观测到系统处于某些粗粒化状态 A1, A2, . . . , An, 而每个粗

粒化状态可能包含多个微观态. 此时只能获得粗粒化状态的充分长轨道, 而不能获取所有微观态的轨

道. 离子通道实验即属于这种情形, 此时粗粒化状态只有两个:打开状态与关闭状态. 21世纪初, Deng

等 [13] 和 Xiang 等 [108] 在 Markov 链具有树状拓扑 (如星型拓扑) 的情形下研究了能否通过两状态粗

粒化观测推断系统的所有转移速率, 并给出了系统所有转移速率能够恢复的判别条件. 在随后的工作

中, Xiang 等 [107,109] 利用消圈环流理论将底层拓扑是树状拓扑的情形大幅推广到了一般的转移拓扑,

在能观测到所有叶子节点和环上两个相邻节点的情形下提供了一种有效的计算方法推断系统所有的

转移速率.近期 Wu和 Jia [106] 考虑了更为一般的粗粒化观测,对于 Markov链的任意粗粒化分割给出

了所有转移速率能否推断的必要条件.

(ii) 转移粗粒化情形. 在此情形中, 我们只能观测到系统的一些粗粒化转移, 每个粗粒化转移可能

包含多个微观转移, 此时只能获得一系列粗粒化转移所对应的充分长点过程. 近年来, 在统计物理学

家 Esposito, Seifert 和 Roldán 等 (参见文献 [37,72,77]) 的努力下, 基于转移粗粒化观测的热力学推断

问题已经取得了一系列研究进展.特别地, Seifert等基于部分转移观测数据,利用消圈环流理论推断出

系统环亲和力的上下界估计, 并进一步给出了熵产生率的一个下界估计 (参见文献 [72]).

5.3 其他应用

基因调控网络是分子生物学与细胞生物学中最重要的研究内容之一. Zhang等 [112] 提出了酵母细

胞有丝分裂基因调控网络的 Boltzmann 机模型 (一种构型空间上的多状态离散时间 Markov 链). 利

用 Markov链的消圈环流理论, 他们揭示了真实的细胞分裂过程对应于 Boltzmann机模型具有最大环
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流的某个特定环,并且该环结构是动态稳定的,能够应对外部环境条件的各种变化. 随后, Ge等 [31] 及

Ge 和 Qian [33] 进一步刻画了酵母细胞有丝分裂与 p53 蛋白信号路径的同步化行为与系统的稳健性,

同时揭示了环流理论与功率谱方法之间的紧密联系.

适应性是生命系统重要生物学功能之一. Lan等 [66] 研究了具有三节点的负反馈基因调控网络 (如

大肠杆菌趋化性的调控网络), 并给出了该系统中能量耗散与适应性的敏感性与精确性之间的定量刻

画. 随后, 贾晨、钱敏平等利用 Markov 链的环流分解定理与涨落耗散定理等数学工具, 进一步揭示了

生物体的适应性和超调现象均与能量耗散之间存在紧密联系 (参见文献 [49, 56, 57]). 他们在一些经典

生命系统的 Markov 链模型中论证了适应性与超调现象往往发生在远离平衡态的系统中, 同时非平衡

与能量耗散会显著提高适应性的敏感性与精确性.

随机共振与相干共振是两种被广泛研究的由噪声所引起的共振现象,它们揭示了系统的某种有序

活动 (如振荡)可能会在噪声诱导下增强的奇特现象,其中随机共振特指有外界驱动力的相干共振 (参

见文献 [111]). 钱敏、钱纮和张雪娟等深入研究了包括 Hodgkin-Huxley 模型、FitzHugh-Nagumo 模

型、整合发放模型、Josephson结模型在内的一系列模型的随机共振与相干共振现象,并展示了其中出

现的非零环流、正熵产生率以及非 Lorentz 型功率谱 (参见文献 [82, 87, 111]). 他们发现不同系统的随

机共振或相干共振本质上都是由于系统存在非平衡环流, 从而表现出非 Lorentz型功率谱 [84,86]. 值得

强调的是, 相干共振与生化网络研究中的噪声诱导振荡现象具有深刻的内在联系. 噪声诱导振荡现象

是指生化网络的确定性模型可能不存在振荡行为,但其随机模型可能存在由噪声所诱导的非单调功率

谱 [55, 99]. 该现象通常发生在具有 Hopf 分支的动力系统中 [99], 而相干共振的功能则是使得 Hopf 分支

提前发生了. 此外, Jia 等 [55] 发现在负反馈基因网络中, 基因表达爆发性可能进一步将振荡的分支点

提前.

磷酸化与脱磷酸化过程是细胞内信号传导过程的核心, 是构成整个信号通路的模块, 被称为生物

开关 [80,81], 其最重要的生物功能是对于激酶浓度的响应. Ge 和 Qian [32] 及 Huang 和 Qian [44] 通过严

格的数学推导证明了, 如果没有化学能的持续输入, 则生物开关不可能具有高灵敏度. 通常磷酸化与

脱磷酸化过程可以由四状态单环 Markov 链所描述, 而非零环流的存在对于其生物功能的实现起到了

决定性作用.

除此之外, 环流理论也可以为重要的数学问题提供帮助. 著名概率学家 Elfving [19] 在 1937 年提

出了 Markov 链的嵌入问题, 该问题目前仍是概率论中重要的公开问题. 该问题可以表述为: 什么时

候离散时间 Markov 链可以表示为某个连续时间 Markov 链的离散骨架? 该问题也可以等价表述为:

给定转移概率矩阵 P , 是否存在转移速率矩阵 Q, 使得 P = eQ? Chen 和 Chen [10] 利用矩阵形式

的环流分解定理给出了三状态 Markov 链嵌入问题的全新证明. 随后, Casanellas 等 [9] 解决了四状

态 Markov 链的嵌入问题. Jia [48] 对于任意有限状态的可逆 Markov 链给出了嵌入问题的一个完整解

决. 一般 Markov 链的嵌入问题仍有待进一步研究, 而环流理论可能在该公开问题的研究上扮演重要

角色.

6 结论与展望

近年来,随着非平衡统计物理与随机热力学的理论与实验突破, Markov过程的环流理论也在蓬勃

发展与不断完善中. 本文对 Markov过程的三种不同环流 (生成树环流、消圈环流和序列匹配环流)进

行了系统性比较, 并全面阐述了三种环流所对应的环流分解定理、可逆性的环流判别法、净环流的涨
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落定理、环流的对称性关系和环流的大偏差等. 其中生成树环流定义在基本环空间上, 消圈环流定义

在环空间上,而序列匹配环流定义在回路空间上. 生成树环流通常依赖于生成树的选取,而消圈环流与

序列匹配环流则与生成树无关. 从信息量上看, 序列匹配环流提供了 Markov过程最为精细的描述, 消

圈环流次之. 而生成树环流的描述最为粗糙. 尽管序列匹配环流的描述最为精细, 但有限状态 Markov

链仍有无穷多个序列匹配环流, 而生成树环流与消圈环流的个数则是有限的, 因此更为简洁. 从数学

结构上看,消圈环流与序列匹配环流满足精细版本的热力学第二定律以及各种类型的涨落定理与对称

性关系, 揭示了非平衡热力学系统背后隐藏的精细结构; 而生成树环流的描述过于粗糙, 因此不满足

精细版本的热力学第二定律与上述对称性关系. 从综合的角度, 消圈环流既满足各种优美的数学性质,

而且为 Markov 链的动力学提供了相对简洁的描述, 因此在非平衡热力学问题的研究上展现出巨大优

势. 近年来, 不仅数学家对消圈随机过程的研究投入了巨大精力 [45, 67], 而且统计物理学家也将研究的

重心从生成树环流转入消圈环流 [72] 与序列匹配环流 [75].

鉴于本文作者知识面的局限性,在随机过程的环流理论中仍有一些研究课题并未在本文中作系统

性阐述, 包括环流的热力学不确定性关系 [6] 等, 并且仍有一系列重要问题有待进一步探索. 环流理论

作为非平衡随机热力学研究的重要组成部分, 为研究各种介观生命活动提供了强有力的数学工具. 希

望本文可以帮助读者快速掌握 Markov 过程环流理论的经典结果, 迅速进入该领域的研究前沿.

致谢 作者衷心感谢钱敏平教授长期以来的栽培、关心和帮助.
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Circulation theory for Markov processes and its applications

Bingjie Wu & Chen Jia

Abstract Markov processes are the fundamental kinetic model of mesoscopic thermodynamic systems. In recent
years, with the breakthrough of nonequilibrium statistical physics and stochastic thermodynamics, the circulation
theory of Markov processes has made significant progress. In this paper, we make a systematic comparison between
three different types of circulations (spanning-tree circulations, loop-erased circulations, and sequence-matching
circulations), and provide a comprehensive introduction to many different mathematical aspects of the three
kinds of circulations including the circulation composition theorem, the circulation criterion of irreversibility, the
fluctuation theorems of net circulations, the symmetric relations of circulations, as well as the large deviations of
circulations. Finally, we show the extensive applications of the circulation theory in life sciences and statistical
physics, and we also make a comprehensive review of the important literature in this field.
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