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摘　要：分析双边取流和单列列车运行状态下的杂散电流。在双边取流的情况下，建模分析两列列车在同一区间
内运行时地铁牵引供电产生的杂散电流，并获得了该模型在特殊参数情况下的解。
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１　引言

地铁行轨是地铁牵引供电的一个重要部分，虽

然与大地没有直接接触，却作为回流装置与大地间

存在泄漏电流，这种随机的泄漏电流通过大地回到

地铁牵引变电所，在这个过程中对沿途的地下金属

管线造成严重的腐蚀，同时对地铁信号系统产生一

定的影响。

国内外不少学者对地铁杂散电流的分布进行了

深入的研究，得出了一系列好的结果，对地铁进行及

时排流提供了好的理论支持，减少了地铁杂散电流

对地下管线和沿途建筑物的破坏，有效提高了地铁

系统相关建筑的可靠性和使用寿命。

本文将在双边供电模式下，对两辆机车运行状

态的杂散电流分布进行建模，并对特殊参数下的模

型进行求解。

２　杂散电流分布的建模

实际运行时整个地铁线路由多个变电所为地铁

里的列车供电，对每个供电区间进行双边供电。我

们考虑在两牵引供电所（ＴｒａｃｔｉｏｎＰｏｗｅｒＳｕｂｓｔａｔｉｏｎｓ，

图１　双列双边供电等值电路

Ｆｉｇｕｒｅ１　Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｃｉｒｃｕｉｔｆｉｇｕｒｅｏｆｔｗｏｓｉｄｅｆｅｅｄｉｎｇｆｏｒｔｗｏｔｒａｉｎｓ

ＴＰＳ）之间，没有排流网，运行着两辆列车的情况下，
行轨产生的杂散电流。如图１所示，两辆列车分别
在ｘ、ｙ处（０＜ｘ＜ｙ＜Ｌ），为了简化分析过程，根据
定时发车的实情，可设 ｙ－ｘ＝Ｃ为常数。其中 Ｌ为
两牵引变电站间的距离，取值为４～６ｋｍ；Ｒ为第三
轨电阻，单位为 Ω／ｋｍ；Ｒｒ为钢轨纵向电阻，单位为
Ω／ｋｍ；Ｒｇ为走行轨对地电阻，单位为 Ω／ｋｍ；Ｒｄ为
大地纵向电阻，单位为Ω／ｋｍ；Ｉ１、Ｉ２为两牵引变电站
电流输出，单位为Ａ；Ｉｘ、Ｉｙ为负载电流，单位为Ａ；Ｉｒ１
～Ｉｒ３为走行轨回流电流，单位为Ａ；Ｉｄ１～Ｉｄ３为大地杂
散电流，单位为 Ａ。记第三轨与走行轨间的电压为
Ｕ１，单位为Ｖ，走行轨间与大地间的电压为 Ｕ２，单位
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为Ｖ。根据牵引供电运行的对称性，有：
Ｉｒ３（Ｌ－ｘ）＝ －Ｉｒ１（ｘ）
Ｉｄ３（Ｌ－ｘ）＝ －Ｉｄ１（ｘ）
由ＡｄｅＯｇｕｎｓｏｌａ的文献［１］中知，单辆列车从相

邻两站的取流为：当０≤ｚ＜ｘ时，

Ｉ１（ｚ）＝
Ｒｒ

Ｒｒ＋Ｒｇ
×Ｌ－ｘＬ Ｉ［ｔａｎ（

γｘ
２）ｓｉｎ（γｚ）－

ｃｏｓ（γｚ）＋１］ （１）
当ｘ≤ｚ＜Ｌ时，

Ｉ２（ｚ）＝
Ｒｒ

Ｒｒ＋Ｒｇ
×ｘＬＩ×

［
ｓｉｎγ（ｘ－ｚ）＋ｓｉｎγ（ｚ－Ｌ）

ｓｉｎγ（ｘ－Ｌ）
］ （２）

其中，γ＝ （Ｒｒ＋Ｒｄ）／Ｒ槡 ｇ。其仿真结果显示，当ｚ在
ｘ附近取值时，Ｉ１（ｘ）、Ｉ２（ｘ）的值近似地与授流点到
两牵引供电所的距离成反比。为了简化计算，我们

直接引用这这个结果，即：

Ｉ１（ｘ）／Ｉ２（ｘ）＝（Ｌ－ｘ）／ｘ
Ｉ１（ｘ）＝Ｉ×（Ｌ－ｘ）／Ｌ，Ｉ２（ｘ）＝Ｉ×ｘ／Ｌ

由此可得两列车的授流比例为

Ｉ１（ｘ）＝Ｉｘ×（Ｌ－ｘ）／Ｌ＋Ｉｙ×（Ｌ－ｘ－Ｃ）／Ｌ

（３）
Ｉ２（ｘ）＝Ｉｘ×ｘ／Ｌ＋Ｉｙ×（ｘ＋Ｃ）／Ｌ （４）
由于Ｉｘ、Ｉｙ是已知量，在以下的推导过程中，将

Ｉ１（ｘ）、Ｉ２（ｘ）作为已知量处理，同时作为常数其大小
对推导过程没有影响，不妨设Ｉｘ＝Ｉｙ＝Ｉ。

由于Ｉ１（ｘ）、Ｉ２（ｘ）的方向相反，在两列车中间，
部分电流被抵消，当（Ｌ－ｘ－Ｃ）＞ｘ，即０≤ｘ＜（Ｌ－
Ｃ）／２时，中间电流Ｉ３（ｘ）流向为从左向右，大小为：

Ｉ３（ｘ）＝Ｉｙ×（Ｌ－ｘ－Ｃ）／Ｌ－Ｉｘ×ｘ／Ｌ
＝Ｉ×（Ｌ－２ｘ－Ｃ）／Ｌ （５）

Ｉ１（ｘ）＝Ｉ＋Ｉ３（ｘ）＝Ｉ×（２Ｌ－２ｘ－Ｃ）／Ｌ

（６）
Ｉ２（ｘ）＝Ｉ－Ｉ３（ｘ）＝Ｉ×（２ｘ＋Ｃ）／Ｌ （７）

当（Ｌ－Ｃ）＞ｘ＞（Ｌ－Ｃ）／２时，中间电流从右流向
左，大小为：

Ｉ３（ｘ）＝Ｉｘ×ｘ／Ｌ－Ｉｙ×（Ｌ－ｘ－Ｃ）／Ｌ
＝Ｉ×（２ｘ＋Ｃ－Ｌ）／Ｌ （８）

Ｉ１（ｘ）＝Ｉ－Ｉ３（ｘ）＝Ｉ×（２Ｌ－２ｘ－Ｃ）／Ｌ

（９）
Ｉ２（ｘ）＝Ｉ＋Ｉ３（ｘ）＝Ｉ×（２ｘ＋Ｃ）／Ｌ （１０）
对于０＜ｘ＜Ｃ和 Ｌ－Ｃ＜ｘ＜Ｌ时，属于单列授

流，在文献［２］中已得出杂散电流的相关结果为：

Ｕｒ（ｚ）＝

　

Ｉ（Ｌ－ｘ）Ｒｒ
γＬ

［ｓｉｎｈ（γｚ）－ｔａｎｈ（γｘ／２）

　　ｃｏｓｈ（γｚ）］ ，０≤ｚ≤ｘ
ＩＲｒｘ
γＬ
ｃｏｓｈ（γｚ－γＬ）－ｃｏｓｈ（γｚ－γＬ）

ｓｉｎｈ（γｘ－γＬ）
，ｘ≤ｚ≤Ｌ

（１１）
Ｉｒ（ｚ）＝

Ｉ（Ｌ－ｘ）Ｒｒ
Ｌ（Ｒｒ＋Ｒｄ）

［１＋ｓｉｎｈ（γｚ）×ｔａｎｈ（γｘ／２）－

　ｃｏｓｈ（γｚ）］ ，０≤ｚ≤ｘ
Ｉｘ
{

Ｌ ［Ｒｒ／（Ｒｒ＋Ｒｄ）］－［Ｒｒ（ｓｉｎｈ（γｘ－γｚ）－ｓｉｎｈ

　（γＬ－γｚ））］／［（Ｒｒ＋Ｒｄ）ｓｉｎｈ（γｘ－γＬ }）］ ，ｘ≤ｚ≤Ｌ

（１２）
对于双列授流情况，可以看出两种情况的对称

性，只是方向相反，因此我们就第一种情况进行杂散

电流分析。

当０≤ｘ＜（Ｌ－Ｃ）／２时，根据基尔霍夫电流定
律（ΣＩ＝０），由图２可知：

Ｉｘ（ｘ）＝Ｉｒ１（ｘ）＋Ｉｒ２（ｘ）＋Ｉｄ１（ｘ）＋Ｉｄ２（ｘ）

（１３）
Ｉｒ１（ｘ）＝（Ｉｒ１（ｘ）－ｄＩｒ１（ｘ））＋Ｕ２（ｘ）×ｄｘ／Ｒｇ

（１４）
Ｉｒ２（ｘ）＝（Ｉｒ２（ｘ）－ｄＩｒ２（ｘ））＋Ｕ２（ｘ＋Ｃ）×

ｄｘ／Ｒｇ （１５）
根据基尔霍夫电压定律（ΣＵ＝０），由图３可得：

Ｕ１ ＝（Ｉ１×Ｒ＋Ｉｒ１×Ｒｒ）ｄｘ＋Ｕ１－ｄＵ１ （１６）
Ｕ２（ｘ）＝（Ｉｄ１×Ｒｄ－Ｉｒ１×Ｒｒ）ｄｘ＋Ｕ２＋ｄＵ２

（１７）
Ｕ２（ｘ＋Ｃ）＝Ｕ２（ｘ＋Ｃ）－ｄＵ２（ｘ）＋ｄｘ×Ｉｒ２（ｘ）

×Ｒｒ－ｄｘ×Ｉｄ２（ｘ）×Ｒｄ （１８）
整理得到地铁杂散电流微分模型：

ｄＵ１（ｘ）＝（Ｉ１（ｘ）×Ｒ＋Ｉｒ１（ｘ）×Ｒｒ）ｄｘ（１９）
ｄＵ２（ｘ）＝（Ｉｒ１（ｘ）×Ｒｒ－Ｉｄ１（ｘ）×Ｒｄ）ｄｘ

（２０）
ｄＵ２（ｘ）＝（Ｉｒ２（ｘ）×Ｒｒ－Ｉｄ２（ｘ）×Ｒｄ）×ｄｘ

（２１）
ｄＩｒ１（ｘ）＝Ｕ２（ｘ）×ｄｘ／Ｒｇ （２２）
ｄＩｒ２（ｘ）＝［Ｕ２（ｘ）＋Ｃ×Ｉｄ２（ｘ）×Ｒｄ－Ｉｒ２（ｘ）×

Ｒｒ×Ｃ］×ｄｘ／Ｒｇ （２３）
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图２　电流节点图

Ｆｉｇｕｒｅ２　Ｎｏｄｅｆｉｇｕｒｅｏｆｃｕｒｒｅｎｔ

图３　电压节点图

Ｆｉｇｕｒｅ３　Ｎｏｄｅｆｉｇｕｒｅｏｆｖｏｌｔａｇｅ

３　杂散电流模型求解

众所周知，带参数的微分方程组的解析解一般

不容易由ＭＡＴＬＡＢ进行求解，下面我们逐步进行微
分方程组的化简。

由式（２０）、（２１）消去Ｉｄ１（ｘ）、Ｉｄ２（ｘ）得到微分方
程组：

ｄＵ１（ｘ）＝（Ｉ１（ｘ）×Ｒ＋Ｉｒ１×Ｒｒ）ｄｘ
ｄＵ２（ｘ）＝［（Ｉｒ１（ｘ）×（３Ｒｒ－Ｒｄ）／２－Ｉ×Ｒｒ／２

－Ｉｒ２×（Ｒｒ＋Ｒｄ）／２］ｄｘ
ｄＩｒ１（ｘ））＝Ｕ２（ｘ）×ｄｘ／Ｒｇ
ｄＩｒ２（ｘ）＝［Ｕ２（ｘ）＋Ｉｒ１（ｘ）×Ｃ（Ｒｒ＋Ｒｄ）／２－

Ｉｒ２（ｘ）×Ｃ（３Ｒｒ－Ｒｄ）／２＋Ｉ×Ｃ×
Ｒｄ／２］×ｄｘ／Ｒｇ

写成矩阵形式有：

ｄ
ｄｘ

Ｕ１（ｘ）

Ｕ２（ｘ）

Ｉｒ１（ｘ）

Ｉｒ２（ｘ）

＝

０ ０ Ｒｒ ０

０ ０ （３Ｒｒ－Ｒｄ）／２ （Ｒｒ＋Ｒｄ）／２

０ １／Ｒｇ ０ ０

０ １／Ｒｇ Ｃ（Ｒｒ＋Ｒｄ）／２ Ｃ（３Ｒｒ－Ｒｄ）／２

×

Ｕ１（ｘ）

Ｕ２（ｘ）

Ｉｒ１（ｘ）

Ｉｒ２（ｘ）

＋

Ｉ１（ｘ）Ｒ

－ＩＲｒ／２

０
ＣＩＲｄ／２

（２４）

注意到方程组的第一个方程Ｕ１（ｘ）只与Ｉｒ１（ｘ）
有关，方程组可减化成：

ｄ
ｄｘ

Ｕ２（ｘ）

Ｉｒ１（ｘ）

Ｉｒ２（ｘ）

＝
０ （３Ｒｒ－Ｒｄ）／２ （Ｒｒ＋Ｒｄ）／２

１／Ｒｇ ０ ０

１／Ｒｇ Ｃ（Ｒｒ＋Ｒｄ）／２Ｃ（３Ｒｒ－Ｒｄ）／２
Ｕ２（ｘ）

Ｉｒ１（ｘ）

Ｉｒ２（ｘ）

＋
－ＩＲｒ／２

０
ＣＩＲｄ／２

（２５）

虽然式（２５）已只是一个三元一次微分方程组，
但其解析解仍非常复杂，没有多大的实用价值。因

此可以根据工程实际进行数值计算。根据工程实际

的一些经验，取比较典型的参数如下：供电区间为 Ｌ
＝４ｋｍ，行车间距为 Ｃ＝１ｋｍ机车电流为 Ｉ＝１０００
Ａ，轨道纵向电阻率为 Ｒ＝Ｒｒ＝００３Ω／ｋｍ，大地纵
向电阻率为Ｒｄ＝０００１Ω／ｋｍ。轨道对大地过渡电
阻率为Ｒｇ＝１５Ω／ｋｍ，则式（２５）变成：

ｄ
ｄｘ

Ｕ２（ｘ）

Ｉｒ１（ｘ）

Ｉｒ２（ｘ）

＝
０ ０．０４４５ ０．０１５５

０．０６６７ ０ ０
０．０６６７ ０．０１５５ ０．０４５５

Ｕ２（ｘ）

Ｉｒ１（ｘ）

Ｉｒ２（ｘ）

＋
－１５
０
０．５

（２６）

其对应齐次微分方程组的基解矩阵为：

Φ（ｘ）＝
０．６２８２８ｅ－０．０５８２６ｘ －０．３５２１３ｅ０．０７７３５ｘ －０．１６１９５ｅ０．０２６４１ｘ

－０．７１９３０ｅ－０．０５８２６ｘ －０．３０３６６ｅ０．０７７３５ｘ －０．４０８９４ｅ０．０２６４１ｘ

－０．２９６４３ｅ－０．０５８２６ｘ －０．８８５３２ｅ０．７７３５ｘ ０．８９８０８ｅ０．０２６４１ｘ
（２７）
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Φ－１（０） ＝
０．８３７９５ －０．６０６７４－０．１２５１８
－１．０１２８ －０．６８１４９－０．４９２９５
－０．７２１８４－０．８７２０８ ０．５８６２２

　 　 　 　 　 （２８）

在边界条件：Ｕ１（０）＝Ｕ＝１５００Ｖ，Ｕ２（０）＝Ｕｒ
（Ｃ），Ｉｒ１（０）＝Ｉ＋Ｉ×（Ｌ－Ｃ）／Ｌ，Ｉｒ２（０）＝－Ｉ×（Ｌ－
Ｃ）／Ｌ［Ｕｒ（１）＝１１２４７９Ｖ］下，可得微分方程组的
解：

　　
Ｕ２（ｘ）

Ｉｒ１（ｘ）

Ｉｒ２（ｘ）

＝Φ（ｘ）Φ－１（０）
１１．２４７９
１．７５Ｉ
－０．７５Ｉ

＋∫
ｘ

０
Φ（ｘ－ｓ）Φ－１（０）

－１５
０
０．５

ｄｓ

＝
－０．６８０８７８ｅ－０．０５８２６ｘ＋０．４６７３１１ｅ０．０７７３５ｘ＋０．２２４７１５ｅ０．０２６４１ｘ

０．７７９４２ｅ－０．０５８２６ｘ＋０．４０３０５９ｅ０．０７７３５ｘ＋０．５６７５２０ｅ０．０２６４１ｘ

０．３２１２２ｅ－０．０５８２６ｘ＋１．１７４９６５ｅ０．０７７３５ｘ－１．２４６１９５ｅ０．０２６４１ｘ
×１０００＋

∫
ｘ

０

－７．９３６３ｅ－０．５８２６（ｘ－ｓ）－５．２６２７ｅ０．０７７３５（ｘ－ｓ）－１．８０１０ｅ０．２６４１（ｘ－ｓ）

９．０８６１ｅ－０．５８２６（ｘ－ｓ）－４．５３８４ｅ０．０７７３５（ｘ－ｓ）－４．５４７７ｅ０．２６４１（ｘ－ｓ）

３．７４４４ｅ－０．５８２６（ｘ－ｓ）－１３．２３１５ｅ０．０７７３５（ｘ－ｓ）＋９．９０５２ｅ０．２６４１（ｘ－ｓ）
ｄｓ （２９）

即

Ｕ２（ｘ）

Ｉｒ１（ｘ）

Ｉｒ２（ｘ）

＝
－４６５．９７２０ｅ－０．０５８２６ｘ＋２２５．７３６８ｅ０．０７７３５ｘ＋２５１．４７８０ｅ０．０２６４１ｘ＋０．００６５
５３３．４３２３ｅ－０．０５８２６ｘ＋１９４．６６３１ｅ０．０７７３５ｘ＋６３５．０２３５ｅ０．０２６４１ｘ＋３８６．８２８４
２１９．８４４３ｅ－０．０５８２６ｘ＋５６７．４８４８ｅ０．０７７３５ｘ－１３９７．６０９０ｅ０．０２６４１ｘ＋１３９．７２５

（３０）

进而有

Ｕ１（ｘ）＝－２７４６８２ｅ
－０．０５８２６ｘ＋７５５ｅ０．０７７３５ｘ＋

７２１３４４ｅ０．０２６４１ｘ－７５ｘ２＋６４１０４９ｘ－
５２２１６２＋Ｕ （３１）

Ｉｄ１（ｘ）＝（１１６０４５－１１．１４４５ｅ
－０．０５８２６ｘ－

１１．６２０８ｅ０．０７７３４ｘ＋１２４０９２ｅ０．０２６４１ｘ）／
Ｒｄ （３２）

Ｉｄ２（ｘ）＝（４．１９１８－２０．５５２２ｅ
－０．０５８２６ｘ－

０．４３６２ｅ０．０７７３４ｘ－４８．５６９８ｅ０．０２６４１ｘ）／Ｒｄ
（３３）

据此，我们获得了一种特殊情况下的杂散电流

的分布特征。对于不同的参数值，我们可以通过类

似方法进行分析。

４　结束语

杂散电流电路元件模型随着考虑因素的增加，

假设条件逐渐增多，模型愈发复杂化。本文对于双

向授流和两列机车运行状态下，杂散电流的分布进

行了研究，通过建立系统的一般模型，并对特殊参数

进行求解，获得了其特解。当参数不同时，其分布函

数也将随着变化，同时机车数增加时，模型的求解将

变得更加复杂，特别系统的一般模型是一个高阶微

分方程，或者是一个非线性微分方程，其求解是一个

非常复杂的难题，有待于进一步进行研究。

随着地铁牵引供电电压等级的提升和供电臂的

延伸，一个供电期间内出现多列机车的情况将越来

越普遍，对其进行分析是地铁安全可靠运行的一个

重要课题，杂散电流对隧道和附近建筑的影响越来

越受到相关部门的重视，采用科学的方法减少杂散

电流对建筑物的危害，也是地铁长期发展必须解决

的一个难题。
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