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摘要 相比于在共形光滑动力系统中已相对完善的维数理论, 如 Bowen 方程和维数的变分原理, 非共

形光滑动力系统中的维数理论至今仍缺乏一个令人满意的通用方法. 本文介绍非共形光滑动力系统的

维数理论研究的一些新进展, 包括光滑映射的排斥子和双曲集的维数, 以及支持在这些不变集上测度

的维数, 特别包括 Bowen 方程、具有最大维数或满维数测度的存在性及维数逼近等.
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1 引言

动力系统的维数理论是一个非常活跃的研究领域, 经过三十年左右的发展, 已经成为动力系统理

论研究的一个重要的独立分支, 其主要目的是从维数的角度来刻画动力系统的复杂性, 如不变集和不

变测度的维数研究.关于动力系统的维数理论方面的专著,可参见文献 [64], 这本书包含了这个领域直

到 1997年的研究进展.对于更新的研究介绍, 可参见文献 [5,7,8]. 不同于其他几本专著,文献 [8]是介

绍双曲流的维数理论的主要研究成果和研究工具. 本文介绍光滑映射的非共形排斥子和双曲集以及支

撑在这些不变集上测度的维数的一些研究进展.

1.1 共形系统的维数

共形系统的维数理论已经比较完备, 我们分别简要介绍扩张情形和双曲情形的维数理论的研究

进展.

http://doi.org/10.1360/SSM-2024-0344
www.scichina.com
mathcn.scichina.com
mailto:ylcao@suda.edu.cn,~zhaoyun@suda.edu.cn


曹永罗等: 非共形光滑系统的维数理论

1.1.1 共形排斥子的维数

首先考虑排斥子的情形. 设 f :M →M 是一个 m0-维紧致光滑 Riemann流形 M 上的可微映射,

J ⊂M 是一个 f - 不变的紧集 (f−1J = J). 称 f 在 J 上是扩张的或者称 J 是 f 的排斥子, 如果

(1) 存在 J 的一个开邻域 U , 使得 J = {x ∈ U : fn(x) ∈ U,∀n > 0};
(2) 存在常数 β > 1 和 c > 0, 使得对任意 x ∈ J 和任意 u ∈ TxM , 有

∥Dfn(x)u∥ > cβn∥u∥, ∀n ∈ N,

其中 ∥ · ∥ 是由流形 M 上的度量所诱导的范数.

如果对任意 x ∈ J ,有 Df(x) = a(x)Isomx (Isomx 是 TxM 上的等距算子),则称光滑映射 f :M →
M 是共形的. 下面的定理建立了排斥子的 Hausdorff维数 dimH J、下盒维数 dimBJ、上盒维数 dimBJ

(详细定义见第 2.1 小节) 与势函数 − log ∥Df(x)∥ 的拓扑压 (详细定义见第 2.2 小节) 之间的联系.

定理 1.1 设 f :M →M 是一个 m0- 维紧致光滑 Riemann 流形 M 上的 C1+α 映射, J 是 f 的

共形排斥子, 则

dimH J = dimBJ = dimBJ = s,

其中 s 是下述拓扑压方程的唯一实根:

PJ(f,−s log ∥Df(x)∥) = 0. (1.1)

上述定理中的方程 (1.1)由 Bowen [13] 在一个特殊情形引入, 故 (1.1) 通常被称为 Bowen方程. 但

一方面由于 Ruelle [69] 所发展的热力学机制理论在这里起到了重要作用,另一方面由于 Ruelle [70] 在一

般的情形证明了 dimH J = s, 因此也会将 (1.1) 称为 Bowen-Ruelle 方程. 后来, Falconer [28] 进一步证

明了共形排斥子的 Hausdorff 维数、下盒维数和上盒维数都等于 Bowen 方程的唯一根. 事实上, 几乎

所有已知的用于估计或计算不变集维数的方程都是 Bowen 方程的特例或适当的推广. 例如, Rugh [71]

直接从拓扑压和维数的定义出发, 建立了拓扑压零点与维数之间的关系. Chen 和 Xiong [21] 也建立了

符号空间中子位移的测度熵与维数的关系, 同时考虑了拓扑压的零点在估计集合维数时的应用. 更多

的热力学机制理论在维数理论方面的交叉研究, 可参见文献 [7]. 设 µ 是函数 −s log ∥Df(x)∥ 的平衡
态测度, Ruelle [70] 还证明了

dimH µ = dimH J, (1.2)

其中 dimH µ 表示测度 µ 的 Hausdorff 维数 (详细定义见第 2.1 小节). (1.2) 被视作维数的变分原理,

满足 (1.2) 的测度 µ 被称为具有全维数的测度. 对于 C1 映射的共形排斥子, Gatzouras 和 Peres [36] 也

证明了上述定理和 (1.2); 特别地, 对于一类非共形乘积映射的排斥子, 他们也证明了 (1.2). Barreira [3]

用不同的方法证明了上述定理对 C1 映射的共形排斥子仍然成立, 且该定理对于更一般的连续的弱共

形扩张映射也成立 (参见文献 [3, 64]). 对于更多关于 (1.2) 的研究, 可参见文献 [11, 35,50,55,56,82].

1.1.2 共形双曲集的维数

现在考虑双曲集的情形. 设 J 是一个微分同胚 f 的局部极大双曲集, Es(x)和 Eu(x)分别表示点

x 处的稳定子空间和不稳定子空间, 则下面的定理建立了双曲集的维数与拓扑压的联系.
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定理 1.2 设 J 是一个 C1 曲面微分同胚 f 的局部极大双曲集, 且 dimEs(x) = dimEu(x) = 1,

∀x ∈ J , 则

dimH J = dimBJ = dimBJ = ts + tu,

其中 ts 和 tu 是下述拓扑压方程的唯一实根:

PJ(f, ts log ∥Df(x)|Es(x)∥) = PJ(f,−tu log ∥Df(x)|Eu(x)∥) = 0.

McCluskey 和 Manning [58] 建立了上述定理中的双曲集的 Hausdorff 维数与拓扑压的联系, 随后

Takens [73] 建立了 C2 微分同胚的双曲集的盒维数与拓扑压的联系, Palis 和 Viana [62] 将微分同胚的

光滑性降到了 C1. 上述定理对高维的双曲共形映射也成立, 具体可参见文献 [64]. 进一步地, 对于 C2

曲面微分同胚 f 的局部极大双曲集 J , Barreira 和 Wolf [10] 利用热力学机制理论, 证明了存在一个支

撑在 J 上的遍历测度 µ 使得

dimH µ = sup{dimH ν : ν 是 J 上的 f - 不变测度}. (1.3)

上式被视作 (1.2) 在双曲情形的一个平行结果. 通常称满足 (1.3) 的测度 µ 为具有满维数的测度. 对于

高维的双曲共形映射, (1.3) 也成立, 详细证明可参见文献 [5].

综上可见, 共形光滑系统的维数理论已经得到比较完整的解决.

1.2 非共形系统的维数

与上述共形系统的维数理论相比较, 非共形系统的维数理论尚有许多问题有待解决, 如 Bowen方

程、具有全 (最大) 维数的测度的存在性. 对于非共形系统, 有很多不同于共形情形的新现象发生, 例

如排斥子的 Hausdorff 维数和盒维数通常不再相等, 可参见 Pollicott 和 Weiss 在文献 [65] 中构造的

例子. Chen 和 Pesin [22] 指出, 非共形排斥子的维数研究要困难得多. 造成这些困难的主要原因如下:

(1) 空间中不同方向的不同扩张率导致了不同的 Lyapunov 指数; (2) 小球在扩张映射的迭代下变成为

更复杂的几何形状, 同时扩张系数的数论性质也对这一演变过程有很大影响, 参见文献 [65] 中的详细

介绍.

虽然非共形系统的维数理论的研究变得非常困难, 但仍然有不少有趣的研究结果. Falconer [27] 在

某些条件下引入了次可加势函数的拓扑压并得到其相应的变分原理, 进而在文献 [29] 中利用 Bowen

方程的根给出了一类非共形排斥子的维数上界估计. Zhang [85] 考虑了 C1 光滑映射的迭代 fn 的拓扑

压及其相关压函数的零点的极限, 得到了排斥子的 Hausdorff 维数的上界估计. 在不对次可加势函数

加任何条件的情形下, Cao 等 [16] 定义了一般拓扑动力系统的次可加拓扑压, 并证明了其变分原理. 进

一步地, 对于 C1 光滑映射的排斥子, Ban 等 [2] 证明了次可加奇异值势函数拓扑压的零点给出了排斥

子的维数上界估计; 特别地, 引入了平均共形排斥子的概念, 并得到了该类排斥子维数的计算公式. 值

得指出的是, 该估计与上述 Falconer 和 Zhang 得到的估计是一样的. 最近, Feng 和 Simon [34] 证明了

该拓扑压的零点也是 C1 光滑映射的排斥子的上盒维数的上界. 对于一类保持强不稳定叶层的 C2 非

共形映射的排斥子, Hu [45] 给出了该类排斥子的盒维数的 Bowen 方程.

对于非一致扩张映射, 也有一些相关的维数理论研究. 例如, Gelfert [37] 给出了体积扩张映射不变

集的上盒维数的上界估计; Horita 和 Viana [42] 及 Dysman [26] 研究了一类带洞映射的维数理论, 这包

含了一些非一致扩张排斥子的例子; Fan 等 [31] 研究了一族渐近非双曲族的最大不变集的维数. 对于

更多非一致情形的维数研究, 可参见文献 [41, 43,74].
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综上可见, 相较于共形系统的维数理论, 非共形系统的维数理论尚不完备. 本文综述一些非共形

系统的维数理论中的一些最新研究成果, 包括 Bowen 方程和维数的变分原理.

1.3 双曲逼近

双曲逼近在微分动力系统的研究中是一个重要且基本的课题,它也是研究双曲之外系统的动力学

的一个重要工具. 粗略地讲, 对于一个具有正熵的遍历双曲测度 µ, 通常可以找到一列马蹄 {Λn}n>1,

使得马蹄上的动力学量, 如熵、压、连续函数的积分等, 可以逼近测度 µ 相应的动力学量. 这类工作

可追溯至 Katok [48] 的工作 (也可参见文献 [49]). 对于区间上的分段连续单调的映射, Misiurewicz 和

Szlenk [60] 也得到了相似的结果.关于此类研究更多的结果,可参见文献 [1,18,24,38,39,63,66,79,81]及

其参考文献. 有关无穷维动力系统中的逼近结果, 可参见文献 [52–54,57,88]. 值得指出的是, 对于非一

致双曲系统, 即测度 µ 不具有零 Lyapunov 指数的系统, Katok [48] 刻画了马蹄上的拓扑熵能逼近测度

µ 的测度熵. Avila 等 [1] 得到了一个更为精细的逼近结果, 我们陈述如下.

定理 1.3 设 f : M → M 是一个 m0- 维紧致光滑 Riemann 流形 M 上的 C1+α 微分同胚, µ 是

一个双曲遍历测度且 hµ(f) > 0, 则对每个 ϵ > 0 及 µ 在 f - 不变测度空间中的每个弱 ∗ 邻域 V, 存在
一个紧 f - 不变集 Λϵ ⊂M 使得下述结论成立:

(a) H(Λϵ, suppµ) < ϵ, 其中 suppµ 表示测度 µ 的支撑集, H(·, ·) 表示集合之间的 Hausdorff 距离;

(b) |htop(f |Λϵ)− hµ(f)| < ϵ;

(c) 每个支撑在 Λϵ 上的 f - 不变测度都包含在 V 中;

(d)存在 Λϵ 上的一个连续不变分解 TM = E1⊕E2⊕· · ·⊕Eℓ (ℓ 6 m0),使得对每个 x ∈ Λϵ, n ∈ N,
每个 1 6 j 6 ℓ 及 u ∈ Ej(x), 存在 C > 0 使得

C−1 exp[n(χj(µ)− ϵ)]∥u∥ 6 ∥Dfn(u)∥ 6 C exp[n(χj(µ) + ϵ)]∥u∥,

其中 hµ(f) 和 htop(f) 分别表示 f 的测度熵和拓扑熵, χ1(µ) < χ2(µ) < · · · < χℓ(µ) 是 f 关于测度 µ

的不同的 Lyapunov 指数, 详细定义可参见文献 [75].

对于上述定理的不可逆情形,可参见文献 [18]. 在上述定理的第二个结论中,原始定理并没有表明

htop(f |Λϵ) 6 hµ(f) + ϵ. 但只需要稍微修改一下原始证明, 就可以得到马蹄上拓扑熵的上界.

一个自然的问题是, 上述定理中的马蹄所描述的动力学部分有多大? 从动力系统的维数理论来

看, 可考虑用维数来估计, 这当然是一个不平凡的问题. 如果 µ 是一个曲面微分同胚的遍历双曲 SRB

(Sinai-Ruelle-Bowen) 测度, Mendoza [59] 证明了马蹄限制在不稳定流形上的 Hausdorff 维数趋近于 1;

对于高维情形, Sánchez-Salas [72] 证明了 µ 可以被支撑在马蹄上的遍历测度逼近, 同时证明了一些关

于马蹄维数的结果. 利用文献 [18] 中双曲逼近的思想和方法, Wang 等 [79] 将 Mendoza [59] 的结果推广

到高维情形, 即证明了马蹄限制在不稳定流形上的 Hausdorff 维数趋近于不稳定流形的维数. 特别地,

当稳定方向是一维时, 他们证明了马蹄的 Hausdorff 维数趋近于测度 µ 的 Hausdorff 维数. 更进一步

的结果, 可参见文献 [77].

本文余下内容的结构如下. 第 2 节介绍一些概念和预备知识, 包括各种维数定义、拓扑压和测度

压的定义.第 3节介绍非共形光滑动力系统的维数理论的 Bowen方程的研究进展,包括拓扑和测度两

种情形. 第 4 节介绍光滑动力系统的非共形情形时的维数的变分原理, 包括具有满维数或全维数测度

的存在性. 第 5 节介绍光滑动力系统的维数逼近方面的研究成果.
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2 预备知识和相关概念

本节考虑一个紧致度量空间 (X, d) 上的连续变换 f : X → X. 令Mf 和 Ef 分别表示空间 X 上

的所有 f -不变 Borel概率测度组成的空间和所有 f -不变的遍历 Borel概率测度组成的集合.令 C(X)

表示空间 X 上所有的连续函数组成的 Banach 空间, 赋予最大范数 ∥ · ∥∞.

2.1 各种维数的定义

本小节简单回顾维数的各种定义, 更多的详细介绍参见文献 [5, 30,64,66].

给定 X 的一个子集合 Z, 对实数 s > 0, 称

Hs(Z) := lim
δ→0

inf

{∑
i

|Ui|s : Z ⊂
∪
i

Ui, |Ui| 6 δ

}
为集合 Z 的 s-维 Hausdorff测度,其中 | · |表示集合的直径. 进而定义集合 Z 的 Hausdorff维数如下:

dimH Z := inf{s : Hs(Z) = 0} = sup{s : Hs(Z) = ∞}.

分别称

dimBZ := lim inf
δ→0

logN(Z, δ)

− log δ
和 dimBZ := lim sup

δ→0

logN(Z, δ)

− log δ

为集合 Z 的下盒维数和上盒维数, 其中 N(Z, δ) 表示覆盖集合 Z 所需半径为 δ 的球的最小个数. 当

下盒维数和上盒维数相等时, 即 dimBZ = dimBZ, 记这个量为 dimB Z, 称其为集合 Z 的盒维数. 易

证上述集合维数满足如下关系:

dimH Z 6 dimBZ 6 dimBZ.

给定 X 上的一个 Borel 概率测度 µ, 分别称

dimH µ := inf{dimH Y : Y ⊆ X,µ(Y ) = 1},

dimBµ := lim
δ→0

inf{dimBY : Y ⊆ X,µ(Y ) > 1− δ},

dimBµ := lim
δ→0

inf{dimBY : Y ⊆ X,µ(Y ) > 1− δ}

为测度 µ 的 Hausdorff 维数、下盒维数和上盒维数. 结合集合的维数定义可立得

dimH µ 6 dimBµ 6 dimBµ.

给定 x ∈ X, 分别称

dµ(x) := lim inf
r→0

logµ(B(x, r))

log r
和 dµ(x) := lim sup

r→0

logµ(B(x, r))

log r

为测度 µ 在点 x 处的下、上点维数. 当这两个量相等时, 记这个值为 dµ(x), 称其为测度 µ 在点 x 处

的点维数. 如果存在实数 d 使得

lim
r→0

logµ(B(x, r))

log r
= d, µ-a.e. x,

则 dimH µ = dimBµ = dimBµ = d, 详细证明参见文献 [83].
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不变测度的点维数是动力系统的维数理论中一个重要的研究课题. 当流形是二维曲面时, 对于曲

面上的一个 C1+α 微分同胚的双曲遍历测度, Young [83] 证明了该测度的点维数可以由该测度的熵和

Lyapunov 指数给出. 对于高维情形的 C1+α 微分同胚的双曲遍历测度 µ, Ledrappier 和 Young [51] 证

明了该测度在稳定方向和不稳定方向的点维数的存在性,且稳定方向的点维数与不稳定方向的点维数

之和是测度 µ 的点维数的上界; 进一步地, Barreira 等 [9] 证明了这个上界就是该双曲遍历测度的点

维数.

2.2 拓扑压和测度压

热力学机制理论与维数理论的联系非常紧密,特别是拓扑压在计算或估计不变集的维数时非常有

效. 反之, 动力系统的维数理论的发展也进一步推动了热力学机制理论的研究.

给定空间 X 上的一列连续函数 Φ = {φn}n>1 ⊂ C(X).

(1) 如果对任意 m,n ∈ N 有 φm+n 6 φm + φn ◦ fm, 则称 Φ 是次可加的. 如果 −Φ = {−φn} 是次
可加的, 则称 Φ 是超可加的.

(2) 如果存在常数 C > 0 使得

φm + φn ◦ fm − C 6 φm+n 6 φm + φn ◦ fm + C, ∀m,n > 1,

则称 Φ 是几乎可加的.

(3) 如果对任意 ξ > 0, 存在一个连续函数 φξ ∈ C(X) 使得

lim sup
n→∞

1

n
∥φn − Snφξ∥∞ < ξ,

其中 Snφξ :=
∑n−1

j=0 φξ ◦ f j 表示 φξ 的 Birkhoff 和, 则称 Φ 是渐近可加的.

(4) 如果对任意 ξ > 0, 存在一列次可加连续函数列 Φξ = {φξ
n}n>1 使得

lim sup
n→∞

1

n
∥φn − φξ

n∥∞ < ξ,

则称 Φ 是渐近次可加的.

任一几乎可加连续函数列都是渐近可加的, 详细证明可参见文献 [33, 87]. 特别地, 如果 Φ =

{φn}n>1 是渐近可加的, 则存在一个连续函数 g ∈ C(X) 使得

lim
n→∞

1

n
∥φn − Sng∥ = 0,

证明参见文献 [25]. 上述观察表明渐近可加势函数与连续函数在某种意义上是等价的, 因为两者具有

相同的拓扑压、平衡态、弱 Gibbs 测度、Lyapunov 指数的水平集 (和不规则集) 及大偏差性质.

给定点 x, y ∈ X, n ∈ N, 令 dn(x, y) := max{d(f ix, f iy) : 0 6 i < n}, Bn(x, ϵ) = {y ∈ X : dn(x, y)

< ϵ} 表示球心在点 x 处、半径为 ϵ 的 Bowen 球. 任取 X 的一个子集 Z ⊆ X, 其中集合 Z 既可以不

紧也可以不是 f - 不变的. 给定 ϵ > 0, 如果 Z ⊆
∪

iBni(xi, ϵ), 则称 Γ = {Bni(xi, ϵ)}i 是 Z 的一个覆

盖. 给定空间 X 上的一列次可加势函数 Ψ = {ψn}n>1 ⊂ C(X), s ∈ R, 令

m(Z,Ψ, s, ϵ) := lim
N→∞

inf
Γ

∑
i

exp
(
− sni + sup

y∈Bni
(xi,ϵ)

ψni(y)
)
, (2.1)

6
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其中下确界在所有满足 ni > N, ∀ i 的集合 Z 的覆盖 Γ 上取. 进而取函数 m(Z,Ψ, s, ϵ) 关于 s 的跳跃

点如下:

PZ(f,Ψ, ϵ) := inf{s : m(Z,Ψ, s, ϵ) = 0} = sup{s : m(Z,Ψ, s, ϵ) = ∞}. (2.2)

称

PZ(f,Ψ) := lim inf
ϵ→0

PZ(f,Ψ, ϵ) (2.3)

是 f 在集合 Z 上关于次可加势函数 Ψ的拓扑压.上述定义的合理性,参见文献 [64]中的 Carathéodory

维数特征理论. 特别地, 当 Z = X 时, Cao 等 [16] 证明了下述关于次可加拓扑压的变分原理.

定理 2.1 假设 f : X → X 是紧度量空间 X 上的一个连续变换, Φ = {φn}n>1 是空间 X 上的

一列次可加势函数, 则有

PX(f,Φ) = sup{hµ(f) + F∗(µ,Φ) : µ ∈ Mf ,F∗(µ,Φ) ̸= −∞},

其中 F∗(µ,Φ) := limn→∞
1
n

∫
φn dµ. 为避免出现 +∞+ (−∞) 的情形, 这里要求 F∗(µ,Φ) ̸= −∞.

上述次可加拓扑压也可以用分离集、生成集或者开覆盖来等价地定义,具体可以参见文献 [16]. 如

果 Φ 是 X 上的超可加势函数, 尚不清楚用分离集、生成集、开覆盖或 Carathéodory 维数特征理论定

义的拓扑压的变分原理是否仍然成立. 因此, 当 Φ 是 X 上的超可加势函数时, 称

Pvar(f,Φ) := sup{hµ(f) + F∗(µ,Φ) : µ ∈ Mf}

是 f 关于超可加势函数 Φ 的拓扑压.

注 2.1 (1) 如果存在 µ 使得 PX(f,Φ) = hµ(f) + F∗(µ,Φ), 则称测度 µ 是拓扑压 PX(f,Φ) 的一

个平衡态.

(2) 如果存在 φ ∈ C(X) 使得 φn =
∑n−1

i=0 φ ◦ f i, 则此时 PX(f,Φ) 就是经典的单个连续函数的拓

扑压, 简记为 PX(f, φ), 详细介绍参见文献 [75].

(3)关于单个连续函数的局部拓扑压 (这里的局部是指,在定义拓扑压时固定一个开覆盖),参见文

献 [46]. 关于次可加势函数的局部拓扑压, 可参见文献 [20, 84].

(4) 对于几乎可加势函数的拓扑压, 其变分原理由 Barreira [4] 和 Mummert [61] 各自独立证明. 关

于几乎可加拓扑压的变分原理、平衡态测度和 Gibbs 测度的存在性, 以及相关的几乎可加势函数的

重分形分析, 可参见文献 [6]. 当 Φ 是渐近 (次) 可加时, Feng 和 Huang [33] 证明了相应拓扑压的变分

原理.

(5) 当 Φ = 0, 即 φn ≡ 0, ∀n 时, PZ(f, 0) 为集合 Z 上的拓扑熵, 此时用 hZ(f) 来表示 PZ(f, 0).

下面给出下、上拓扑压的定义. 给定 X 上的次可加势函数 Ψ = {ψn}n>1, 令

Λ(Z,Ψ, N, ϵ) := inf
Γ

∑
i

exp
(

sup
y∈BN (xi,ϵ)

ψN (y)
)
,

其中下确界在所有满足 ni = N, ∀ i 的 Z 的覆盖 Γ 上取. 进而令

CPZ(f,Ψ, ϵ) = lim inf
N→∞

1

N
log Λ(Z,Ψ, N, ϵ), CPZ(f,Ψ, ϵ) = lim sup

N→∞

1

N
log Λ(Z,Ψ, N, ϵ).

分别称

CPZ(f,Ψ) := lim
ϵ→0

CPZ(f,Ψ, ϵ) 和 CPZ(f,Ψ) := lim
ϵ→0

CPZ(f,Ψ, ϵ)

7
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为 f 在集合 Z 上关于次可加势函数 Ψ的下、上拓扑压.当 Ψ = 0时, 分别用 ChZ(f)和 ChZ(f)表示

CPZ(f, 0) 和 CPZ(f, 0), 并分别称其为集合 Z 上的下、上拓扑熵. 对任意一个子集 Z, 容易证明

PZ(f,Ψ) 6 CPZ(f,Ψ) 6 CPZ(f,Ψ).

给定一个不变测度 µ ∈ Mf 和一个次可加势函数 Φ = {φn}n>1, 称

Pµ(f,Φ) = lim inf
ϵ→0

inf{PZ(f,Φ, ϵ) : µ(Z) = 1} (2.4)

是 f 关于测度 µ 和次可加势函数 Φ 的测度压. 类似地, 分别称

CPµ(f,Φ) := lim inf
ϵ→0

lim
δ→0

inf{CPZ(f,Φ, ϵ) : µ(Z) > 1− δ},

CPµ(f,Φ) := lim inf
ϵ→0

lim
δ→0

inf{CPZ(f,Φ, ϵ) : µ(Z) > 1− δ}

为 f 关于测度 µ 和次可加势函数 Φ 的下、上测度压.

下面仿照 Katok 的熵公式 [48], 给出次可加测度压的另外一种定义. 给定空间 X 上的一个次可加

势函数 Φ = {φn}n>1, 不变测度 µ ∈ Mf , 0 < δ < 1, n > 1 和 ϵ > 0, 令

P ∗
µ(f,Φ, n, ϵ, δ) = inf

{∑
x∈F

exp
[

sup
y∈Bn(x,ϵ)

φn(y)
] ∣∣∣∣ µ( ∪

x∈F

Bn(x, ϵ)

)
> 1− δ

}
,

P ∗
µ(f,Φ, ϵ, δ) = lim sup

n→∞

1

n
logP ∗

µ(f,Φ, n, ϵ, δ),

P ∗
µ(f,Φ, δ) = lim inf

ϵ→0
P ∗
µ(f,Φ, ϵ, δ),

P ∗
µ(f,Φ) = lim

δ→0
P ∗
µ(f,Φ, δ).

如果测度是遍历的, 则上述两种测度压的定义是等价的, 详细证明参见文献 [17].

定理 2.2 设 f : X → X 是紧度量空间 X 上的一个连续变换, Φ = {φn}n>1 是 X 上的一个次

可加势函数, 则对任一满足 F∗(µ,Φ) ̸= −∞ 的遍历测度 µ ∈ Ef , 有

P ∗
µ(f,Φ) = CPµ(f,Φ) = CPµ(f,Φ) = Pµ(f,Φ) = hµ(f) + F∗(µ,Φ).

注 2.2 (1) 上述定理对渐近次可加或渐近可加势函数也成立.

(2)在定理 2.2中,事实上,对任意 δ ∈ (0, 1)有 P ∗
µ(f,Φ, δ) = hµ(f)+F∗(µ,Φ). 对于单个的连续函

数 φ, 考虑 Φ = {Snφ}n>1, 将 P ∗
µ(f,Φ) 简记为 P ∗

µ(f, φ), He 等 [40] 证明了 P ∗
µ(f, φ) = hµ(f) +

∫
φdµ.

(3) 给定 φ ∈ C(X), 如果测度 µ 仅是 f - 不变的, Fang 等 [32] 证明了

Pµ(f, φ) = ess sup{Pν(f, φ) : ν ∈ E(X, f)} = ess sup

{
hν(f) +

∫
X

φdν : ν ∈ E(X, f)
}
,

其中 τ 是测度 µ 的遍历分解, 本性上确界是关于 τ 取的. 更多关于测度压的介绍, 可参见文献 [32].

2.3 奇异值势函数和 Carathéodory 奇异维数

设 f : M → M 是一个 m0- 维紧致光滑 Riemann 流形 M 上的可微映射, J ⊂ M 是 f 的一个排

斥子. 给定 x ∈ J 和 n > 1, 算子 Dfn(x) : TxM → TfnxM 的奇异值按降序排列如下:

α1(x, f
n) > α2(x, f

n) > · · · > αm0(x, f
n).

8
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对 s ∈ [0,m0], 令

ψs(x, fn) :=

[s]∑
i=1

logαi(x, f
n) + (s− [s]) logα[s]+1(x, f

n).

对 t ∈ [0,m0], 令

φt(x, fn) :=

m0∑
i=m0−[t]+1

logαi(x, f
n) + (t− [t]) logαm0−[t](x, f

n).

对任意 n, ℓ ∈ N, 可以证明:

ψs(x, fn+ℓ) 6 ψs(x, fn) + ψs(fn(x), f ℓ), φt(x, fn+ℓ) > φt(x, fn) + φt(fn(x), f ℓ).

由于 f 是光滑映射, 所以两个函数列

Ψf (s) := {−ψs(·, fn)}n>1 和 Φf (t) := {−φt(·, fn)}n>1 (2.5)

分别是超可加和次可加的. 称 Ψf (s) (Φf (t)) 是超可加 (次可加) 奇异值势函数.

下面简单回顾 Cao 等 [18] 引入的 Carathéodory 奇异维数, 更详细的介绍可参见文献 [18]. 给定一

个子集合 Z ⊆ Λ 和一个实数 r > 0, 令

m(Z, t, r) := lim
N→∞

inf

{∑
i

exp
(

sup
y∈Bni

(xi,r)

−φt(y, fni)
)}

,

其中下确界在所有满足 ni > N, ∀ i 的集合 Z 的覆盖 Γ 上取. 由 Carathéodory 维数特征理论可知, 对

于固定的集合 Z 和实数 r, 函数 m(Z, t, r) 关于 t 存在一个跳跃点

dimC,r Z := inf{t : m(Z, t, r) = 0} = sup{t : m(Z, t, r) = +∞}. (2.6)

称

dimC Z := lim inf
r→0

dimC,r Z

为集合 Z 的 Carathéodory奇异维数. 值得指出的是, 整个排斥子 J 的 Carathéodory奇异维数不依赖

于充分小的数 r > 0, 且等于次可加奇异值势函数拓扑压的零点, 详细证明可参见文献 [18, 定理 4.1].

对于每个支撑在排斥子 J 上的 f - 不变测度 µ, 令

dimC,r µ := inf{dimC,r Z : µ(Z) = 1}.

称 dimC µ := lim infr→0 dimC,r µ 是测度 µ 的 Carathéodory 奇异维数.

值得指出的是, 排斥子上的遍历测度的 Carathéodory 奇异维数与其 Lyapunov 维数相等. 对于 µ

∈ E(f |J), 称

dimL µ :=


ℓ+

hµ(f)− λm0(µ)− · · · − λm0−ℓ+1(µ)

λm0−ℓ(µ)
, hµ(f) > λm0(µ),

hµ(f)

λm0(µ)
, 0 6 hµ(f) < λm0(µ)

(2.7)

为测度 µ的 Lyapunov维数,其中 ℓ = max{i : λm0(µ)+ · · ·+λm0−i+1(µ) 6 hµ(f)}. 事实上,在定理 3.4

的条件下, 对每个 µ ∈ E(f |J) 有 dimL µ = dimC µ, 详细证明参见文献 [19].

9
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2.4 平均共形排斥子与平均共形双曲集

本节回顾一类特殊的非共形系统, 一种是扩张情形的平均共形排斥子, 由 Ban 等 [2] 引入; 一种是

双曲情形的平均共形双曲集, 由 Wang 等 [80] 引入. 需要指出的是, 这类系统确实是非共形的, 具体例

子可参见文献 [86]; 这类特殊的非共形系统的维数理论也得到了比较完整的解决, 例如,平均共形排斥

子和平均共形双曲集维数的 Bowen 方程可分别参见文献 [2] 和 [80], 平均共形排斥子和平均共形双曲

集维数的变分原理可分别参见文献 [15] 和 [23].

定义 2.1 设 J 是 m0- 维紧致光滑 Riemann 流形 M 上的光滑映射 f 的一个排斥子, 如果对任

一支撑在 J 上的 f - 不变的遍历测度 µ, 都有 λ1(µ) = λ2(µ) = · · · = λm0(µ) > 0, 则称 J 是 f 的平均

共形排斥子, 其中 λi(µ), i = 1, 2, . . . ,m0 是 f 关于测度 µ 的 Lyapunov 指数.

下面回顾文献 [80] 中的平均共形双曲集. 设 f :M →M 是 m0- 维紧致光滑 Riemann 流形 M 上

的 C1 微分同胚. 称一个紧 f - 不变集 J ⊂M 是局部极大双曲集, 如果

(1) 存在 J 的一个开邻域 U 使得 J =
∩

n∈Z f
nU ;

(2) 在 J 上存在一个连续的不变分解 TM = Es ⊕ Eu, 且存在常数 0 < λ < 1, C > 0 使得对每个

x ∈ J 和每个 n ∈ N 有

∥Dxf
−n(v)∥ 6 Cλn∥v∥, ∀ v ∈ Eu

x 和 ∥Dxf
n(v)∥ 6 Cλn∥v∥, ∀ v ∈ Es

x.

定义 2.2 称一个双曲集 J ⊂M 是平均共形的,如果对任一支撑在 J 上的 f -不变的遍历测度 µ

都有 λ1(µ) = λ2(µ) = · · · = λdu(µ) > 0和 λdu+1(µ) = λdu+2(µ) = · · · = λm0(µ) < 0,其中 du = dimEu,

ds = dimEs = m0 − du.

可见, 如果 J 是微分同胚 f 的平均共形双曲集, 则对任一支撑在 J 上的 f - 不变的遍历测度 µ,

(f, µ) 仅有两个 Lyapunov 指数 (不计重数), 可简记为 λu(µ) > 0 和 λs(µ) < 0.

3 Bowen 方程

本节考虑一个 m0- 维紧致光滑 Riemann 流形 M 上的可微映射 f :M →M , J ⊂M 是 f 的一个

排斥子. 用M(f |J)和 E(f |J)分别表示支撑在 J 上的 f -不变测度所组成的集合和遍历测度所组成的

集合.

给定 µ ∈ E(f |J), 由次可加遍历定理知, 下述两个极限对 µ- 几乎处处的点 x ∈ J 存在:

λ1(µ) = lim
n→∞

1

n
log ∥Dfn(x)∥, λs(µ) = lim

n→∞

1

n
logm(Dfn(x)),

其中 ∥Df(x)∥ 和 m(Df(x)) 分别表示算子 Df(x) 的大模和小模.

注意到 {log supx∈J ∥Dfn(x)∥}n>1 和 {− log infx∈J m(Dfn(x))}n>1 是次可加的, 所以下述两个极

限存在:

σ+ = lim
n→∞

1

n
log sup

x∈J
∥Dfn(x)∥ 和 σ− = lim

n→∞

1

n
log inf

x∈J
m(Dfn(x)).

因为 f 在 J 上是扩张的, 所以 σ− > 0. 为简单起见, 用 htop = htop(f |J) 表示 f 的拓扑熵, 用

Ptop = PJ(f,− log |Df(x)|)表示 f 关于势函数 − log |Df(x)|的拓扑压,其中 |Df(x)|表示算子 Df(x) :

TxM → TfxM 的 Jacobi 行列式. Wang 等 [76] 对于排斥子的任一子集和支撑在排斥子上的遍历测度

的维数给出了下述估计.
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定理 3.1 设 f 是 m0- 维紧致光滑 Riemann 流形 M 上的一个 C1 映射, J 是 f 的一个排斥子.

对任一子集 Z ⊂ J 和任意 µ ∈ E(f |J), 下述结论成立:

(1) s∗ 6 dimH Z 6 dimBZ 6 dimBZ 6 t∗, 其中 s∗ 和 t∗ 分别是方程 PZ(f,−s log ∥Df(x)∥) = 0和

CPZ(f,−t logm(Df(x))) = 0 的唯一根;

(2) s∗ 6 dimH µ 6 dimBµ 6 dimBµ 6 t∗, 这里 s∗ 和 t∗ 分别是方程 Pµ(f,−sΨ) = 0 和

Pµ(f,−tΦ) = 0 的唯一根, 其中 Ψ = {log ∥Dfn(x)∥}, Φ = {logm(Dfn(x))};
(3)

htop

σ+
6 dimH J 6 dimBJ 6 dimBJ 6 htop

σ−
;

(4) m0 +
Ptop

σ−
6 dimH J 6 dimBJ 6 dimBJ 6 m0 +

Ptop

σ+
;

(4) m0 − λ(µ)−hµ(f)
λs(µ)

6 dimH µ 6 dimBµ 6 dimBµ 6 m0 − λ(µ)−hµ(f)
λ1(µ)

, 其中 λ(µ) 表示所有 f 关于

测度 µ 的 Lyapunov 指数之和.

当 Z 是整个排斥子 J 时, Barreira [3] 利用排斥子的 Markov分解和非可加拓扑压证明了第一个结

论, Wang 等 [76] 借鉴了 Rugh [71] 所用的方法. 在映射是 C2 的情形下, Hu [44] 利用 Pesin 理论证明了

上述定理的结论 (2)–(4). Huang和 Zhang [47] 利用计算点维数的方法在更一般情形下得出了测度维数

的估计.

对任一 t ∈ [0,m0], 考虑次可加奇异值势函数 Φf (t) (见 (2.5)), 令 P (t) := PJ(f,Φf (t)). 容易验证

P (t) 是关于 t 严格递减的连续函数.

定理 3.2 设 f 是 m0- 维紧致光滑 Riemann 流形 M 上的一个 C1 映射, J 是 f 的排斥子, 则有

dimH J 6 dimBJ 6 dimBJ 6 t∗,

其中 t∗ 是方程 P (t) = 0 在区间 [0,m0] 中唯一的根.

对任意 n ∈ N, Zhang [85]证明了 fn关于其奇异值势函数拓扑压的零点 tn是排斥子 J 的 Hausdorff

维数上界, 从而得到

dimH J 6 inf
n>1

tn.

Ban 等 [2] 进一步证明了上述下确界就是次可加拓扑压的 Bowen 方程 P (t) = 0 的唯一根, Wang等 [76]

进一步证明了排斥子的任一子集的维数的上界可由子集上拓扑压的零点给出.最近, Feng和 Simon [34]

证明了该 Bowen 方程的根也是排斥子的上盒维数的上界. 类似地, 对于双曲集的情形, 可以参见文

献 [67, 68,79,85].

如果 J 是 C1+α 映射的排斥子, 利用 Pesin 理论, 可以得到一个类似于定理 1.3 的逼近定理.

命题 3.1 设 f 是 m0- 维紧致光滑 Riemann 流形 M 上的一个 C1+α 映射, J 是 f 的排斥子, µ

是 J 上的一个遍历测度且 hµ(f) > 0, 则对任意 ϵ > 0, 存在一个 f - 不变的紧子集 Qϵ ⊂ J 使得下述结

论成立:

(1) hµ(f)− ϵ 6 htop(f |Qϵ) 6 hµ(f) + ϵ;

(2) 存在常数 C > 0 和 Qϵ 上的一个连续不变分解 TxM = E1(x) ⊕ E2(x) ⊕ · · · ⊕ Eℓ(x), 对任意

u ∈ Ej(x) 有

C−1 exp(n(λj(µ)− ε)) 6 ∥Dxf
n(u)∥ 6 C exp(n(λj(µ) + ε)),

其中 λ1(µ) < · · · < λℓ(µ), ℓ 6 m0 是 f 关于测度 µ 的不同的 Lyapunov 指数.

命题 3.1(1)中的 htop(f |Qϵ) 6 hµ(f)+ ϵ并没有包含在文献 [18]中,但通过修改文献 [18,定理 5.1]

的证明可以得到 htop(f |Qϵ) 的上界估计. 利用命题 3.1, Cao 等 [18] 进一步证明了次可加奇异值势函数

11
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的拓扑压关于映射的连续性, 并且可以利用超可加奇异值势函数的拓扑压的 Bowen 方程得到排斥子

的 Hausdorff 维数一个更精确的下界估计.

定理 3.3 设 f 是 m0- 维紧致光滑 Riemann流形 M 上的一个 C1+α 映射, J 是 f 的排斥子, 则

下述结论成立:

(1) 对每个 0 6 t 6 m0, 映射 f 7→ P (f |Λf
,Φf (t)) 是连续的, 即对每个 ϵ > 0, 存在 δ > 0, 使得如果

C1+γ 映射 h :M →M 满足 ∥f − h∥C1 < δ, 则有

P (f |J ,Φf (t))− ϵ 6 P (h|Jh
,Φh(t)) 6 P (f |J ,Φf (t)) + ϵ,

其中 Jh 是映射 h 的排斥子;

(2) dimH J > s∗, 其中 s∗ 是方程 Pvar(f |J ,Ψf (s)) = 0 的唯一根, 这里 Φf (t) 和 Ψf (s) 是 (2.5) 定

义的次可加和超可加奇异值势函数.

由上可见, 对于非共形排斥子的上盒维数和 Hausdorff 维数, 可以分别用次可加和超可加奇异值

势函数的拓扑压的 Bowen 方程的根给出其一个精确的上、下界估计. Cao 等 [19] 证明了 C1 映射的排

斥子的 Carathéodory奇异维数以及支撑在排斥子上的遍历测度的 Carathéodory奇异维数分别可以用

拓扑压和测度压的 Bowen 方程的根给出.

定理 3.4 设 f 是 m0- 维紧致光滑 Riemann 流形 M 上的一个 C1 映射, J 是 f 的排斥子, 则下

述结论成立:

(1) 对每个子集 Z ⊂ J , 有

dimC Z = tZ ,

其中 tZ 是方程 PZ(f,Φf (t)) = 0 的唯一根;

(2) 对每个支撑在 J 上的 f - 不变的遍历测度 µ, 有

dimC µ = sµ,

其中 sµ 是方程 Pµ(f,Φf (t)) = 0 的唯一根.

本节的最后给出平均共形双曲集的维数计算公式. 为此, 先介绍一些记号. 设 J 是微分同胚 f :

M → M 的一个双曲集, 给定 x ∈ J 和一个小数 β > 0, 点 x 处的局部稳定流形和局部不稳定流形定

义如下:

W s
β(f, x) = {y ∈M : d(fn(x), fn(y)) 6 β,∀n > 0},

Wu
β (f, x) = {y ∈M : d(f−n(x), f−n(y)) 6 β, ∀n > 0}.

称

Wu(f, x) =
∪
n>0

fn(Wu
β (f, f

−n(x))), W s(f, x) =
∪
n>0

f−n(W s
β(f, f

n(x)))

分别为点 x 处的全局稳定流形和全局不稳定流形. 对于平均共形双曲集的维数, Wang 等 [80] 给出了

如下的维数计算公式.

定理 3.5 设 f 是 m0- 维紧致光滑 Riemann 流形 M 上的一个 C1 微分同胚, J 是 f 的一个局

部极大的平均共形双曲集, 且 f 在 J 上拓扑传递, 则对每个 x ∈ J , 有

DimJ = Dim(Wu
β (f, x) ∩ J) + Dim(W s

β(f, x) ∩ J)

12
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且 dimH J = dimBJ = dimBJ. 进一步地, 映射 g 7→ dimJg 是连续的, 即对每个 ϵ > 0, 存在 δ > 0, 只

要 |f − g|C1 < δ, 就有 |DimJg −DimJ | < ϵ, 其中 Dim 表示 dimH 或 dimB 或 dimB , Jg 是 g 的局部极

大双曲集.

事实上, Wang 等 [80] 证明了

dimH Λ = dimBΛ = dimBΛ = ts + tu,

其中 tu和 ts分别是方程 PJ(f,−tΦ) = 0和 PJ(f, tΨ) = 0的唯一根,这里 Φ = {logm(Dxf
n|Eu(x))}n>1,

Ψ = {log ∥Dxf
n|Es(x)∥}n>1.

4 具有全维数和满维数的测度

考虑一个 m0- 维紧致光滑 Riemann 流形 M 上的光滑映射 f , 以及一个 f - 不变集合 Λ. 如果存

在一个支撑在 Λ 上的测度 µ 使得其维数等于集合 Λ 的维数, 则称 µ 具有全维数的测度. 如果测度 µ

满足

dimµ = sup{dimZ : Z ⊂ Λ, µ(Z) = 1},

则称 µ 具有满维数的测度, dim 表示 dimH , dimC , dimB 或 dimB .

对于一个 C1 映射的排斥子 J , Chen等 [23] 证明了存在一个 J 上的遍历测度具有全 Carathéodory

奇异维数.

定理 4.1 设 f 是 m0- 维紧致光滑 Riemann 流形 M 上的一个 C1 映射, J 是 f 的一个排斥子,

则存在 µ ∈ E(f |J) 使得

dimC µ = dimC J = sup{dimC ν : ν ∈ M(f |J)}.

在共形双曲情形, 即映射 Df(x)|Ei(x) (i = s, u) 是共形的, 也不一定能找到一个不变测度具有全

维数 (参见 Barreira的专著 [5,第 5章]).下面的定理表明,只要降低对测度的要求, 对于 C1 微分同胚

的平均共形双曲集, 就存在一个 Borel 概率测度 (不一定不变) 具有全 Hausdorff 维数.

定理 4.2 [23] 设 f 是 m0- 维紧致光滑 Riemann 流形 M 上的一个 C1 微分同胚, J 是 f 的一个

局部极大的平均共形双曲集, 且 f 在 J 上拓扑混合, 则在 J 上存在一个 Borel 概率测度 µ, 使得 µ 的

支撑严格包含在 J 中且

dimH µ = dimH J.

上述定理的证明思路如下. 取一个 J 的 Markov 分解 R = {R1, . . . , Rs}, 使得其直径充分小. 令

(ΣA, σ)表示与分解 R相应的 Markov子移位, h : ΣA → J 是解码映射 (详细情形可参见文献 [12]). 注

意到系统 (ΣA, σ) 和 (J, f) 的拓扑压满足

PΣA(σ, tuϕu ◦ h) = PJ(f, tuϕu) = 0, PΣA(σ, tsϕs ◦ h) = PJ(f, tsϕs) = 0,

其中 ϕu(x) = − log |detDxf |Eu
x
|

1
du , ϕs(x) = log |detDxf |Es

x
|

1
ds , tu 和 ts 是相应拓扑压方程的根. 由热

力学机制理论知, 对于拓扑压 PΣA
(σ, tuϕu ◦ h) 和 PΣA

(σ, tsϕs ◦ h), 分别存在相应的支撑在 ΣA 上的弱

Gibbs 测度 m+ 和 m−, 详细情形可参见文献 [4]. 定义 ΣA 上的 Borel 概率测度 m 如下:

m(−k[a−k · · · a0 · · · aℓ]ℓ) =

C1m+(0[a0 · · · aℓ]ℓ)m−(−k[a−k · · · a0]0), a0 = 1,

0, a0 ̸= 1,

13
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其中 a = (ai) ∈ ΣA, k, ℓ ∈ N, C1 = m+(0[1]0)
−1m−(0[1]0)

−1. 对于任一 Borel 子集 A ⊂ J , 令

µ(A) = m(h−1(A)),

可以证明 µ 即为所求的测度.

对于平均共形双曲集, 如果微分同胚 f 的光滑性增加到 C1+α, 借鉴 Barreira 和 Wolf [10] 在二维

情形的方法 (共形双曲情形可参见 Barreira的专著 [5]),利用热力学机制理论,可以进一步找到一个具

有满维数的遍历测度, 详细证明可参见文献 [23].

定理 4.3 设 f 是 m0- 维紧致光滑 Riemann 流形 M 上的一个 C1+α 微分同胚, J 是 f 的一个

局部极大的平均共形双曲集, 且 f 在 J 上拓扑混合, 则在 J 上存在一个 f - 不变的遍历测度 µ 使得

dimH µ = sup{dimH ν : ν ∈ M(f |Λ)}.

5 维数逼近

如第 1.3小节所述,动力系统的双曲逼近理论很好地刻画了双曲之外系统的动力学现象.一个自然

的问题是, 双曲逼近理论中的马蹄从多大程度上描述了系统的动力学, 用马蹄的稳定或不稳定 Cantor

集的 Hausdorff 维数来估计变成一个有趣的问题.

对于光滑映射的排斥子上一个具有正熵的遍历测度 µ, Cao等 [19] 证明了存在一列紧不变集,使得

该列集合的 Carathéodory 奇异维数趋于测度 µ 的 Lyapunov 维数 (参见定义 (2.7)).

定理 5.1 设 f 是 m0- 维紧致光滑 Riemann 流形 M 上的一个 C1+α 映射, J 是 f 的一个排斥

子, µ 是 J 上的一个 f - 不变的遍历测度且 hµ(f) > 0, 则对每个 ϵ > 0, 存在一个 f - 不变的紧子集

Jϵ ⊂ J 使得

lim
ϵ→0+

dimC Jϵ = dimL µ.

对于一个 C1+α 微分同胚 f , 设 f 关于某个遍历测度 µ 只有一正一负两个 Lyapunov 指数, Cao

等 [19] 证明了下述定理.

定理 5.2 设 f 是 m0- 维紧致光滑 Riemann 流形 M 上的一个 C1+α 微分同胚, µ 是一个 f - 不

变的遍历双曲测度且 hµ(f) > 0. 如果 (f, µ) 仅有两个 Lyapunov 指数 λu(µ) > 0 > λs(µ), 则对每个

ϵ > 0, 存在一个 f - 不变紧集 Jϵ 使得

|DimJϵ −Dimµ| < ϵ,

其中 Dim 表示 dimH 或 dimB 或 dimB .

上述定理的证明思路如下. 首先注意到

Dimµ =
hµ(f)

λu(µ)
− hµ(f)

λs(µ)
.

对每个 ϵ > 0, 由定理 1.3 知 µ 的动力学可由一列 f - 不变紧集 Jϵ 来逼近. 对于 i = u, s 和每个 x ∈ Jϵ,

可以证明

Dim(Jϵ ∩W i
β(f, x)) ≈

hµ(f)

|λi(µ)|
.

14
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Brown [14] 证明了系统 (f, Jϵ)的稳定叶层和不稳定叶层间的 holonomy映射是 Lipschitz连续的. 因此,

对每个 x ∈ Jϵ, 可以进一步证明

dimH(Jϵ ∩Wu
β (f, x)) + dimH(Jϵ ∩W s

β(f, x)) 6 DimJϵ 6 dimB(Jϵ ∩Wu
β (f, x)) + dimB(Jϵ ∩W s

β(f, x)).

由此可证得 DimJϵ 趋近于 Dimµ, 详细证明可参见文献 [19].

如果将定理 1.3中的微分同胚 f 的光滑性降到 C1,进一步假设系统 (f, µ)的Oseledec分解 Eu⊕Es

是控制分解,则Wang等 [78] 也证明了相应的结论.在这种情形下,系统 (f, Jϵ)的稳定叶层和不稳定叶

层间的 holonomy映射一般不再是 Lipschitz连续的. 此时,借鉴 Palis和 Viana [62] 的方法,可以证明如

下结论. 对每个 γ ∈ (0, 1), 存在常数 Dγ > 0 使得系统 (f, Jϵ) 的稳定叶层和不稳定叶层间的 holonomy

映射是 (Dγ , γ)-Hölder 连续的. 由 γ 的任意性, Cao 等 [19] 运用文献 [80] 中的方法证明了下述逼近

定理.

定理 5.3 设 f 是 m0- 维紧致光滑 Riemann 流形 M 上的一个 C1 微分同胚, µ 是一个 f - 不

变的遍历双曲测度且 hµ(f) > 0. 如果 (f, µ) 仅有两个 Lyapunov 指数 λu(µ) > 0 > λs(µ) 且相应的

Oseledec 分解 Eu ⊕ Es 是控制分解, 则对每个 ϵ > 0, 存在一个 f - 不变紧集 Jϵ 使得

|DimJϵ −Dimµ| < ε,

其中 Dim 表示 dimH 或 dimB 或 dimB .

如果进一步假设 µ 是 SRB 测度, Wang 等 [79] 证明了如下的维数逼近结果.

定理 5.4 设 f 是 m0- 维紧致光滑 Riemann 流形 M 上的一个 C1+α 微分同胚, µ 是一个 f - 不

变的遍历双曲 SRB 测度, 则存在一列双曲集 Jn 使得 dimH(Jn ∩Wu
β (x, f)) 关于 x ∈ Jn 一致收敛到

dimWu(x, f).

定理 5.5 设 f 是 m0- 维紧致光滑 Riemann 流形 M 上的一个 C1+α 微分同胚, µ 是一个 f - 不

变的遍历双曲 SRB 测度. 如果 µ 的稳定方向是一维的, 则存在一列双曲集 Jn 使得

lim
n→∞

dimH Jn = dimH µ.
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Dimension theory in non-conformal smooth systems
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Abstract Compared with the relatively complete dimension theory established in conformal smooth dynamical
systems, i.e., the Bowen equation and the variational principle of dimension, it still lacks today a satisfactory
general approach for the dimension theory in non-conformal smooth dynamical systems. In this paper, we survey
the recent results in the dimension theory of non-conformal smooth dynamical systems, including the dimension
of repellers and hyperbolic sets of smooth maps as well as the dimension of measures supported on these invariant
sets, and especially including the Bowen equation, the existence of measures of maximal or full dimension and
dimension approximation.

Keywords topological pressure, measure theoretic pressure, dimension, hyperbolic approximation

MSC(2020) 37C45, 37C05, 37D35, 37C70, 37D25, 28A80

doi: 10.1360/SSM-2024-0344

18

https://doi.org/10.1017/etds.2024.3
https://doi.org/10.1017/etds.2024.3
https://doi.org/10.1016/j.jde.2020.11.032
https://doi.org/10.1016/j.na.2011.04.065
https://doi.org/10.1017/etds.2023.9

	引言
	共形系统的维数
	共形排斥子的维数
	共形双曲集的维数

	非共形系统的维数
	双曲逼近

	预备知识和相关概念
	各种维数的定义
	拓扑压和测度压
	奇异值势函数和 Carathéodory 奇异维数
	平均共形排斥子与平均共形双曲集

	Bowen 方程
	具有全维数和满维数的测度
	维数逼近

