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摘　要　设计了一个以均匀网格差分模式为基础的变网格差分模式,并证明:如前者

满足一定条件并具有质量和能量守恒性质,以及与连续情况一致的动、位能之间的转

换关系, 则变网格模式也同样具有,而且,把前者改变为后者增加的运算量很小,也非

常方便。
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嵌套网格预报已应用 30多年了。就目前而论, 这种预报还存在如下问题:

( 1)可用时效短,一般仅约 48小时。

( 2)可用预报范围比计算范围小。

( 3)粗、细网格计算不协调导致的波速和群速差会产生寄生波,歪曲能量传播,甚至使计算

不稳定。

( 4)为避免计算不协调采用的过渡区和松驰方法有很多经验成分, 往往不是过分就是不

足。

( 5)一般只有水平嵌套,没有垂直嵌套, 从而,易出现水平分辨率和垂直分辨率的不协调,

导致虚假重力波的产生。

其中,第 3个问题是关键性的。粗、细网格计算的不协调, 主要是由相应截断误差较大差异

造成的。如果从粗(细)网格到细(粗)网格不是突然变化,而是逐步过渡,即应当认为相应的波

幅、波速和群速也是逐渐改变的,从而引起的不协调就不会像嵌套网格模式中那样严重。为此,

从 70年代起,提出了许多构造“变网格”的方法和相应的计算方法, 如 Sundquest ( 1970)等
〔1〕
。

但是在这些方法中, 只有 Stanifor th 等用有限元方法建立的模式( 1978) 〔2〕和 Court ier 等用谱

方法建立的模式( 1988) 〔3〕分别在加拿大和法国投入了业务,其他还未见应用于实际工作的报

导。本文将在 Staniforth 等所用网格的基础上建立差分模式。做法是:在已有均匀网格差分模

式中选择满足一定条件,从而具有整体质量和能量守恒,以及与连续情况一致的、位能转换关

系的模式,通过本文的方法,改造成为具有同样性质的变网格差分模式。

尽管近年来已兴起一种所谓“自适应网格”的模式(它能随时间自动调节网格,以适应天气

和环流形势的变化) ,其优点明显。但是,由于这种模式运算量很大,和对于气候模拟和某些只

对固定地区重要的计算,并不需要自动随时间调节网格, 用变网格就已足够。因此,设计变网格



模式仍有一定的意义。

1　坐标变换和某些物理量的表达式

1. 1　坐标变换

在地图投影直角坐标 xyRt中, 采用变换

x- = x-( x ) ; 　y- = y-( y ) ;　R-= R; 　t
-= t

则

5
5x = 5x-

5x
5
5x- ( 1)

5
5y =

5y-
5y

5
5y- ( 2)

5
5R =

5
5R-; 　

5
5t =

5
5t-

于是,面积元 dA 和微分 dx , dy 可以表示为

dA =
1
m

2dx dy =
1
m

2ûJûdx-dy- ( 3)

其中 J =
5x
5x-

5y
5y-

而

dx =
5x
5x-dx- ( 4)

dy =
5y
5y-dy- ( 5)

且

5x
5x-

5x-
5x =

5y
5y-

5y-
5y = 1 ( 6)

　　易见,如取 dx , dy , dx- , dy- 均大于零,则 J> 0, ( 3)式中ûJû就可以改写为 J。

1. 2　个别微商

因为

u = 1
m

dx
dt

= 1
m

dx-

dt
5x
5x-; 　v = 1

m
dy
dt

= 1
m

dy-

dt
5y
5y-

而

u
- =

1
m

dx-

dt =
1
m

dx
dt

5x-
5x = u

5x-
5x ;　v

-=
1
m

dy-

dt =
1
m

dy
dt

5y-
5y = v

5y-
5y

故

dA
dt =

5A
5t +

5A
5x-

dx-

dt +
5A
5y-

dy-

dt +
5A
5R

dR
dt =

5A
5t + mu

5A
5x-

5x-
5x + mv

5A
5y-

5y-
5y + Ra5A5R

1. 3　散度和涡度

记散度和涡度各为 D 和 F,且各定义为

D = lim
$A→0

1
$A∮

C

v n ds　和 　F= lim
$A→0

1
$A∮

C

v s ds

其中 v n和 v s各是闭合曲线C 的外法线方向和切线方向风的分量, ds 是C 的线元, 积分沿C 的

反时针方向为正, $A 是 C所围成的面积。
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设 C 在 x-y--坐标中是一矩形,其边长为 $x- 和 $y-,则图 1和图 2表示了矩形 C 中的 D 和

F。

D = lim
$x-→0
$y-→0

1
1
m

2
5x
5x-

5y
5y-$x

-$y-
{$ x-(

u
m

)
5y
5y-$y

- + $ y-(
v
m

)
5x
5x-$x

-}

= m
2[

5
5x-(

u
m

)
5x-
5x +

5
5y-(

v
m

)
5y-
5y ] ( 7)

F= lim
$x-→0
$y-→0

1
1
m

2
5x
5x-

5y
5y-$x

-$y-
{$ x-( v

m
) 5y
5y-$y

- - $ y-( u
m

) 5x
5x-$x

-}

= m
2
[
5
5x-(

v
m

)
5x-
5x -

5
5y-(

u
m

)
5y-
5y ] ( 8)

5x
5x

m

u
( $x) y+ $y

5y
5y

m

v
( $ y) x + $x5y

5y
m

v
( $ y) x

( $x) y
u

m

5x
5x

+ $x

+ $y

( $ y) x
u

m

5y
5y ( $ y)x

u

m

5y
5y

( $x) y
v

m

5x
5x

5x
5x

m

v
( $x) y

　　　图 1　在矩形C 中的散度

Fig. 1　Diver gence in th e rectangle C
　　　　　　　　　　　

　　图 2　在矩形 C中的涡度

Fig . 2　Vort icity in th e rectangle C

图3 变网格示意

Fig. 3 Schematic diagram of variable resolution

易见, ( 7)、( 8)式和直接用关系式( 1)、( 2)从

D 和 F在 xy-坐标中的微分形式推得的结果

是一样的。

1. 4　变网格和计算网格

为了方便,约定:

( 1)在 x-y--平面上构造均匀网格, 使其

中 $x-= $y-= 常数,而与之对应的 xy-网格

为变网格(如图3所示)。两种网格总点数相

同,沿 x 和 x- 方向,以及 y 和 y- 方向的点数

也相同;而且,对于这两种网格,任一网格点

下标均用同一的( i, j )表示。

( 2)所有计算均在 x-y-Rt-坐标中进行。
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2　控制方程

在 xyRt-坐标中的动力和热力学方程是
5u
5t + m ( u

5u
5x + v

5u
5y ) + Ra5u5R = - m(

5U
5x + RT

5lnp s

5x ) + f
~

v + Fu ( 9)

5v
5t + m ( u

5v
5x + v

5v
5y ) + Ra5v5R = - m(

5U
5y + RT

5lnp s

5y ) - f
~

u + Fv ( 10)

5T
5t + m( u 5T

5x + v
5T
5y ) + Ra5T5R = XA

c p
+ Q

cp
+ F T ( 11)

5q
5t + m ( u

5q
5x + v

5q
5y ) + Ra5q5R = S + Fq ( 12)

5p s

5t + m
2[

5
5x (

p su
m

) +
5
5y (

p sv
m

) ] +
5
5Rp sRa= 0 ( 13)

5U
5R = - RT

R ( 14)

p A= RT ( 15)

其中, R= p
p s

; p s是地面气压; X= dp
dt

= Rap s+ R
dp s

dt
; S 是水汽源(或汇) ; f~ = f + m

2 [ v 5
5x ( 1

m
) -

u
5
5y (

1
m

) ] ;其他都是气象中常用的符号。

引用垂直边界条件:在 R= 0, 1处

Ra= 0 ( 16)

这样,还有

5p s

5t = -∫
1

0
m

2 [
5
5x (

p su
m

) +
5
5y (

p sv
m

) ] dR ( 17)

而在 x
-
y
-Rt-坐标中方程( 9)～( 13)和( 17)成为

5u
5t + m( u

5u
5x-

5x-
5x + v

5u
5y-

5y-
5y ) + Ra5u5R = - m(

5U
5x- + RT

5lnp s

5x- )
5x-
5x + f

∧

v + Fu ( 18)

5v
5t + m( u

5v
5x-

5x-
5x + v

5v
5y-

5y-
5y ) + Ra5v5R = - m(

5U
5y- + RT

5lnp s

5y- )
5y-
5y - f

∧

u + Fv ( 19)

5T
5t + m( u

5T
5x-

5x-
5x + v

5T
5y-

5y-
5y ) + Ra5T5R =

XA
cp

+
Q
cp

+ FT ( 20)

5q
5t + m( u

5q
5x-

5x-
5x + v

5q
5y-

5y-
5y ) + Ra5q5R = S + F q

5p s

5t = -∫
1

0
m

2
[
5
5x-(

p su

m
)
5x-
5x +

5
5y-(

p sv

m
)
5y-
5y ] dR ( 21)

而方程( 14)和( 15)的形式不变。这里

f
∧

= f + m
2[ v

5
5x-(

1
m

)
5x-
5x - u

5
5y-(

1
m

)
5y-
5y ]。

3　模式大气的整体性质

3. 1　连续的情形

众所周知,在绝热无耗散且气象要素连续的情况, 从方程( 9)～( 11)和( 13)～( 15) , 以及

( 17)式和条件( 16)式, 在水平方向周期边界条件下, 可以推得
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( 1)质量守恒

5
5t∫A

p s dA = 0 ( 22)

　　( 2)能量守恒

5
5t ( P + K ) = 0 ( 23)

且

5K
5t = -

1
g

{∫A∫
1

0

p s

m
2AXdRdA +

5
5t∫A

Usp s
1
m

2dA } ( 24)

5P
5t =

1
g

{∫A∫
1

0

p s

m
2AXdRdA +

5
5t∫A

Usp s
1
m

2dA } ( 25)

其中, A 表示水平计算域; K =
1
g∫A∫

1

0

1
2

( u
2

+ v
2
)

p s

m
2dRdA ; P =

1
g

{∫A∫
1

0
cpT

p s

m
2dRdA +

∫A
Us

p s

m
2dA } 。现证明在绝热无耗散、水平周期边界条件( 16)下,从 x-y-Rt-坐标描写模式大气的

方程( 18)～( 20)、( 21)以及( 14)、( 15)等,仍然可以推得和质量、能量守恒关系式( 22)、( 23)以

及动、位能之间的转换关系式( 24)、( 25)相类似的关系式。

( 1)质量守恒　对连续方程( 21)作 R从 1到 0的全场积分并注意关系式( 6) ,有

5
5t∫A

p s
1
m

2
5x
5x-

5y
5y-dx-dy- = 0 ( 26)

　　( 2)能量守恒　用从运算 p su·( 18) + p sv·( 19)得到的方程和乘以 K
∧

( = ( u2+ v
2 ) / 2)的

连续方程( 21)相加,通过一系列运算可以得到

5
5t ( p s K

∧

) + m
2
[
5
5x-( K

∧

+ U) p su
m

5x-
5x +

5
5y-( K

∧

+ U)
p sv

m
5y-
5y ] +

5
5R( K

∧

+ U) p sRa+ 5
5RRU

5p s

5t + p sXA= 0

作运算 cpp s·( 20) + cpT·( 21)还有

5
5t cpT p s + m

2
[
5
5x-(

cpT p su
m

)
5x-
5x +

5
5y-(

cpT p sv
m

)
5y-
5y ] +

5
5Rc pTp sRa= p sXA

故

5K
∧

5t = -
1
g

{∫A∫
1

0
p sXA 1

m
2
5x
5x-

5y
5y-dx-dy-dR+

5
5t∫A

Usp s
1
m

2
5x
5x-

5y
5y-dx-dy-} ( 27)

5P
∧

5t =
1
g

{∫A∫
1

0
p sXA 1

m
2
5x
5x-

5y
5y-dx-dy-dR +

5
5t∫A

Usp s
1
m

2
5x
5x-

5y
5y-dx-dy-} ( 28)

而 5
5t ( P

∧

+ K
∧

) = 0 ( 29)

其中 K
∧

=
1
g∫A∫

1

0
p s K

∧ 1
m

2
5x
5x-

5y
5y-dx-dy-dR ( 30)

P
∧

=
1
g

{∫A∫
1

0
cpT

p s

m
2
5x
5x-

5y
5y-dx-dy-dR+∫A

Us
p s

m
2
5x
5x-

5y
5y-dx-dy- ( 31)

3. 2　离散的情形

为了使讨论范围较广, 我们把在均匀网格绝热无耗散情况下方程( 9)～( 11)、( 13)、( 14)的

差分形式写成
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5u
5t = L 1 ( u) + L 2 ( u) + L 3 ( u) + Gx (U) + Gx ( p s) + f

∧

v ( 32)

5v
5t = L 1 ( v ) + L 2( v ) + L 3( v ) + Gy (U) + Gy ( p s) - f

∧

u ( 33)

5T
5t = L 1 ( T ) + L 2 ( T ) + L 3 ( T ) +

XA
c p

( 34)

5p s

5t = L 4( u) + L 5( v ) + L 6 ( Ra) ( 35)

DU
DR = -

RT
R ( 36)

其中, L 1( F)、L 2 ( F)、L 3 ( F)、L 4 ( u)、L 5 ( v )、L 6 ( Ra)、G x ( U)、Gy (U)、Gx ( p s )、Gy ( p s)、DU/ DR各是

- mu
5F
5x、- mv

5F
5y、- Ra5F5R、- m

2 5( p su/ m )
5x 、- m

2 5( p sv / m)
5y 、- p s

5Ra

5R、- m
5U
5x、- m

5U
5y、

- mRT
5lnp s

5x 、- mRT
5lnp s

5y 、
5U
5R的差分形式; F 表示 u、v 或 T。如果下列条件满足

　　( 1) ∑
i

L 4 ( u)
$x
m

2 = ∑
j

L 5 ( v )
$y
m

2 = ∑
K

L 6( Ra) $R= 0 ( 37)

　　( 2) ∑
i

{ p s[ uL 1( u) + vL 1 ( v ) ] + K
∧

L 4 ( u) }
$x
m

2

= ∑
j

{ p s[ uL 2( u) + vL 2( v ) ] + K
∧

L 5 ( v ) }
$y
m

2

= ∑
K

{ p s[ uL 3 ( u) + v L 3( v ) ] + K
∧

L 6( v ) }$R = 0 ( 38)

　　( 3) ∑
i

p suGx (U) $x
m

2 = - ∑
i

UL 4( u)
$x
m

2 ( 39)

　　( 4) ∑
j

p svGy (U) $y
m

2 = - ∑
j

UL 5( u)
$y
m

2 ( 40)

　　( 5) - ∑
K

U[ L 4 ( u) + L 5 ( v ) ] $R≈ Us
5p s

5t + ∑
K

p sA( R
5p s

5t + p sRa) $R ( 41)

　　( 6) cp∑
i

[ p sL 1 ( T ) + T L 4 ( u) ]
$x
m

2 = cp∑
j

[ p sL 2( T ) + T L 5( v ) ]
$y
m

2

= cp∑
K

[ p sL 3 ( T ) + T L 6 ( Ra) ] $R = 0 ( 42)

则在绝热无耗散、水平周期边界条件和垂直边界条件( 16)式下,易证有和( 26)、( 27)～( 31)式

相似的关系成立, 但积分号须用求和号代替,也就是说,均匀网格差分方程组( 32)～( 36)是质

量和能量守恒的, 并有和连续情况一致的动、位能转换关系。

下面将证明在同样条件下, 我们所构造的变网格模式大气仍然是质量和能量守恒的。

首先,在绝热无耗散情况下设方程( 18)～( 20)、( 14)、( 21)的差分形式是

5u
5t = L

∧

1( u)
Dx-
Dx + L

∧

2 ( u)
Dy-
Dy + L 3( u) + [ G

∧

x-(U) + G
∧

x-( p s) ]
Dx-
Dx + f

∧

v

5v
5t = L

∧

1( v )
Dx-
Dx + L

∧

2 ( v )
Dy-
Dy + L 3 ( v ) + [ G

∧

y-(U) + G
∧

y-( p s) ]
Dy-
Dy - f

∧

u

5T
5t = L

∧

1( T )
Dx-
Dx + L

∧

2 ( T )
Dy-
Dy + L 3 ( T ) +

XA
cp
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5p s

5t = L
∧

4( u)
Dx-
Dx + L

∧

5 ( v )
Dy-
Dy + L 6( Ra) ( 43)

DU
DR = -

RT
R

其中 L
∧

1 ( F)、L
∧

2( F)、G
∧

x- (U)、G
∧

x-( p s)、L
∧

4 ( u)、L
∧

5 ( v )等是在 x-y--平面的均匀网格上,用和 L 1

( F )、L 2( F )、Gx (U)、Gx ( p s)、L 4( u)、L 5 ( v )等同样形式构造的差分格式,
Dx-
Dx、

Dy-
Dy是

5x-
5x、

5y-
5y的不等

距差商

Dx-
Dx = a1 x-i+ 1, j + b1 x-i- 1, j + ( a1 + b1 ) x-ij

Dy-
Dy = a2 y-i, j + 1 + b2 y-i, j - 1 + ( a2 + b2 ) y-ij

而

a1 =
x i - x i- 1

( x i+ 1 - x i ) ( x i+ 1 - x i- 1 )

b1 = -
x i+ 1 - x i

( x i - x i- 1) ( x i+ 1 - x i- 1)

a2 =
y j - y j - 1

( y j+ 1 - y j ) ( yj + 1 - y j- 1 )

b2 = -
yj + 1 - y j

( y j - y j- 1 ) ( y j + 1 - yj - 1)

于是,根据连续方程( 43)对 R从 0到 1及全计算域求和,则可得到

5
5t∑ij

p s
1
m

2$x i$y j

= ∑
ij k

{ L
∧

4( u)
Dx-
Dx + L

∧

5( v )
Dy-
Dy }

1
m

2$x i$y j$R ( 44)

因为在有限差分情况下,从( 4)和( 5)式,关系 $x i = ( DxDx-) i$x-,　$y j = ( DyDy-) j$y-成立, 而从( 6)

式,如取

(
Dx
Dx-) i = 1 (

Dx-
Dx ) i ,　(

Dy
Dy-) j = 1 (

Dy-
Dy ) j

并注意 L
∧

4( u)、L
∧

5( v )和 L 4( u)、L5 ( v )的一致性,则( 44)式成为

5
5t∑ij p s

1
m

2$x i$y j = ∑
ij K

{ L
∧

4( u) $x-$y j + L
∧

5( v ) $y-$x i}
$R
m

2 = 0

即大气整体质量守恒。

类似地可以证明如下诸式成立

　　( 1) ∑
i

L
∧

4( u)
Dx-
Dx $x i

1
m

2 = ∑
i

L
∧

4( u)
1
m

2$x- = 0

同理,还有 ∑
j

L
∧

5( v )
Dy-
Dy$y j

1
m

2 = 0

　　( 2) ∑
i

{ p s[ u L
∧

1 ( u) + v L
∧

1( v ) ] + K
∧

L
∧

4 ( u) }
Dx-
Dx $x i

1
m

2 = 0

同理,还有
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∑
j

{ p s[ u L
∧

2 ( u) + v L
∧

2 ( v ) ] + K
∧

L
∧

5 ( v ) } Dy
-

Dy$yj
1
m

2 = 0

　　( 3) ∑
i

p su G
∧

x-(U) Dx
-

Dx
$x i

m
2 = ∑

i

p su G
∧

x-(U) $x
-

m
2

= - ∑
i

UL
∧

4 ( u)
$x-
m

2 = - ∑
i

UL
∧

4( u)
Dx-
Dx

$x i

m
2

　　( 4) ∑
j

p sv G
∧

y-(U) Dy
-

Dy
$y i

m
2 = - ∑

j

UL
∧

5( v )
Dy-
Dy

$y j

m
2

　　( 5) ∑
i

[ p sL 1( T ) + T L
∧

4 ( u) ]
Dx-
Dx

$x i

m
2 = ∑

j

[ p s L
∧

2( T ) + T L
∧

5( v ) ]
Dy-
Dy

$y j

m
2 = 0

　　于是,经过一系列运算,最后得到和在连续情况下一致的能量和能量转换关系。即

5K
∧

5t = - ∑
ijK

p sXA 1
m

2$x i$y j$R- 5
5t∑ij

Usp s
1
m

2$x i$y j

5P
∧

5t = ∑
ijK

p sXA 1
m

2$x i$y j$R +
5
5t∑ij U

sp s
1
m

2$x i$y j

而 5
5t ( P

∧

+ K
∧

) = 0 , 其中

K
∧

= ∑
ij K

K
∧

p s

m
2$x i$y j$R

P
∧

= ∑
ijK

c pT p s
1
m

2$x i$y j$R+ ∑
ij

Us
p s

m
2$x i$y j

4　讨　论

我们设计了一个地图投影直角坐标变网格差分模式,还证明了:满足条件( 37)～( 42)式的

同坐标均匀网格差分模式(一般的具有质量、能量守恒性质的差分模式均满足这些条件) ,其相

应的变网格差分模式也满足这些条件,并且是质量、能量守恒,有和在连续情况下一致的动、位

能之间的转换关系。而且, 改造均匀网格差分模式为变网格差分模式十分方便,只要在一些项

中乘以
Dx-
Dx ,

Dy-
Dy即可,从而, 有可能从现有的同坐标的差分模式中选择一些模式来设计变网格模

式。但是,所设计的模式还存在如下问题, 须在今后加以解决。

( 1)截断误差各向异性　从图 3可以看出: 除计算域中心部分外,一般都是矩形网格,有的

$xi 和 $yj 之比远大于或小于 1, 导致了截断误差各向异性,使波动传播方向受到歪曲。不过,

这主要出现在边界附近,对中心区影响不大。还可以看出: 如果采用 S chmidt( 1977)、Courtier

( 1988)等所提出的球对球正形投影, 这个问题可以解决。

( 2)物理过程参数化　我们知道,物理过程参数化是为次网格物理过程而设计的,对于网

格过程,用不着参数化。而且,随着分辨率的变化,参数化也受到影响。在变网格情况下,在某

些地区,则应考虑次网格过程,问题变得很复杂。因此,在变网格基础上,设计适当的参数化物

理过程,或在现有基础上进行改造,仍待解决。

( 3)运算量　根据 CFL 判据,时间步长 $ t的选取和网格距成反比,要使计算域全场稳定,

$ t须按最小的 $x i 或 $yj 来取,从而, 使 $t 很小,使运算量大增。而对于某些地区, $ t 本来是

用不着取得那样小的。看来,改变这种状况是变网格预报能否有效地用到业务中去的一个关

键。要达到这个目的, 办法是有的,如采用半拉格朗日方法,使时间步长增大等;也可以采用分
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区的方法, 使分辨率较接近的分在同一个区。虽然各区所取的 $t 不同,但在区际边界或其附

近,在同一时刻进行信息交换, 仍然可以使计算不断进行下去, 而又达到显著减少运算时间的

目的。
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DESIGN OF A GRIDPOINT MODEL WITH

VARIABLE RESOLUTION IN CONFORMAL

PROJECTION CARTESIAN COORDINATES

L iao Dongx ian
(Dep artment of Mete orology , N IM , Nanj ing　210044)

Abstract　Based upon a uniform counterpart , a gridpoint m odel w ith variable reso lut ion is

pr esented. It has been pro ved that if the for mer model sat isf ies certain condit ions, has prop-

er ties of m ass and energy conservat ion and keeps the conversion betw een kinet ic and poten-

tial energy consistent to that in the cont inuous t ransfo rmat ion, then the lat ter model w ill

po ssess the same propert ies and conversion as w ell. Fur ther, t ransforming the form er into

the latter needs a small am ount o f com putational operat ion.

Keywords　confo rmal project ion cartesian coo rdinates, variable resolut ion, g ridpoint model

2753期 廖洞贤: 一个地图投影直角坐标变网格差分模式的设计


