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　 　摘 　要 　随着储层改造复杂性的增加 ，研究者已认识到 ，水力压裂多裂缝现象与早期砂堵 、施工压力升高等现

象密切相关 ，但是 ，目前还没有完整的横向多裂缝模型来描述裂缝延伸压力与闭合应力的同时增加 。为此 ，通过建

立计算裂缝端部应力强度因子的不连续位移法 ，来考虑裂缝轨迹的变化 、多条转向裂缝之间闭合应力的相互影响

程度 ；同时结合物质平衡原理与压力平衡原理来描述多裂缝之间的流量动态分流 ；最后结合裂缝壁面滤失规律的

变化 、三维裂缝的延伸规律 ，来模拟不同方位处或同方位处起裂的多条裂缝同时延伸时 ，流动压力的变化 。计算实

例表明 ，与单条裂缝相比 ，多条裂缝同时延伸时 ，裂缝净压力升高 、裂缝长度变短 ；不同方位起裂的多个裂缝 ，由于

转向轨迹与应力场的不同 ，离理想方位越远则流动阻力越大 。此模型为现场施工提供了依据 。

　 　主题词 　完井 　水力压裂 　酸化压裂 　压裂裂缝 　数学模型

　 　国外科技工作者 K ．D ．Mahrer［１］总结了多裂缝
的产生有许多证据 ，Wright ［２］用等效多裂缝理论分
析了多个水平裂缝的裂缝半径 、裂缝宽度 、净压力 、

累积宽度与裂缝条数的关系 。 L ．Weijers［３］提出 ，用

多裂缝理论能够拟合高的施工净压力 。 目前 ，国内

的科技工作者已经认识到水力压裂多裂缝的存在及

其与施工困难的关系 。首先建立在不同方位起裂的

转向裂缝的轨迹 ，在此基础上建立考虑多裂缝之间

闭合应力相互影响的同方位多裂缝与不同方位多裂

缝同时延伸的理论模型 ，以此考察存在多条裂缝延伸

时的压力表现 、裂缝宽度的变化 ，为施工提供了依据 。

一 、裂缝转向模型

　 　 在模拟裂缝转向延伸时 ，目前的思路是计算出

裂缝端部应力强度因子 ，然后计算出裂缝的转向角

度 。通过假设裂纹表面位移不连续量分布特征建立

裂纹尖端应力强度因子的 DDM ［４］计算方法 ，适合用

来计算裂缝尖端的应力强度因子及模拟裂缝扩展 ；

最大拉应力理论可用于计算裂缝转向 。

　 　在二维平面内 ，将裂缝离散成 N 个单元时 ，单

元长度为 ２a。设任意第 i个单元的不连续位移 Dx

（xi ） 、Dy （xi ） ，σx 、σy 、σxy为研究域内任意点的应力状

态 ，f m i j k表示 f 分别对下标所示变量求导 ；G为剪

切模量 ；坐标系 S‐M‐N 为以各单元中心作为原点的
局部坐标系 ，坐标系 X‐O‐Y 为整体坐标系 ，（si 、ni ）为

任意一点在局部坐标系内的坐标 ，（xi ，yi ）为总体坐

标系内第 i个单元中心 M 的坐标 ，（x ，y）为总体坐
标 。域内任意点（二维问题）Q（x ，y）的应力分量［４］

可由下列方程给出 ：

σx ＝ ∑
N

i ＝ １

２G［（２ f ，yy ＋ y f ，yy y ）Dy （xi ） ＋

（２ f ，yy ＋ y f ，yy y ）Dx （xi ）］ （１）

σy ＝ ∑
N

i ＝ １

２G［（ f ，yy ＋ yf ，yyy ）Dy （xi） ＋ （－ yf ，xyy ）Dx （xi）］

（２）

τxy ＝ ∑
N

i ＝ １

２G［（－ yf ，xyy ）Dy （xi） ＋ （f ，yy ＋ yf ，yyy） ）Dx （xi）］

（３）

　 　裂缝单元示意图如图 １ 。以 个单元的中点作为

任意点 ，求出应力方程式（１） 、（２） 、（３）中右边各项中

图 １ 　裂缝单元坐标示意图
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的影响系数 ，均可得到确定值 。当计算裂缝单元的

应力时 ，需要考虑 ３ 个方面的影响 ：裂缝内压力 、大

地应力在裂缝壁面造成的束缚应力 、相邻裂缝造成

的闭合应力的变化 。此时得到一个矩阵 ，联立求解

可以得到各单元的不连续位移 Dx （xi ） 、Dy （xi ） 。

　 　以裂缝的尖端点（X ，Y ）为考察对象 ，取位于最

后一个单元裂缝上的点 （Q（x ，y）沿裂缝逼近尖端
点 ，求其极限 ，可以得到应力强度因子 。根据断裂力

学应力强度因子定义及罗必塔原理 ：

K Ⅰ ＝ lim
r → ０

Ga
２ ２π （１ － v）

１

r （a － r） Dy （xn） ＋

　 　 y （a － ３ r）
（a － r）r r ［a２ － （a － r）２ ］ Dx （xn ） （４）

KⅡ ＝ lim
r → ０

Ga
２ ２π（１ － v）

y （a － ３r）
（a － r）r r ［a２ － （a － r）２ ］

　 　 　 Dv （xn ） ＋
１

r （a － r） Dx （xn ） （５）

　 　沿裂纹轴向取微小距离外推选点可得到一系列

K Ⅰ 、K Ⅱ 的近似值 ，利用这些近似值进行最小二乘法

回归分析即可得到裂纹尖端处的应力强度因子 。根

据最大拉应力理论 ，可以得到裂缝尖端的转向角度

公式为 ：

θm （n） ＝ ２arctan １
４

K Ⅰ

K Ⅱ
±

１
４

K Ⅰ

K Ⅱ

２

＋ ８ （６）

　 　 至此得到裂缝缝端的延伸方向 ，依次增加裂缝

的单元数目 ，就可以模拟裂缝的转向延伸 。

二 、裂缝参数与转向摩阻计算

　 　 三维裂缝延伸模型主要包括 ：压裂液在缝中流

动的压降方程和连续性方程 、裂缝的宽度方程和高

度方程等 。目前裂缝的延伸模型比较成熟［５］
，结合

第一部分的裂缝的转向模型与闭合应力变化 ，就可

以计算裂缝的转向延伸轨迹 。它的计算方法是 ，根

据 j 单元所在的位置 ，计算出来相邻裂缝在该单元

处的叠加应力 σx j 、σy j 、τx j v j ，转化到沿裂缝方向 ，分别

表示为 ：δx j 、δy j 、δx j v j ，其中 δy j指相邻裂缝造成的闭

合应力的变化 。所以 ，对于所研究的裂缝 j 单元而
言 ，任意一个单元的闭合应力 δb j由两部分构成 ：

δb j ＝ δc j ＋ δy j （７）

式中 ：δc j指大地应力在裂缝壁面造成的束缚应力 。

　 　 在计算裂缝的宽度时 ，由于裂缝面与铅垂方向

的倾角（ψ） ，真实的裂缝不是铅垂方向的 ，需要将上

述应力转化到垂直裂缝面的方向 ，可以应用于裂缝

宽度的计算 ，继而计算压力消耗 。

　 　由于裂缝转向段的裂缝壁面粗糙不平 ，设 f 为
摩擦系数 ；K１ 为稠度系数 ，Pa · sn ；n为流性指数 ；珔us
为裂缝单元的平均流速 ，m／s ；珨W s 为裂缝单元的平均
宽度 ，m ，Δ p － p a。对于非牛顿液体 ，转向段裂缝的

压降方程 ：

Δ p ＝ ∑ f １６
３π

２
n＋ １ K１

２n ＋ １
n

n
珔uns
珨Wn＋ １s d x （８）

　 　而非转向段的摩擦阻力计算按常规计算可以得

到 ，叠加转向部分与非转向部分的摩擦阻力就可以

得到总的摩擦阻力 。

三 、多裂缝理论

　 　 １ ．流量分流理论

　 　 多条裂缝同时存在 、同时延伸时流量分流遵循

两个原则 ，压力平衡原则与体积平衡原则 ，也就是

Kirchoff 第一定律和 Kirchoff 第二定律［６］
。多裂缝

水力系统的存在物质平衡（Kirchoff 第一定律） ：

QT ＝ ∑
m

j ＝ １

Qj （９）

式中 ：QT 为压裂处理的总注入排量 ，m３
／s ；Qj 为各

条裂缝中的流量 ，m３
／s ；m为裂缝条数 。

　 　 Kirchoff 第二定律是压力连续准则 ，对于横向

上的任意两条裂缝 ，忽略各裂缝之间液柱高度造成

的压差 、摩擦阻力 、射孔压降 ，则任意两个裂缝之间

的压力关系为 ：

Δ pn j ＋ δb j ＝ δb１ ＋ Δ pn１ （１０）

式中 ：Δ pn j为第 j 条裂缝内的净压力 ，Pa ；δb j为任意 j
裂缝端部的闭合应力 。

　 　 Δ pn j可以根据第一部分的内容计算出来 ，联立

式（９） 、（１０）两个式子 ，结合裂缝的延伸压力 ，可计算

每个裂缝的具体分流流量 。

　 　 ２ ．滤失规律的研究

　 　多条裂缝存在时 ，假设在均质地层的情况下 ，最

外面的两个裂缝面的滤失情况与里面被包裹状态的

裂缝面的滤失情况必然不同 。首先考察滤失系数的

计算原理 ：压裂液向地层滤失受 ３种机理的控制 ，与

之相对应地 ，影响综合滤失系数（C）的 ３个因素就是

受压裂液黏度数控制的滤失系数（C１ ） ，受地层流体

压缩性控制的滤失系数 （C２ ）和造壁性滤失系数

（C３ ） 。从他们的表达式来看［６］
，滤失系数与缝内外

的压差（Δ p）密切相关 ，没有压差就没有滤失 。对于

同方位的多个裂缝而言 ，最外面的两个裂缝面的滤

失是不受影响的 ；但是对于内部的裂缝壁面而言 ，由

于裂缝之间所束缚的岩石空间比较小 ，在压裂初期 ，
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裂缝壁面有一定的吸收液体的能力 ；随着时间的推

移 ，流体滤失进入岩石以后 ，如果不能够扩散出去 ，

将迅速增加岩体内部的压力 ，减小缝内外的压差 ，造

成滤失的减小甚至丧失 。对于不同方位的多个裂缝

而言 ，裂缝之间的捕捉岩石较多 ，而且与无限远处岩

体连接的流通通道较宽 ，在压裂的初期 ，各个裂缝两

边的滤失规律（滤失系数）可以认为相同 。

　 　 ３ ．多裂缝同时延伸理论

　 　 （１）等效多裂缝理论

　 　 由于多条裂缝同时延伸时 ，各裂缝之间的影响

非常复杂 ，一种简单的处理方法是 ，不管多裂缝在

纵 、横方向上的重叠形态如何 ，将裂缝的复杂延伸形

态看作是等效的多条裂缝在同时延伸 。 L ．Wei‐
jers［７］提出了“等效多裂缝”的概念并应用于裂缝延

伸模拟 。通常有 ３ 个重要参数 ，即 Mv 为多裂缝数
量 ；ML 为参与滤失的多裂缝数量 ；Mo 为参与竞争宽
度的多裂缝数量 。对于多个水平裂缝 ，假设 ３ 个参

数 Mv ＝ ML ＝ Mo ，单一裂缝的模拟裂缝净压 、裂缝半

径 、裂缝宽度分别是 σn 、R 、Δ ，则多个裂缝净压 、裂缝

半径 、裂缝宽度的变化规律为 ：

　 σnM ＝ σn M２／３
；RM ＝ RM －２ ／９

ΔM ＝ ΔM －５ ／６
（１１）

　 　不妨将多个水平裂缝得到的结论拓展到多个纵

向裂缝同时延伸时的裂缝参数的变化规律 。这样 ，

计算一个三维裂缝延伸的裂缝参数 ，根据上述理论

反算裂缝的条数与其它参数 ，但上述理论将裂缝的

转向摩擦阻力看作是裂缝条数的增加造成的 ，因此

有欠妥当 。

　 　 （２）同方位延伸多裂缝理论

　 　 假设同一方位产生了多个同时延伸的裂缝 ，而

且裂缝延伸轨迹类似 、间距一致 ，如图 ２所示 。此时

最关键的问题是计算裂缝之间的闭合应力的影响与

滤失规律的变化 。

图 ２ 　多裂缝之间应力相互影响示意图

　 　 该裂缝所处位置的闭合应力 ，加上其他裂缝对

本裂缝作用的应力 ，构成总的闭合应力 。假设有两

条裂缝 ，其中单元分别表示为 i 、j ，两条裂缝相互影

响 。对于目标裂缝中的任意一个单元 j ，作用应力的
计算方法为 ：

　 　 σx j ＝ ∑
N

i ＝ １

２G［（２ f ，yy ＋ yj f ，yy y ）Dy （xi ） ＋

（２ f ，xy ＋ yj f ，xy y ）Dx （xi ）］ （１２）

　 　 σy j ＝ ∑
N

i ＝ １

２G［（ f ，yy ＋ yj f ，yy y ）Dy （xi ） ＋

（－ yj f ，xy y ）Dx （xi ）］ （１３）

　 　 τx j y j ＝ ∑
N

i ＝ １

２G［（－ yj f ，xy y ）Dy （xi ） ＋

（ f ，yy ＋ yj f ，xy y ）Dx （xi ）］ （１４）

　 　对于两个裂缝中对应的两个单元 ，分别设为 ik
与 j k ，d０ 为裂缝之间的间距 。则坐标之间的关系为 ：

xjk ＝ xik ；yjk ＝ yik ＋ d０ （１５）

　 　裂缝的延伸轨迹与单条裂缝的延伸方法相同 ；

同方位的多裂缝的分流流量基本一致 。至此 ，可以

得到完整的同方位多裂缝同时延伸的模型 。

　 　 （３）不同方位延伸的多裂缝理论

　 　 一般情况下 ，不同方位延伸的多个裂缝的显著

特点是 ，各个裂缝相距有一定距离 ，缝口闭合应力不

同 ，轨迹不同 ，分流流量不同 ，而同方位的多裂缝延

伸模型是不同方位多裂缝延伸模型的特例 。

四 、应用分析

　 　以同方位起裂的一条 、三条裂缝为例 。某套管

射孔（直井） ：σH ＝ ６１ × １０
６ Pa 、σh ＝ ５６ × １０

６ Pa 、σv ＝ ７０

× １０
６ Pa 、pp ＝ ３５ × １０

６ Pa 、a＝ ０ ．６ ，v ＝ ０ ．３５ ，转向角

度 θ０ ＝ ３０°／６０° ，滤失系数 ci ＝ ０ ．０００５ m／s０ ．５
，E ＝

３５０００ × １０
６ Pa ，产层 H ＝ ２２ m ，在测试压裂阶段 ，盐

水为注入介质 ，q＝ ３ m３
／min ，vsp ＝ ０ m３

／m２
。

　 　采用本文的方法来编制三维多裂缝同时延伸的

程序 ，模拟测试压裂阶段多裂缝的同时延伸 ，以裂缝

的延伸净压力为研究对象 ，截取计算结果中某一小

段 ，模拟结果表明 ，本文的方法能够模拟多裂缝的同

时延伸 。

五 、结 　论

　 　 （１）在一定的地层条件下 ，转向角度大 ，则裂缝

流动阻力大 。比如在 ３０°转向角度时 ，在 ６ min左右
时 ，裂缝净压力为 １ ．４ MPa ，而在 ６０°转向角度时 ，在

６ min时 ，裂缝净压力为 ２ ．６ MPa 。造成这个现象的
主要原因是 ，裂缝缝口附近的闭合应力大于地层的

远井闭合应力 。

　 　 （２）在相同的起裂位置 ，裂缝条数增加 ，多条裂
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缝相互干扰 ，平均单缝宽度减少 ，闭合应力增加 ，则

净压增加 ，流动阻力增加 ，出现较高的裂缝延伸净压

与泵压 。比如在 ３０°转向角度时 ，在 ６ min 时 ，一条

裂缝净压力为 １ ．４ MPa ，而三条裂缝的延伸净压为

２ ．９ MPa 。
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