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摘要 设 M 是双圆盘 Hardy 空间 H2(D2) 上的一个闭子空间, 如果 M 在坐标函数 z 和 w 的作用下

不变, 则称 M 为子模. “是否每个有限生成的子模都是 Hilbert-Schmidt的” 是一个尚未解决的公开问

题. 本文证明由 q(θ(z), φ(w)) 生成的子模都是 Hilbert-Schmidt 的, 其中, q 是任意齐次多项式, θ 和 φ

是两个内函数.

关键词 双圆盘 Hardy 空间 Hilbert-Schmidt 子模 核函数

MSC (2020) 主题分类 47A13, 46E20

1 引言

设 C[z, w] 表示双变量复多项式环, 则双圆盘 Hardy 空间 H2(D2) 可以看作一个 C[z, w]- 模, 其模

作用由函数的逐点乘法所定义. 自 20 世纪 60 年代以来, 已有大量关于 H2(D2) 中的子模的研究工作

(参见文献 [12]). H2(D2) 子模的研究动机主要有以下 3 点: 第一, 经典的 Beurling 定理给出了单变

量 Hardy 空间 H2(D) 中子模的一个简洁漂亮的刻画, 这对函数空间上算子理论的发展影响深远; 第

二, H2(D2) 子模的结构与单个算子的函数模型论 (Nagy-Foias 算子模型论 [1]) 之间存在紧密联系 (参

见文献 [11]); 第三, H2(D2) 中的子模提供了大量有趣的双变量例子, 从中可以检验多变量算子理论的

一些新思想和技术, 以促进多变量算子理论的发展. 然而, 正如文献 [6] 所示, H2(D2) 子模的结构远比

单变量情形下的子模结构要复杂得多, 很多用于 H2(D) 的研究工具几乎都无法有效地运用于双变量
情形.

对 H2(D2) 的研究还在发展与探索中. 解决这个问题的一种方法是研究一些相对简单的子模, 并

希望能从这些有趣的例子中发展出新的概念和技术. 文献 [2] 通过建立 Bergman 空间与商模 [z −w]⊥
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之间的同构,发展出一种新的技术来研究 Bergman空间上的乘法算子. 通过这个技巧, Sun和 Zheng [8]

给出了 Bergman 空间上 Beurling 定理的一个新证明. 到目前为止, 这个技巧在处理某些 Bergman 空

间的相关问题时依然十分有效. Izuchi 和 Yang [3, 4] 研究了 Nφ 型商模 [z − φ(w)]⊥, 并进一步考察

了 φ 是内函数的情形. 最近, Zou 等 [14] 研究了当 θ 和 φ 是内函数时子模 Mθ,φ = [θ(z) − φ(w)] 的

Hilbert-Schmidt 性.

本文首先将 Nφ 型商模推广为 Nθ,φ 型商模,其中 θ 为内函数. 然后考虑 φ也为内函数的情形,在

此情形下计算 Nθ,φ 的再生核,并发现子模 [θ−φ]的核函数 G[θ−φ] 与子模 [z−w]的核函数 G[z−w] 仅

相差一个复合映射, 即

G
[θ−φ]
λ,µ (z, w) = G

[z−w]
θ(λ),φ(µ)(θ(z), φ(w)).

因此由 Littlewood 从属原理推导出子模 [θ − φ] 是 Hilbert-Schmidt 的. 最后, 通过进一步的细心观察,

发现上述等式对于一般的齐次多项式生成的子模也成立. 由于多项式子模都是 Hilbert-Schmidt的 (参

见文献 [9]), 所以得到本文的主要结果:

定理 1.1 设 θ(z) 和 φ(w) 是两个非常值内函数, q(z, w) 是任意的齐次多项式, 则子模 [q(θ, φ)]

是 Hilbert-Schmidt 的, 且满足

∥C[q(θ,φ)]∥2H.S. 6
(
1 + |θ(0)|
1− |θ(0)|

)2(
1 + |φ(0)|
1− |φ(0)|

)2

∥C[q]∥2H.S..

特别地, 如果 θ(0) = φ(0) = 0, 则 ∥C[q(θ,φ)]∥2H.S. = ∥C[q]∥2H.S..

2 预备知识

令 D = {λ ∈ C : |λ| < 1}表示复平面 C上的开单位圆盘, T表示单位圆周. 令 C[z, w]表示关于变
量 z 和 w 的复多项式环, L2 = L2(T2) 表示关于 T2 上的正规化 Lebesgue 测度 d|z|d|w| 平方可积的函
数全体构成的 Hilbert 空间. H2(D2) 表示双圆盘 Hardy 空间, 它由 D2 上满足

∥f∥2 := sup
06r<1

∫
T2

|f(rz, rw)|2d|z|d|w| < ∞

的全体解析函数构成, 其中 z 和 w 是坐标函数. 令 H2
z 和 H2

w 分别表示关于变量 z 和 w 的单变量

Hardy 空间, 则 H2(D2) 可以看成 H2
z ⊗H2

w.

令 H∞(D2)表示 D2 上有界解析函数全体,设 ϕ ∈ H∞(D2),则以 ϕ为符号的 Toeplitz算子 Tϕ 定

义为乘法算子 Mϕ 在 H2(D2) 上的限制. 设 M 是 H2(D2) 的一个闭子空间, 如果 M 关于 Tz 和 Tw 是

不变的, 则称 M 为 H2(D2) 的一个子模. 类似地, 如果闭子空间 N 关于 T ∗
z 和 T ∗

w 是不变的, 则称 N

为 H2(D2) 的一个商模. 容易看出, 子模与商模在正交补意义下是一一对应的. 对于 f ∈ H2(D2), 用

[f ] 表示由 f 生成的子模, 即 [f ] = C[z, w]f
∥·∥

, 用 [f ]⊥ := H2(D2)⊖ [f ] 表示对应的商模.

定义 2.1 设 M 为 H2(D2)的一个子模,令 Kλ,µ(z, w) =
1

1−λ̄z
1

1−µ̄w 表示 H2(D2)的再生核, KM

表示 M 的再生核, 定义 M 的核函数 GM 为

GM
λ,µ(z, w) =

KM
λ,µ(z, w)

Kλ,µ(z, w)
= (1− λ̄z)(1− µ̄w)KM

λ,µ(z, w).

与之对应的核算子 CM 定义为

CM (f)(z, w) =

∫
T

∫
T
GM

λ,µ(z, w)f(λ, µ)d|λ|d|µ|,
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其中 f ∈ H2(D2).

事实上, 核算子 CM 是 H2(D2) 上的有界线性算子 (参见文献 [13]), 且限制在 M 上满足

CM = I −RzR
∗
z −RwR

∗
w +RzRwR

∗
zR

∗
w,

其中 Rz 和 Rw 分别为 Tz 和 Tw 在子模 M 上的限制.

定义 2.2 设 M 为 H2(D2) 的一个子模, 如果其对应的核算子 CM 是 Hilbert-Schmidt 的, 则称

M 为 Hilbert-Schmidt 子模, 或者称子模 M 是 Hilbert-Schmidt 的.

由经典的积分算子理论易知, CM 是 Hilbert-Schmidt 的等价于核函数 GM 属于 L2(T2 × T2), 且

满足

∥CM∥2H.S. =

∫
T2

∫
T2

|GM
λ,µ(z, w)|2d|λ|d|µ|d|z|d|w| = ∥GM∥2L2(T2×T2).

本文的证明将用到下述 Littlewood 从属原理 (参见文献 [7]):

引理 2.1 (Littlewood 从属原理) 设 ω ∈ H∞(D), ∥ω∥∞ 6 1, ω 非常值, ω 对应的复合算子 Cω

定义为 Cωf = f ◦ ω, f ∈ Hol(D). 那么 Cω 是 H2(D) 上的有界线性算子, 且

∥Cω∥ 6
√

1 + |ω(0)|
1− |ω(0)|

,

等号成立当且仅当 ω 是内函数. 特别地, 如果 ω 是一个内函数且 ω(0) = 0, 则 Cω 是一个等距.

3 Nθ,φ 型商模

设 φ(w) ∈ H2
w, 对于任意 g(w) ∈ H2

w, 形式地定义

(T ∗
φg)(w) =

∞∑
n=0

anw
n,

其中

an = ⟨g, φwn⟩ = 1

2π

∫ 2π

0

φ(eit)g(eit)e−intdt.

一般而言, T ∗
φg 并不属于 H2

w, 但当 T ∗
φg ∈ H2

w 时, 可以定义 T ∗2
φ g = T ∗

φ(T
∗
φg), 如此下去, 当 T ∗n

φ g ∈ H2
w

时, 可以定义 T
∗(n+1)
φ g = T ∗

φ(T
∗n
φ g).

设 θ(z) ∈ H2
z 为任意内函数, 记 Kθ := H2

z ⊖ θH2
z 为模型空间, 定义

Nθ,φ :=

{ ∞∑
n=0

(T ∗n
φ g)(w) · θnf(z)

∣∣∣∣T ∗n
φ g ∈ H2

w, f ∈ Kθ,

∞∑
n=0

∥T ∗n
φ g∥2 < ∞

}
.

当 θ = z 时, 这正是 Izuchi 和 Yang [3] 所定义的 Nφ 型商模. 但仅从定义来看, 并不能看出 Nθ,φ 关于

T ∗
z 和 T ∗

w 是不变的.

定理 3.1 设 θ(z) 是一个内函数, φ(w) ∈ H2
w, 则有 Nθ,φ = H2(D2)⊖ [θ − φ].

证明 由于 H2
z =

⊕∞
n=0 θ

nKθ, 故对于任意 F ∈ H2(D2)⊖ [θ − φ], 有

F =
∞∑

n=0

gn(w) · θnfn(z), fn(z) ∈ Kθ.
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注意到 F ⊥ wjθi(z)h(z)(θ(z)− φ(w)) 对于任意 h ∈ Kθ 及 i, j > 0 成立, 则有

0 = ⟨F,wjθi(z)h(z)(θ(z)− φ(w))⟩ = ⟨gi+1fi+1, w
jh⟩ − ⟨gifi, φwjh⟩.

由于 gifi ∈ Kθ ⊗H2
w, 且 span{wjh | j > 0, h ∈ Kθ} 在 Kθ ⊗H2

w 中是稠密的, 所以上式表明

fi+1 ⊗ gi+1 = (I ⊗ T ∗
φ)(fi ⊗ gi), i > 0.

由此可得 fn ⊗ gn = (I ⊗ T ∗n
φ )(f0 ⊗ g0), 故

F =

∞∑
n=0

gn(w) · θnfn(z) =
∞∑

n=0

(T ∗n
φ g0) · θnf0(z).

再由直接计算可得

∥F∥2 =

∞∑
n=0

∥T ∗n
φ g0∥2 · ∥f0∥2 < ∞,

因此由定义知 F ∈ Nθ,φ. 从而证明了 H2(D2)⊖ [θ − φ] ⊂ Nθ,φ.

另外, 设

F (z, w) =
∞∑

n=0

(T ∗n
φ g)(w) · θnf(z) ∈ Nθ,φ,

其中, g ∈ H2
w, f(z) ∈ Kθ 且满足

∑∞
n=0 ∥T ∗n

φ g∥2 < ∞.

对于任意 i, j > 0 及 h(z) ∈ Kθ, 有

⟨F,wjθi(z)h(z)(θ(z)− φ(w))⟩ = ⟨f, h⟩(⟨T ∗(i+1)
φ g, wj⟩ − ⟨T ∗i

φ g, φwj⟩) = 0.

由于 span{wjθi(z)h(z)(θ(z)−φ(w)) | i, j > 0, h ∈ Kθ}在 [θ−φ]中是稠密的, 故 F ∈ H2(D2)⊖ [θ−φ],

这表明 Nθ,φ ⊂ H2(D2)⊖ [θ − φ].

一个有趣的情形是,假设 φ也为内函数,在此情形下, Nθ,φ 与经典的 Bergman空间及模型空间有

密切的联系. 特别地, 在此情形下 Nθ,φ 有一组漂亮的正规正交基 (参见文献 [14]):

引理 3.1 设 θ(z) 和 φ(w) 为两个内函数, {am(z)} 是 Kθ 的一组正规正交基, {bn(w)} 是 Kφ

(:= H2
w ⊖ φH2

w) 的一组正规正交基, 则

{am(z)bn(w)ej(θ(z), φ(w)) | m,n, j > 0}

是 Nθ,φ = [θ − φ]⊥ 的一组正规正交基, 其中

ej(z, w) =
1√
j + 1

· z
j+1 − wj+1

z − w
=

∑j
i=0 z

iwj−i

√
j + 1

.

为了计算 Nθ,φ 的再生核, 下面先给出一个简单的引理 (参见文献 [5, 定理 2.4]):

引理 3.2 设 H 是 X 上的一个再生核 Hilbert 空间, KH 为其再生核, 如果 {es : s ∈ S} 是 H 的
一组正规正交基, 则

KH(x, y) =
∑
s∈S

es(y)es(x).
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推论 3.1 [θ(z)− φ(w)]⊥ 的再生核为

1− θ(λ)θ(z)

1− λz
· 1− φ(µ)φ(w)

1− µw
·Rθ(λ),φ(µ)(θ(z), φ(w)),

其中

Rλ,µ(z, w) =
log (1−λ̄w)(1−µ̄z)

(1−λ̄z)(1−µ̄w)

(λ̄− µ̄)(z − w)
.

证明 注意到∑
j>0

ej(λ, µ)ej(z, w) =
∑
j>0

1

(λ̄− µ̄)(z − w)

1

j + 1
((λ̄z)j+1 + (µ̄w)j+1 − (λ̄w)j+1 − (µ̄z)j+1)

=
1

(λ̄− µ̄)(z − w)

(
log

1− λ̄w

1− λ̄z
− log

1− µ̄w

1− µ̄z

)
,

以及模型空间 Kθ 和 Kφ 的再生核分别为
1−θ(λ)θ(z)

1−λz
和 1−φ(µ)φ(w)

1−µw , 由引理 3.1 和 3.2 直接计算可得结

论成立.

考虑 θ = z 和 φ = w 的情形, 可得 [z − w]⊥ 的再生核 K
[z−w]⊥

λ,µ (z, w) 即为 Rλ,µ(z, w), 故子模

[z − w] 的再生核为 Kλ,µ(z, w)−Rλ,µ(z, w), 因此其核函数为

G
[z−w]
λ,µ (z, w) = 1− (1− λ̄z)(1− µ̄w)Rλ,µ(z, w).

对于一般的内函数 θ 和 φ, 由推论 3.1 可得子模 [θ − φ] 的核函数

G
[θ−φ]
λ,µ (z, w) = 1− (1− θ(λ)θ(z))(1− φ(µ)φ(w))Rθ(λ),φ(µ)(θ(z), φ(w)),

即

G
[θ−φ]
λ,µ (z, w) = G

[z−w]
θ(λ),φ(µ)(θ(z), φ(w)).

因此, 由 Littlewood 从属原理可得

∥G[θ−φ]∥2L2(T2×T2) 6
(
1 + |θ(0)|
1− |θ(0)|

)2(
1 + |φ(0)|
1− |φ(0)|

)2

∥G[z−w]∥2L2(T2×T2).

由文献 [10] 中的一个计算结果可知, 子模 [z − w] 是 Hilbert-Schmidt 的且

∥C[z−w]∥2H.S. =
π2

3
− 1,

因此有如下定理:

定理 3.2 设 θ(z) 和 φ(w) 为两个非常值内函数, 则子模 [θ − φ] 是 Hilbert-Schmidt 的, 且满足

∥C[θ−φ]∥2H.S. 6
(
1 + |θ(0)|
1− |θ(0)|

)2(
1 + |φ(0)|
1− |φ(0)|

)2(
π2

3
− 1

)
.

特别地, 如果 θ(0) = φ(0) = 0, 则 ∥C[θ−φ]∥2H.S. =
π2

3 − 1.
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4 定理 1.1 的证明

给定一个齐次多项式 q(z, w), 用 Mq = [q] 表示由 q 生成的子模. 令 Pk 表示 H2(D2) 中所有 k 阶

齐次多项式构成的闭子空间, 它由 {ziwk−i}ni=0 线性张成. 注意到 H2(D2) =
⊕∞

k=0 Pk, 且 q 是齐次的,

不难看出

Mq =
∞⊕
k=0

(Pk ∩Mq).

这表明 Mq 有一组由齐次多项式构成的正规正交基, 不妨设为 {ql}∞l=0.

设 θ(z) 和 φ(w) 为两个内函数, {am(z)} 是 Kθ 的一组正规正交基, {bn(w)} 是 Kφ 的一组正规正

交基. 有如下引理:

引理 4.1 {αm(z)βn(w)ql(θ(z), φ(w))m,n, l > 0} 是 [q(θ, φ)] 的一组正规正交基.

证明 由 H2
z =

⊕∞
i=0 θ

iKθ 和 H2
z =

⊕∞
j=0 φ

jKφ 易得

H2(D2) =
∞⊕

i,j=0

θiφj(Kθ ⊗Kφ).

对于任意多项式 r(z, w) 和 s(z, w), 由上述分解容易得到

⟨αm(z)βn(w)r(θ, φ), αm′(z)βn′(w)s(θ, φ)⟩ = δm
′,n′

m,n ⟨r(z, w), s(z, w)⟩,

其中 δm
′,n′

m,n ̸= 0 当且仅当 m = m′, n = n′, δm,n
m,n = 1.

进一步地, 设 g, h ∈ Kθ ⊗Kφ, 不难验证

⟨g(z, w)r(θ, φ), h(z, w)s(θ, φ)⟩ = ⟨g, h⟩⟨r(z, w), s(z, w)⟩.

这表明 {αm(z)βn(w)ql(θ(z), φ(w))m,n, l > 0} 是包含于 Mq 的一个正规正交集, 且其线性闭包为

∞⊕
l=0

ql(θ, φ)(Kθ ⊗Kφ).

设 f ∈ H2(D2), 且 f 正交于 {αm(z)βn(w)ql(θ(z), φ(w))m,n, l > 0}, 记

f =
∑

m,n,i,j>0

ai,jm,nθ
iφjαm(z)βn(w) =

∑
m,n>0

∑
k>0

pm,n
k (θ, φ)αm(z)βn(w),

其中 pm,n
k (z, w) =

∑k
i=0 a

i,k−i
m,n ziwj ∈ Pk, 则

0 = ⟨f, αm(z)βn(w)ql(θ(z), φ(w))⟩ =
∑
k>0

⟨pm,n
k , ql⟩

对于任意 m、n和 ql 成立. 由于 ql 是齐次多项式,上式右边的求和事实上最多只有一项非零. 特别地,

对于任意给定的 k,令 ql 取遍 Mq ∩Pk 的一组基,可以推导出 pm,n
k 正交于Mq ∩Pk,又由于 pm,n

k ∈ Pk,

故 pm,n
k ⊥ Mq.

因此, 对于任意 m,n, i, j > 0, 有

⟨f, q(θ, φ)θiφjαm(z)βn(w)⟩ =
∑
k>0

⟨pm,n
k , qziwj⟩ = 0.
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因为 {θiφjαm(z)βn(w),m, n, i, j > 0} 是 H2(D2) 的一组正规正交基, 故 f ⊥ [q(θ, φ)].

上述讨论表明 [q(θ, φ)] 包含于 {αm(z)βn(w)ql(θ(z), φ(w))m,n, l > 0} 的线性闭包中, 即

[q(θ, φ)] =
∞⊕
l=0

ql(θ, φ)(Kθ ⊗Kφ),

其中 ql 是 Mq 的一组由齐次多项式构成的正规正交基.

由引理 4.1 和 3.2, 直接计算可得

K
[q(θ,φ)]
λ,µ (z, w) =

1− θ(λ)θ(z)

1− λz
· 1− φ(µ)φ(w)

1− µw
·K [q]

θ(λ),φ(µ)(θ(z), φ(w)),

故有如下推论:

推论 4.1 对于任意齐次多项式 q, [q(θ, φ)] 和 [q] 的核函数满足

G
[q(θ,φ)]
λ,µ (z, w) = G

[q]
θ(λ),φ(µ)(θ(z), φ(w)).

又由于核函数 GM
λ,µ(z, w) 是共轭对称的, 且关于变量 z 和 w 是解析的, 所以有

∥G[q(θ,φ)]
λ,µ (z, w)∥2L2(T2×T2) = ∥G[q]

θ(λ),φ(µ)(θ(z), φ(w))∥
2
L2(T2×T2)

6 ∥Cθ∥2∥Cφ∥2∥G[q]
θ(λ),φ(µ)(z, w)∥

2
L2(T2×T2)

= ∥Cθ∥2∥Cφ∥2∥G[q]
z,w,(θ(λ), φ(µ))∥2L2(T2×T2)

6 ∥Cθ∥4∥Cφ∥4∥G[q]
λ,µ(z, w)∥

2
L2(T2×T2),

其中 Cθ 和 Cφ 分别为以 θ 和 φ 为符号的复合算子.

最后,结合 Littlewood从属原理以及多项式生成的子模总是 Hilbert-Schmidt的这一事实,本文的

主要定理得证.
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Abstract A closed subspace M of the Hardy space H2(D2) over the bidisk is called a submodule if it is invariant
under multiplication by coordinate functions z and w. Whether every finitely generated submodule is Hilbert-
Schmidt is an unsolved open problem. In this paper, we prove that the submodule generated by q(θ(z), φ(w)) is
Hilbert-Schmidt, where q is a homogeneous polynomial and θ and φ are two inner functions.
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