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摘要 本文研究 p-Laplace 型的非线性数量场方程并给出其基态能量整体性态的完整刻画. 具体而

言, 令 Eλ,q(u) = 1
p (∥∇u∥

p
p + λ∥u∥pp) − 1

q∥u∥
q
q 为 W 1,p(RN ) 中的能量泛函, 其中, λ > 0, 1 < p < N ,

p < q < p∗ := pN
N−p , p

∗ 是 Sobolev 临界指数. 众所周知, Eλ,q(u) 有唯一的径向对称的山路解 Uλ,q. Uλ,q

也是 Eλ,q(u) 对应方程的基态解, 其能量 m(λ, q) 被称为基态能量. 本文证明, 存在一个定义在 [p, p∗]

上的严格单调递减函数 λ0(q)满足 λ0(p) = 1且 λ0(p
∗) = 0,使得当 λ ∈ (0, λ0(q))固定时, m(λ, r)作为

r 的函数在 (p, q) 内严格单调递增; 当 λ ∈ (λ0(q), 1) 固定时, m(λ, r) 作为 r 的函数在 (q, p∗) 内严格单

调递增; 当 λ ∈ [1,+∞) 固定时, m(λ, r) 作为 r 的函数在 (p, p∗) 内严格单调递减. 通过进一步建立幂

次型数量场方程与对数型数量场方程的联系, 本文给出 λ0(q) 在 q → p 和 q → p∗ 时的精确渐近行为.
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1 引言

对于任意 u ∈W 1,p(RN ), 令

Eλ,q(u) =
1

p
(∥∇u∥pp + λ∥u∥pp)−

1

q
∥u∥qq,

其中, λ > 0, 1 < p < N , p < q < p∗, p∗ = pN
N−p 是 Soblev 临界指数, ∥ · ∥r 是 Lebesgue 空间 Lr(RN ) 中

通常的范数. 众所周知 (参见文献 [1,3,12,22]), 泛函 Eλ,q(u) 在 W 1,p(RN ) 中存在一个山路型的临界点

Uλ,q. 该临界点同时也是一个基态, 即

Eλ,q(Uλ,q) = inf{Eλ,q(v) | E ′
λ,q(v) = 0, v ̸= 0}.
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同时, Uλ,q 与从 W 1,p(RN ) 到 Lq(RN ) 中的 Sobolev 嵌入的达到函数之间只相差一个 Lagrange 乘子,

其中从 W 1,p(RN ) 到 Lq(RN ) 中的 Sobolev 嵌入可由如下极小化问题描述:

inf
u∈W 1,p(RN )\{0}

{∥∇u∥pp + λ∥u∥pp | ∥u∥qq = 1}.

根据文献 [8, 13, 21, 26] 可知, 在平移不变的意义下, Uλ,q 是正的、径向对称的且关于 r = |x| 是严
格递减的. 特别地, 由 Kwong [16]、Serrin 和 Tang [21] 的结果可知, Uλ,q 是如下 p-Laplace 型数量场方

程 C1 意义下的唯一的弱解:

−∆pu+ λ|u|p−2u = |u|q−2u, u ∈W 1,p(RN ), (1.1)

其中 ∆p = div(|∇ · |p−2∇·) 是 p-Laplace 算子.

定义基态能量如下:

m(λ, q) = Eλ,q(Uλ,q). (1.2)

通过一个简单的变换

Uλ,q(x) = λ
1

q−pU1,q(λ
1
px), (1.3)

可以得到

m(λ, q) = λ
q

q−p−
N
p m(1, q). (1.4)

因此, 对于固定的 q ∈ (p, p∗), m(λ, q) 作为 λ 的函数在 (0,+∞) 上是递增的.

受到已有文献中许多工作的启发,本文主要研究 m(λ, q)作为非线性幂次 q的函数的整体性态. 事

实上, 由于 (1.1) 是许多重要的复杂物理和几何问题的最简表达形式, 因此在过去的 40 年中, (1.1) 基

态解的存在性理论与数量性质受到了广泛关注. 尤其是诸如基态能量的行为、基态解的唯一性和基态

解的非退化性等性质已经被广泛地应用于非线性 Schödinegr 方程多峰解和集中型半经典解的构造等

其他问题的研究, 参见文献 [4,10,18,20] 等. 而 m(λ, q) 作为非线性幂次 q 的函数的整体性态则在研究

如下变指数方程半经典解的集中性时发挥了不可替代的作用:

−ϵ2∆u+ λu = |u|q(x)−2u, u ∈W 1,2(RN ), (1.5)

其中 q(x) 是满足 2 < q(x) < 2∗ 的连续函数. 文献 [15] 利用 m(λ, q) 作为非线性幂次 q 的函数的部分

性态证明了, 当 ϵ → 0 时, (1.5) 的基态解的集中点既可以是 q(x) 的极小值点也可以是 q(x) 的极大值

点. 而集中点的具体位置全部由 m(λ, q) 在固定 λ 后作为非线性幂次 q 的函数复杂的性态决定. 因此,

(1.5) 的半经典解的深入研究完全依赖于 m(λ, q) 全局行为的研究和完整刻画. 另一方面, 在 Brezis 和

Peletier [2] 的经典工作以及 Gazzola 和 Serrin [12]、Gazzola 等 [11]、Ferrero 和 Gazzola [9] 等的系列工作

中, (1.1) 的基态解在 λ → 0 和 q → p∗ 时的数量性质得到了很深入的研究. 这些性质给出了基态能量

在 λ 和 q 靠近其定义域边界时的准确描述与刻画. 因此, 通过本文的研究, 我们希望可以给出基态能

量 m(λ, q) 在其自然定义域中的整体性态, 从而形成对上述文献十分有效的补充. 同时也会在本文中

研究已知文献中还未曾涉及的一个内容, 即基态解在 q → p 时的精确渐近行为. 本文将证明在恰当的

变换后, 基态解会收敛于对数 Sobolev 不等式的达到函数. 这部分内容则可以弥补上述文献中的研究

空白.
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据我们所知, 除了文献 [15] 以外, 很少有文献涉及基态能量 m(λ, q) 作为 q 的函数的整体性态的

研究. 而文献 [15] 在半线性的情形下, 即 p = 2 的情形下, 得到了基态能量 m(λ, q) 作为 q 的函数的部

分整体性态. 具体而言, 文献 [15] 证明了如下结论: 令

λ1(q) = (U1,q(0))
2−q, λ2(q) = e

q−2
q

2N − (N − 2)q

2q
,

则当 λ ∈ (0, λ1(q))固定时, m(λ, r)作为 r的函数在 (2, q)上严格递增;当 λ ∈ (λ2(q), 1)固定时, m(λ, r)

作为 r 的函数在 (q, 2∗) 上严格递减; 当 λ ∈ (1,+∞) 固定时, m(λ, r)作为 r 的函数在 (2, 2∗) 上严格递

减. 但当 λ 位于 λ1(q) 和 λ2(q) 这两条曲线中间时, 基态能量 m(λ, q) 的性质还一无所知.

本文的目的是给出基态能量 m(λ, q) 作为 q 的函数在其自然定义域中整体性态的一个完整的刻

画. 粗略地讲, 本文将证明, 存在一个定义在 [p, p∗]上函数 λ0(q), 使得当 λ ∈ (0, λ0(q))固定时, m(λ, r)

作为 r 的函数在 (p, q)内严格单调递增;当 λ ∈ (λ0(q), 1)固定时, m(λ, r)作为 r 的函数在 (q, p∗)内严

格单调递减; 当 λ ∈ [1,+∞) 固定时, m(λ, r) 作为 r 的函数在 (p, p∗) 内严格单调递减. 因此, 即使是在

半线性的情形下, 本文得到的结果也比文献 [15] 中的结果要更好.

本文的主要结论具体如下.

定理 1.1 设 m(λ, q) 由 (1.2) 给出. 令

lnλ0(q) =
q − p

q
−

(q − p)
∫
RN U

q
1,q lnU1,qdx∫

RN U
q
1,qdx

. (1.6)

则

(1) 当 λ ∈ (0, λ0(q)) 固定时, m(λ, r) 作为 r 的函数在 (p, q) 内严格单调递增;

(2) 当 λ ∈ (λ0(q), 1) 固定时, m(λ, r) 作为 r 的函数在 (q, p∗) 内严格单调递减;

(3) 当 λ ∈ [1,+∞) 固定时, m(λ, r) 作为 r 的函数在 (p, p∗) 内严格单调递减.

注 1.1 (1) 定理 1.1 给出了基态能量 m(λ, q) 作为 q 的函数整体单调性的完整刻画. 即使是在

半线性的情形下, 定理 1.1 也优于文献 [15] 中得到的部分单调性结果. 定理 1.1 也进一步揭示了基态

能量 m(λ, q) 作为 q 的函数时, 在曲线 λ1(q) 和 λ2(q) 两侧具有完全不同单调性的原因. 事实上, 由定

理 1.1 可知, 存在唯一的一条曲线 λ0(q), 基态能量 m(λ, q) 作为 q 的函数在这条曲线的两侧有着截然

相反的单调性.

(2) 在证明定理 1.1 时, 特别是在讨论 λ < 1 的情形时, 将采用一个全新的论证方法来优化原先在

文献 [15] 中使用的论证方法. 这个新的论证方法依赖于基态解 U1,q 的 Lq 范数作为 q 的函数的完整

单调性刻画. 此外, 众所周知, 山路能量等于 Nehari 流形上的极小能量. 这一能量性质被文献 [15] 用

来证明基态能量 m(λ, q) 作为 q 的函数时的部分单调性. 本文为了得到更优的估计, 将证明 Pohozaev

流形上的极小能量同样等于山路能量. 尽管这一性质对非线性分析领域的专家来说是熟知的, 但没有

在文献中找到这个结论及其证明, 故将在本文中给出这一结论的证明.

由于 λ0(q) 有一个精确的表达式 (1.6), 因此一个自然的问题是研究其在 q → p 和 q → p∗ 时的渐

近行为. 而此项研究需要对基态解 U1,q 在 q → p 和 q → p∗ 时的渐近行为有很好的认识. 在经典的文

献 [9, 11, 12] 中, 基态解 U1,q 在 q → p∗ 时的渐近行为已经有较为完整的刻画. 因此, λ0(q) 在 q → p∗

时的渐近行为可以通过直接在 (1.6) 中应用文献 [9, 11, 12] 中的结论得到. 然而, 当 q → p 时, 基态解

U1,q 的渐近行为只有在 p = 2时 (参见文献 [25])有所讨论和研究.具体而言,文献 [25]证明了在 p = 2

的情形下, 当 q → 2 时, 对于任意 α ∈ (0, 1), U1,q 在 H1(RN ) ∩ C2,α(RN ) 中强收敛于 W = e
N
2 e−

1
4 |x|

2

,
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其中 W 是如下对数 Schrödinger 方程的唯一正解:−∆u = u lnu, x ∈ RN ,

u(x) → 0, |x| → +∞.
(1.7)

通过在 (1.6) 中应用上述结论, 不难在半线性情形 p = 2 下获得 λ0(q) 在 q → 2 时的渐近行为. 因此,

想要得到一般情形 1 < p < N 下 λ0(q) 在 q → p 时的渐近行为, 需要一个类似的结论. 然而, 文献 [25]

中的论证方法强烈依赖于在文献 [5,24]中证明的方程 (1.7)的唯一性结果,但据我们所知,类似的唯一

性结果对 p-Laplace 型对数 Schrödinger 方程来说是未知的. 因此, 为了得到在一般情形 1 < p < N 下

U1,q 在 q → p 时的渐近行为, 考虑如下形式的对数 Sobolev 不等式:∫
RN

|u|p ln |u|dx 6 N

p2
ln

[
Lp

∫
RN

|∇u|pdx
]
, (1.8)

其中, u ∈ W 1,p(RN ) 满足
∫
RN |u|pdx = 1, Lp > 0 为由文献 [7, 定理 1.1] 给定的常数. 由文献 [7, 定

理 1.1] 可知, (1.8) 的全体达到函数为

Ψσ(x) = Dpσ
−N(p−1)

p2 e−
1
σ |x|

p
p−1

, (1.9)

其中, Dp > 0 是一个常数, σ > 0 是参数. 因此, 结合 U1,q 的能量极小性质以及不等式 (1.8), 可以得到

在一般情形 1 < p < N 下 U1,q 在 q → p 时的渐近行为. 我们认为, 在一般情形 1 < p < N 下 U1,q 在

q → p 时的精确渐近行为本身也是一个十分有意义的结果. 具体结论如下.

定理 1.2 令 1 < p < N 且 V1,q(x) = U1,q(
x

(q−p)
1
p
). 则当 q → p 时, V1,q 在 W 1,p(RN ) 中强收敛

于 Vp(x), 其中 Vp 是如下 p-Laplace 型对数 Schrödinger 方程的一个正解:−∆pu = |u|p−2u lnu, x ∈ RN ,

u(x) → 0, |x| → +∞.
(1.10)

进一步地, ∥Vp∥pp = (eL−1
p

N
p2 )

N
p 且存在 σ > 0 使得 Vp

∥Vp∥p
= Ψσ(x).

注 1.2 定理 1.2 将文献 [25] 中的结论从半线性情形 p = 2 推广至一般情形 1 < p < N . 但在证

明定理 1.2 时, 将使用与文献 [25] 不同的方法. 本文的方法不再依赖于方程 (1.10) 的唯一性结果. 此

外, 由于 Ψσ 是对数 Soblev 不等式 (1.8) 全部的达到函数, 因此很容易验证 Vp 是 {Ψσ}σ>0 中唯一一

个满足 p-Laplace 型对数 Schrödinger 方程 (1.10) 的函数.

本文关于 λ0(p) 性质的结论如下.

定理 1.3 设 λ0(q) 由 (1.6) 给出. 则 λ0(q) 在 (p, p∗) 内严格单调递减. 进一步地, 有如下结论:

(1) 我们有

lim
q→p

lnλ0(q)

q − p
=

1

p
−

∫
RN V

p
p lnVpdx∫

RN V
p
p dx

,

其中 Vp 是 p-Laplace 型对数 Schrödinger 方程 (1.10) 的满足 ∥Vp∥pp = (eL−1
p

N
p2 )

N
p 的一个正解.

(2) 设 aN,p 是由文献 [11, 定理 3] 给出的常数且 W 是满足 maxx∈RN W(x) = W(0) 的 p-Laplace

型 Aubin-Talanti 泡泡解, 则
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(a) 当 N > p2 时,

lim
q→p∗

ln

(
λ0(q)

aN,p(p∗ − q)

)
=

p

N
−
p2

∫
RN Wp∗

lnWdx

(N − p)
∫
RN Wp∗dx

;

(b) 当 N = p2 时,

lim
q→p∗

ln

(
λ0(q)|ln(p∗ − q)|
aN,p(p∗ − q)

)
=

p

N
−
p2

∫
RN Wp∗

lnWdx

(N − p)
∫
RN Wp∗dx

;

(c) 当 N < p2 时,

lim
q→p∗

ln

(
λ0(q)

aN,p(p∗ − q)
p2−p
N−p

)
=

p

N
−
p2

∫
RN Wp∗

lnWdx

(N − p)
∫
RN Wp∗dx

.

记号 C 和 C ′ 表示绝对常数. a ∼ b 表示 C ′b 6 a 6 Cb, a . b 表示 a 6 Cb.

2 m(λ, q) 作为 q 函数的整体性态

令

Nλ,q = {u ∈W 1,p(RN )\{0} | E ′
λ,q(u)u = 0}, (2.1)

则 Nλ,q 是泛函 Eλ,q(u) 的 Nehari 流形. 众所周知, 基态解 Uλ,q 是泛函 Eλ,q(u) 在 Nehari 流形 Nλ,q 上

的极小元, 即 Eλ,q(Uλ,q) = infNλ,q
Eλ,q(u). 基态能量 m(λ, q) 还有如下的变分表达式:

m(λ, q) = inf
u∈H1(RN )\{0}

(q − 2)(∥∇u∥22 + λ∥u∥22)
q

q−2

2q∥u∥
2q

q−2
q

=
(q − 2)(∥∇Uλ,q∥22 + λ∥Uλ,q∥22)

q
q−2

2q∥Uλ,q∥
2q

q−2
q

.

令

Pλ,q =

{
u ∈W 1,p(RN )\{0}

∣∣∣∣ ∥∇u∥pp =
pN

q(N − p)
∥u∥qq −

pN

p(N − p)
λ∥u∥pp

}
.

则 Pλ,q 是泛函 Eλ,q(u) 的 Pohozaev 流形且有如下的结论.

命题 2.1 设 1 < p < N , λ > 0 且 p < q < p∗. 则 Uλ,q 是泛函 Eλ,q(u) 在 Pohozaev 流形 Pλ,q 上

的极小元, 即

m(λ, q) = inf
u∈Pλ,q

Eλ,q(u). (2.2)

正如在引言中指出的那样, 我们认为这个结论是已知的, 但遗憾的是, 我们没有在文献中找到这

个结论及其证明. 因此, 为了方便读者, 附录中将给出这个结论的证明. 根据命题 2.1 可知, Uλ,q 是泛

函 Eλ,q(u) 在 Pohozaev 流形 Pλ,q 上的极小元. 因此, 一个自然的想法是, 通过 Pohozaev 流形 Pλ,q 来

比较基态能量 m(λ, q) 作为 q 函数的值的大小. 为此, 需要如下的结论.
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引理 2.1 设 1 < p < N , λ > 0 且 p < q < p∗. 则 Uλ,q 作为 q 的函数是从 (p, p∗) 到 W 1,p(RN )

上的连续函数.

证明 因为 Uλ,q 是径向的和正的, 故由 Serrin 和 Tang [21] 证明的唯一性结果可知, Uλ,q 同时也

是 p-Laplace方程 (1.1)唯一的正的径向对称解. 于是,利用标准的论证方法可得,当 r → q 时,在子列

的意义下, Uλ,r 在 W 1,p(RN ) ∩ Lq
rad(RN ) 中强收敛到 Uλ,q. 故由 Uλ,q 的唯一性和归结原则可知, Uλ,q

作为 q 的函数是从 (p, p∗) 到 W 1,p(RN ) 上的连续函数.

有了上述两个结论, 下面证明定理 1.1. 但在此之前, 我们强调在证明 λ > 1 的结论时将直接采用

文献 [15] 中用来研究半线性情形 p = 2 时所采用的论证方法. 而在证明 0 < λ < 1 时, 由于 m(λ, q) 的

性态较为复杂, 因此将应用一个全新的论证方法. 这个新的论证方法基于对 1
r∥Uλ,q∥rr 作为 r 的函数

的整体性态的完整刻画, 其中 q 是固定的.

定理 1.1 的证明 首先证明结论 (1) 和 (2). 任取 q ∈ (p, p∗) 并考虑如下的函数:

f(r) =
1

r
∥Uλ,q∥rr.

显然 f(q) = 1
q∥Uλ,q∥qq. 为了证明结论 (1) 和 (2), 将分析函数 f(r) 的整体性态. 设 λ0(q) 由 (1.6) 给出,

则有如下的断言:

(i) 假若 0 < λ < λ0(q), 则对于任意 r ∈ (p, q), 恒有 f(q) < f(r);

(ii) 假若 λ0(q) < λ, 则对于任意 r ∈ (q, p∗), 恒有 f(q) < f(r).

事实上, 因为 Uλ,q 径向对称, 故由经典的 p-Laplace方程的椭圆正则性理论 [8] 知, Uλ,q ∈ C1(RN ).

因此, 由 Taylor 公式可得

Uτ
1,q − 1

τ
= lnU1,q + Uθτ

1,q(lnU1,q)
2 τ

2
,

其中 θ ∈ (0, 1). 因此, 由 (A.1)和 r > p 可知, Ur
1,q

Uτ
1,q−1

τ . Up
1,q. 故由 Lebesgue 控制收敛定理可知, 对

于任意 r ∈ (p, p∗), f ′(r) 都存在. 于是, 通过直接计算可得

f ′(r) = − 1

r2
∥Uλ,q∥rr +

1

r

∫
RN

Ur
λ,q lnUλ,qdx. (2.3)

类似地, 由 (2.3) 和 Lebesgue 控制收敛定理可知, 对于任意 r ∈ (p, p∗), f ′′(r) 也都存在. 于是, 直接计

算可得

f ′′(r) =
2

r3
∥Uλ,q∥rr −

2

r2

∫
RN

Ur
λ,q lnUλ,qdx+

1

r

∫
RN

Ur
λ,q(lnUλ,q)

2dx

= −2

r
f ′(r) +

1

r

∫
RN

Ur
λ,q(lnUλ,q)

2dx.

故在集合 {r ∈ (p, p∗) | f ′(r) 6 0} 上, f ′(r) 是严格单调递增的. 因此, 由变换 (1.3) 可知,

f ′(q) = −λ
q

q−p−
N
p

q2

∫
RN

Uq
1,qdx+

λ
q

q−p−
N
p lnλ

q(q − p)

∫
RN

Uq
1,qdx+

λ
q

q−p−
N
p

q

∫
RN

Uq
1,q lnU1,qdx

= λ
q

q−p−
N
p

(
− 1

q2

∫
RN

Uq
1,qdx+

lnλ

q(q − p)

∫
RN

Uq
1,qdx+

1

q

∫
RN

Uq
1,q lnU1,qdx

)
.

于是, 当 0 < λ < λ0(q) 时, f ′(q) < 0, 其中 λ0(q) 由 (1.6) 给出. 故当 0 < λ < λ0(p) 时, 对于任

意 r ∈ (p, q), 恒有 f ′(r) 6 0. 事实上, 假设存在 r′ ∈ (p, q), 使得 f ′(r′) > 0. 则由引理 2.1 可知,
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r∗ = inf{r < q | f ′(r) 6 0} ∈ (p, q) 是良定义的. 由引理 2.1 可知, f ′(r) 在 (p, p∗) 内是连续的. 因

此, 由 r∗ 的定义和 f ′(r) 的连续性可知, f ′(r∗) = 0. 故 f ′′(r∗) > 0. 而这与 r∗ 的定义矛盾. 因此, 当

0 < λ < λ0(p) 时, 对于任意 r ∈ (p, q), 恒有 f ′(r) 6 0. 结合在集合 {r ∈ (p, p∗) | f ′(r) 6 0} 上 f ′(r) 是

严格单调递增可知, 断言 (i) 是成立的.

接着来证明断言 (ii). 与上面断言 (i) 的证明类似, 由 (2.3) 和 λ0(q) 的定义 (参见 (1.6)) 可知,

当 λ > λ0(q) 时, f ′(q) > 0. 因此, 当 r > q 并且非常接近 q 时, 恒有 f(r) > f(q). 这蕴涵了

r0 = sup{r > q | f(r) > f(q)} 是良定义的. 显然, 假若 r0 = p∗, 则断言 (ii) 成立. 假设 r0 < p∗, 则由

f ′(r) 的连续性可知, 必有 f(r0) = f(q). 这蕴涵了 f ′(r0) 6 0. 故 f ′′(r0) > 0. 假若 f ′(r0) = 0, 则由

Taylor公式可知,当 r > r0且充分靠近 r0时,存在 η ∈ (r0, r)使得 f(r) = f(r0)+f
′′(η)(r−r0)2 > f(r0).

而这与 r0 的定义矛盾. 因此, f ′(r0) < 0. 由 f ′(r) 的连续性可知, r1 = min{r < r0 | f ′(r) 6 0} 是
良定义的且 r1 ∈ (q, r0). 由于 f ′(q) > 0, 故由 f ′(r) 的连续性可知, f ′(r1) = 0. 但在 [r1, r0] 上恒有

f ′′(r) > 0. 因此, 由 Taylor 公式可知, 当 r < r1 且充分靠近 r1 时,

f ′(r) = f ′(r1) + f ′′(r1)(r − r1) + o(r − r1) < f ′(r1).

而这与 r1 的定义矛盾. 故断言 (ii) 也是成立的.

由断言可知, 在以下两种情形下, Uλ,q ∈ Mλ,r:

(a) r ∈ (p, q) 且 0 < λ < λ0(q);

(b) r ∈ (q, p∗) 且 λ > λ0(q),

其中

Mλ,q =

{
u ∈W 1,p(RN )

∣∣∣∣ 1q ∥u∥qq − λ

p
∥u∥pp > 0

}
.

令

tr =

( ∥∇Uλ,q∥pp
pN

r(N−p)∥Uλ,q∥rr −
pN

p(N−p)λ∥Uλ,q∥pp

) 1
p

.

则应用类似于命题 2.1 证明中的方法 (参见附录 A), 可得 Uλ,q |t=tr ∈ Pλ,r. 显然, Uλ,q 满足如下的

Pohozaev 恒等式:

N − p

pN

∫
RN

|∇Uλ,q|pdx =

∫
RN

(
1

q
Uq
λ,q −

λ

p
Up
λ,q

)
dx, (2.4)

因此,

Eλ,r(Uλ,q |t=tr ) =
(∥∇Uλ,q∥pp)

N
p

N( pN
r(N−p)∥Uλ,q∥rr −

pNλ
p(N−p)∥Uλ,q∥pp)

N
p −1

=
1

N
∥∇Uλ,q∥pp

( 1
q∥Uλ,q∥qq − λ

p ∥Uλ,q∥pp
1
r∥Uλ,q∥rr − λ

p ∥Uλ,q∥pp

)N
p −1

= m(λ, q)

( 1
q∥Uλ,q∥qq − λ

p ∥Uλ,q∥pp
1
r∥Uλ,q∥rr − λ

p ∥Uλ,q∥pp

)N
p −1

.

于是, 由 (2.2) 可知,

m(λ, q)

( 1
q∥Uλ,q∥qq − λ

p ∥Uλ,q∥pp
1
r∥Uλ,q∥rr − λ

p ∥Uλ,q∥pp

)N
p −1

> m(λ, r).
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故由断言可知, 在 (a) 或者 (b) 的情形下, 恒有 m(λ, q) > m(λ, r). 因此, 定理 1.1(1) 和 1.1(2) 成立.

最后来证明结论 (3). 由于结论 (3)证明的核心思想与证明文献 [15,定理 1.1(2)]时类似,因此,这

里简要给出证明的主要步骤, 以便于读者查看. 众所周知,

m(λ, q) = inf
u∈W 1,p(RN )\{0}

(q − p)(∥∇u∥pp + λ∥u∥pp)
q

q−p

qp∥u∥
qp

q−p
q

=
(q − p)(∥∇Uλ,q∥pp + λ∥Uλ,q∥pp)

q
q−p

qp∥Uλ,q∥
qp

q−p
q

. (2.5)

令 p < ν < µ < p∗. 则由 Hölder 不等式可知, ∥Uν,λ∥νν 6 ∥Uν,λ∥
p(µ−ν)
µ−p

p ∥Uν,λ∥
µ(ν−p)
µ−p

µ . 故由极小化问

题 (2.5) 可得

m(λ, ν) =
(ν − p)(∥∇Uν,λ∥pp + λ∥Uν,λ∥pp)

ν
ν−p

pν∥Uν,λ∥
pν

ν−p
ν

> λ
p(µ−ν)

(µ−p)(ν−p)
µ(ν − p)

ν(µ− p)
m(λ, µ). (2.6)

令 f̂(µ) = λ
p(µ−ν)

(µ−p)(ν−p)
µ(ν−p)
ν(µ−p) . 显然, f̂(ν) = 1. 因此, 结论 (3) 等价于对于任意 µ > ν, 恒有 f̂(µ) > 1. 由

p < µ < p∗ 可知, f̂ ′(µ) = − pf̂(µ)
(µ−p)2 (

µ−p
µ − lnλ). 故当 λ > e

p
N 时, 对于任意 µ, 恒有 f̂ ′(µ) > 0. 于是当

λ > e
p
N 时, 对于任意 µ, 恒有 f̂(µ) > 1. 因此, 当 λ > e

p
N 固定时, m(λ, q) 作为 q 的函数是严格递减的.

在 (2.6) 中使用 Pohozaev 恒等式 (2.4) 可得, 对于任意 p < ν < µ < p∗, 有

m(λ, ν) >
(

pν

pN − (N − p)ν
λ

) p(µ−ν)
(µ−p)(ν−p) µ(ν − p)

ν(µ− p)
m(λ, µ). (2.7)

为了方便起见, 将 (2.7) 的右边部分记作 f̃(µ). 显然, f̃(ν) = 1. 任取 λ∗ > e
p
N . 因为 m(λ∗, q) 作为

q 的函数是严格单调递减的, 所以对几乎处处的 q ∈ (p, p∗), dm(λ∗,q)
dq 存在. 记 dm(λ∗,q)

dq 为 mq(λ∗, q).

由 (2.7) 知, 对几乎处处的 q ∈ (p, p∗), 有如下的对 mq(λ∗, q) 的估计:

mq(λ∗, q) = lim
r→q+

m(λ∗, r)−m(λ∗, q)

r − q

6 lim
r→q+

1− f̃(r)

r − q
m(λ∗, r)

= −f̃ ′(q)m(λ∗, q)

=
p

(q − p)2

(
q − p

q
− ln

(
pq

pN − (N − p)q

)
− lnλ∗

)
m(λ∗, q). (2.8)

由 (1.4) 可知, m(λ, q) = ( λ
λ∗

)
q

q−p−
N
p m(λ∗, q). 故

mq(λ, q) =

(
λ

λ∗

) q
q−p−

N
p
(
ln

(
λ

λ∗

)
−p

(q − p)2
m(λ∗, q) +mq(λ∗, q)

)
.

令 g(q) = ln( λ
λ∗

) −p
(q−p)2m(λ∗, q) +mq(λ∗, q), 则由 (2.8) 可知, 对几乎处处的 q ∈ (p, p∗), 有

g(q) 6 p

(q − p)2
m(λ∗, q)

(
q − p

q
− ln

(
pq

pN − (N − p)q

)
− lnλ

)
.

令 λ1(q) = e
q−p
q

pN−(N−p)q
pq . 则由直接计算可得 λ′1(q) = e

q−p
q

N(p−q)−(N−p)q
q3 . 由于 p < min{N, q}, 因

此对于任意 q ∈ (p, p∗), 恒有 λ′1(q) < 0. 于是, 当 λ > λ1(q) 时, 对几乎处处的 r ∈ (q, p∗), 恒有
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g(r) < 0. 这蕴涵了对几乎处处的 r ∈ (q, p∗), 恒有 mr(λ, r) < 0. 因此, 对于任意 q < ν < µ < p∗, 恒

有 m(µ, λ) 6 m(ν, λ) +
∫ µ

ν
mr(λ, r)dr < m(ν, λ). 由于 limq→p λ1(q) = 1, 故当 λ > 1 固定时, m(λ, q) 作

为 q 的函数在 (p, p∗) 内是严格单调递减的. 因此, 结论 (3) 也是成立的. 显然, 由结论 (1)–(3) 可知,

λ0(q) < 1.

3 λ0(q) 的渐近性态

本节研究当 q → p 和 q → p∗ 时 λ0(q) 的渐近性态. 正如在引言中指出的那样, 这项研究需要对

U1,q 在 q → p 和 q → p∗ 时的渐近性态有一个很好的认识. 因此, 首先来证明定理 1.2.

定理 1.2 的证明 为清楚起见, 将整个证明分成如下几步.

第 1 步 证明 lim supq→p+ [p2(q − p)
N
p −1m(1, q)]

p
N 6 ep2

N (Lp)
−1, 其中 Lp > 0 是由文献 [7, 定

理 1.1] 给定的常数.

定义 ψσ,q(x) := Ψσ((q− p)
1
px), 其中 Ψσ 是由 (1.9) 给出的对数 Sobolev 不等式 (1.8) 的达到函数.

将 ψσ,q 当作极小化问题 (2.5) 的实验函数, 则

m(1, q) 6 q − p

pq

[∥∇ψσ,q∥pp + ∥ψσ,q∥pp
∥ψσ,q∥qq

] p
q−p

(∥∇ψσ,q∥pp + ∥ψσ,q∥pp)

=
(q − p)1−

N
p

pq

((q − p)∥∇Ψσ∥pp + 1)
q

q−p

(∥Ψσ∥qq)
p

q−p

. (3.1)

类似于定理 1.1 的证明, 由 (1.9) 可知, ∥Ψσ∥qq 作为 q 的函数是 C2 的. 因此, 由 Taylor 公式可知,

∥Ψσ∥qq = ∥Ψσ∥pp + (q − p)

∫
RN

Ψp
σ lnΨσdx+O((q − p)2)

= 1 + (q − p)

∫
RN

Ψp
σ lnΨσdx+O((q − p)2).

这蕴涵了 (∥Ψσ∥qq)
p

q−p = (1 + o(1))ep
∫
RN Ψp

σ lnΨσdx. 类似地,

((q − p)∥∇Ψσ∥pp + 1)
q

q−p = (1 + o(1))ep∥∇Ψσ∥p
p .

故由 (3.1) 可知,

lim sup
q→p+

p2(q − p)
N
p −1m(1, q) 6 ep∥∇Ψσ∥p

p−p
∫
RN Ψp

σ lnΨσdx.

于是, 选取 σ
p−1
p = [ N

p2∥∇Ψ1∥p
p
]
1
p , 则由 Ψ1 是 (1.8) 的达到函数可知,

lim sup
q→p+

[p2(q − p)
N
p −1m(1, q)]

p
N 6 e

p2

N (∥∇Ψσ∥p
p−

∫
RN Ψp

σ lnΨσdx)

= e
e

p2

N σp−1∥∇Ψ1∥p
p−1

σp−1e
p2

N

∫
RN Ψp

1 lnΨ1dx

= e
p2

N
(Lp)

−1.

第 2 步 证明当 q → p 时, 在子列的意义下, V1,q(x) = U1,q(
x

(q−p)
1
p
) 在 W 1,p(RN ) 中弱收敛于

Vp(x) ̸= 0,其中 Vp 是全空间 RN 中的 p-Laplace型对数 Schrödinger方程 −∆pu = |u|p−2u lnu的弱解.
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事实上, 因为 U1,q 是 p-Laplace 方程 (1.1) 的正的、径向对称的基态解, 所以由 Pohozaev 恒等

式 (A.3) 可知, 当 q → p 时,

m(1, q) =
1

N
∥∇U1,q∥pp 且 ∥∇U1,q∥pp =

N(q − p)(1 + o(1))

pq
∥U1,q∥pp. (3.2)

于是, 由第 1 步的结论可知,

lim sup
q→p+

(∥V1,q∥pp)
p
N = lim sup

q→p+

(
p2

N
∥∇V1,q∥pp

) p
N

6 e
p2

N
(Lp)

−1.

因此, {V1,q} 在 W 1,p(RN ) 中是有界的. 不失一般性, 假设当 q → p 时, V1,q(x) 在 W 1,p(RN ) 中弱

收敛于 Vp(x) 并且 V1,q(x) 在 RN 中几乎处处收敛于 Vp(x). 我们断言 Vp ̸≡ 0. 假设断言不真, 则

Vp ≡ 0. 因为 V1,q 是径向对称的, 故由对称引理 [22,23] 可知, 对于任意 r ∈ (p, p∗), 当 q → p 时, V1,q(x)

在 Lr(RN ) 中强收敛于 0. 令 V1,q,+ = V1,qχ{V1,q>1} 且 V1,q,− = V1,q − V1,q,+, 其中 χ{V1,q>1} 是集合

{x ∈ RN | V1,q > 1} 上的特征函数. 则由 U1,q 是 p-Laplace 方程 (1.1) 的解可知, V1,q 在弱意义下满足

如下方程:

−∆pV1,q =
V q−p
1,q,+ − 1

q − p
V p−1
1,q,+ +

V q−p
1,q,− − 1

q − p
V p−1
1,q,−, x ∈ RN . (3.3)

类似于文献 [25, 引理 2.1] 的证明方法, 可以证明, 存在 r > 0 使得当 q 充分靠近 p 时,
V q−p
1,q,+−1

q−p 6

CrV
r
1,q,+, 其中 Cr > 0 是只与 r 有关的常数. 因为 V1,q 是 C1 的且

V q−p
1,q,−−1

q−p V p−1
1,q 6 0, 故利用经典

的 Moser 迭代可得, 对于任意 r > p, 当 q → p 时, V1,q(x) 在 Lr(RN ) 中强收敛于 0. 于是, 当 q → p

时, V1,q(x) 在 Lp(RN ) 中强收敛于 0. 因此, 当 q 充分靠近 p 时, V1,q,+ = 0. 故在方程 (3.3) 两边同乘

以 V1,q 并分部积分后, 可在 q 充分靠近 p 时得到一个矛盾. 因此, Vp ̸≡ 0. 用类似于证明文献 [25, 定

理 3.1] 的方法, 可以验证 Vp 满足如下的 p-Laplace 型对数 Schrödinger 方程:−∆pu = |u|p−2u lnu, x ∈ RN ,

u(x) → 0, |x| → +∞.
(3.4)

第 3 步 证明当 q → p 时, V1,q 在 W 1,p(RN ) 中强收敛于 Vp 且存在 σ > 0 使得 Wp(x) =
Vp

∥Vp∥p

= Ψσ(x).

事实上,因为 Vp ∈W 1,p(RN )满足 (3.4),故 ∥∇Vp∥pp =
∫
RN V

p
p lnVpdx. 令Wp,q(x) =Wp((q−p)

1
px).

则将 Wp,q 当作极小化问题 (2.5) 的实验函数并类似第 1 步那样计算可得

lim sup
q→p+

p2(q − p)
N
p −1m(1, q) 6 ep∥∇Wp∥p

p−p
∫
RN Wp

p lnWpdx = ∥Vp∥pp.

由 (3.2) 可知, 当 q → p 时,

∥V1,q∥pp = p2(q − p)
N
p −1m(1, q) 和 ∥∇V1,q∥pp =

(
N

p2
+ o(1)

)
∥V1,q∥pp. (3.5)

因此, 当 q → p 时, V1,q 在 Lp(RN ) 中强收敛于 Vp. 由 (3.2)、Fatou 引理和 Lebesgue 控制收敛定

理可知, 当 q → p 时, V1,q 在 W 1,p(RN ) 中强收敛于 Vp. 于是, 由对数 Sobolev 不等式 (1.8) 可知,

Lp∥∇Wp∥pp > e
p2

N

∫
RN Wp

p lnWpdx. 故由 (3.5)可知, ∥Vp∥pp > ( ep2

NLp
)

N
p . 因此, 由第 1步的结论可知, Wp 是

对数 Sobolev 不等式 (1.8) 的达到函数且 ∥Vp∥pp = ( ep2

NLp
)

N
p .
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定理 1.3 的证明 先来证明 λ0(q) 的单调性. 假设 λ0(q) 不单调, 则存在 q1 < q2 使得 λ0(q1)

= λ0(q2). 记 λ∗ = λ0(q1) = λ0(q2), 则由定理 1.1 可知, m(λ∗, q) 在 q1 < q < p∗ 时是严格单调递减的,

在 p < q < q2 时是严格单调递增的. 但这与 q1 < q2 矛盾. 因此, λ0(q) 在 (p, p∗) 内是严格单调递减的.

再来证明结论 (1). 与定理 1.2的证明类似,对 (3.3)使用经典的 Moser迭代和 Sobolev嵌入可知,对于

任意 α ∈ (0, 1), {V1,q} 在 C1,α
loc (RN ) 中有界. 因此, 由定理 1.2 和 Arzelà-Ascoli 定理可知, 当 q → p 时,

V1,q 在 C1
loc(RN ) 中强收敛于 Vp. 因为 V1,q 是径向对称的, 所以由文献 [12, 命题 1] 可知, V ′

1,q(r) < 0.

故当 q 充分靠近 p 时, 由定理 1.2 可知 V1,q 一致地很小. 设 R0 > 0 是充分大的常数使得当 |x| > R0

时, V1,q 6 1
2 . 再取 σ > 1 使得 σp 1

2 6 2
3 . 则 V1,q 满足

−∆pV1,q =
V q−p
1,q − 1

q − p
V p−1
1,q , |x| > R0.

故 Ṽ1,q(x) = σpV1,q(x) 满足

−∆pṼ1,q = σ−p(q−p)
Ṽ q−p
1,q − 1

q − p
Ṽ p−1
1,q +

(σ−p)q−p − 1

q − p
Ṽ p−1
1,q , |x| > R0.

因为 σp 1
2 6 2

3 , 故当 |x| > R0

σ 时, σ−p(q−p) Ṽ
q−p
1,q −1

q−p Ṽ p−1
1,q 6 0. 于是, 当 q 充分靠近 p 时, Ṽ1,q 是如下方

程的下解:

−∆pU +
p

2
lnσUp = 0, |x| > R0. (3.6)

另一方面, 因为 σ > 1, 故直接计算可知, e−[ p lnσ
4(p−1)

]
1
p |x| 是方程 (3.6) 在 R0 > 0 充分大时的上解. 因此,

由文献 [6, 定理 1.2] (即 p-Laplace 方程的弱比较原理) 可知,

V1,q 6 σpVp(0)e
−[ p ln σ

4(p−1)
]
1
p |x|, |x| > R0. (3.7)

显然存在一个很小的 τ > 0 使得 max{V q
1,q lnV1,q, V

q
1,q} . V p−τ

1,q , 且由 (3.7) 和定理 1.2 可知, 当 q → p

时, V p−τ
1,q 在 L1(RN )中强收敛于 V p−τ

p . 故由 Lebesgue控制收敛定理 [19] 可知,当 q → p时, V q
1,q lnV1,q

在 L1(RN ) 中强收敛于 V p
p lnVp 且 V q

1,q 在 L1(RN ) 中强收敛于 V p
p . 故结论 (1) 成立. 最后来证明结

论 (2). 令

λ̃(q) =


aN,p(p

∗ − q), N > p2,

aN,p
p∗ − q

|ln(p∗ − q)|
, N = p2,

aN,p(p
∗ − q)

p2−p
N−p , N < p2.

则由文献 [11,定理 3]可知,当 q → p∗时, Uλ̃(q),q在 RN 上一致收敛于W,其中W是满足maxx∈RN W(x)

= W(0) 的 p-Laplace 型 Aubin-Talanti 泡泡解. 于是, 在 (1.6) 中应用 (1.3) 可知,

lnλ0(q) =
q − p

q
−

(q − p)
∫
RN U

q
1,q lnU1,qdx∫

RN U
q
1,qdx

=
q − p

q
−

(q − p)
∫
RN U

q

λ̃(q),q
lnUλ̃(q),qdx∫

RN U
q

λ̃(q),q
dx

+ ln λ̃(q).
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与证明结论 (1) 时类似, 可以利用 Lebesgue 控制收敛定理证明, 当 q → p∗ 时,
∫
RN U

q

λ̃(q),q
lnUλ̃(q),qdx

收敛于
∫
RN Wp∗

lnWdx 且
∫
RN U

q

λ̃(q),q
dx 收敛于

∫
RN Wp∗

dx. 因此,

lim
q→p∗

λ0(q)

λ̃(q)
= e

p
N −

p2
∫
RN Wp∗ lnWdx

(N−p)
∫
RN Wp∗dx .

于是, 由 λ̃(q) 的表达式可得结论 (2) 成立.

致谢 感谢审稿人对本文提出的宝贵修改意见, 这些修改意见极大地提升了本文的质量.
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附录 A 命题 2.1 的证明

为了清楚起见, 将整个证明分成 4 个断言.

断言 1 m(λ, q) > infu∈Pλ,q
Eλ,q(u).

事实上,正如在引言中所指出的那样, m(λ, q) = Eλ,q(Uλ,q),其中 Uλ,q 是 p-Laplace方程 (1.1)的正

的径向对称解. 由文献 [17, 定理 1.1] 可知, 存在充分小的 δ > 0 使得

max{Uλ,q(x), |∇Uλ,q(x)|} 6 Cλ,qe
−(1−δ)( λ

p−1 )
1
p |x|, |x| > Rδ, (A.1)

其中, Rδ > 0 是满足 limδ→0Rδ = +∞ 的常数, Cλ,q > 0 是常数. 选取 R0 > Rδ 并考虑 Vλ,q = Uλ,q

−Uλ,q(R0). 则 Vλ,q 满足如下的方程:−∆pVλ,q + λ(Vλ,q + Uλ,q(R0))
p−1 = (Vλ,q + Uλ,q(R0))

q−1, |x| < R0,

Vλ,q(x) = 0, |x| = R0.

由经典的正则性理论 [8] 可知, Uλ,q 是 C1,α 的. 故 Vλ,q 也是 C1,α 的. 于是由文献 [14, 定理 1.1] (即

p-Laplace 方程的 Pohozaev 恒等式) 可知,

N − p

pN

∫
|x|6R0

|∇Vλ,q|pdx+

(
p− 1

pN

)∫
|x|=R0

R2
0|∇Vλ,q|pdx

=

∫
|x|6R0

(
1

q
(Vλ,q + Uλ,q(R0))

q − λ

p
(Vλ,q + Uλ,q(R0))

p

)
dx. (A.2)

在 (A.2) 中令 R0 → +∞, 由 (A.1) 可得

N − p

pN

∫
RN

|∇Uλ,q|pdx =

∫
RN

(
1

q
Uq
λ,q −

λ

p
Up
λ,q

)
dx, (A.3)

这蕴涵了 Uλ,q ∈ Pλ,q. 因此 m(λ, q) > infu∈Pλ,q
Eλ,q(u).

断言 2 Pλ,q 是 W 1,p(RN ) 中余维数为 1 的 C1 流形.

事实上, 令

Ψλ,q(u) = ∥∇u∥pp −
(

pN

q(N − p)
∥u∥qq −

pN

p(N − p)
λ∥u∥pp

)
. (A.4)

显然 Ψλ,q(u) 在 W 1,p(RN ) 中是 C1 的且

Pλ,q = {u ∈W 1,p(RN )\{0} | Ψλ,q(u) = 0}.
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直接计算可得

Tu(Pλ,q) = {v ∈W 1,p(RN ) | Ψ′
λ,q(u)[v] = 0},

其中 Tu(Pλ,q) 是 Pλ,q 在任意 u ∈ Pλ,q 处的切空间. 由于对于任意 u ∈ Pλ,q, 恒有

Ψ′
λ,q(u)[u] = p∥∇u∥pp −

pN

N − p
(∥u∥qq − λ∥u∥pp) =

pN(p− q)

(N − p)q
∥u∥qq < 0,

故对于任意 w ∈ W 1,p(RN ), 可以改写 w = awu + ψw, 其中 aw = Ψ′
λ,q(u)[w]. 显然 ψw ∈ Tu(Pλ,q). 因

此, 对于任意 u ∈ Pλ,q, 在线性空间的意义下, W 1,p(RN ) = Ru ⊕ Tu(Pλ,q). 故 Pλ,q 是 W 1,p(RN ) 中余

维数为 1 的 C1 流形.

断言 3 infu∈Pλ,q
Eλ,q(u) = infu∈Mλ,q

Jλ,q(u), 其中

Jλ,q(u) =
p

N − p

(
1

q
∥u∥qq −

1

p
λ∥u∥pp

)( ∥∇u∥pp
pN

q(N−p)∥u∥
q
q − pN

p(N−p)λ∥u∥
p
p

)N
p

且

Mλ,q =

{
u ∈W 1,p(RN )

∣∣∣∣ 1q ∥u∥qq − λ

p
∥u∥pp > 0

}
. (A.5)

事实上, 令 u |t(x) = u(xt ) 并考虑如下的纤维丛映射:

Fu(t) = Eλ,q(ut) =
tN−p

p
∥∇u∥pp − tN

(
1

q
∥u∥qq −

1

p
λ∥u∥pp

)
.

则直接计算可得

F ′
u(t) =

(N − p)tN−1

p

(
t−p∥∇u∥pp −

(
pN

q(N − p)
∥u∥qq −

pN

p(N − p)
λ∥u∥pp

))
.

因此, 对于任意 u ∈ Mλ,q, 存在唯一的 tu > 0 满足

tu =

( ∥∇u∥pp
pN

q(N−p)∥u∥
q
q − pN

p(N−p)λ∥u∥
p
p

) 1
p

, (A.6)

使得 F ′
u(tu) = 0 且 Fu(tu) = maxt>0 Fu(t). 于是, 对于任意 u ∈ Mλ,q, 有 u |t=tu ∈ Pλ,q. 另一方面, 显

然有 Pλ,q ⊂ Mλ,q. 故直接计算可得断言的结论成立.

断言 4 m(λ, q) 6 infu∈Pλ,q
Eλ,q(u).

假设 {un} 是泛函 Jλ,q(u) 在 Mλ,q 上的一个极小化序列. 则由 Schwartz 对称化可知, {un} 可
以被选取为径向对称的且非负的. 令 vn = un |t=tun

, 其中 tun 由 (A.6) 给出. 由断言 3 可知, {vn} 是
Eλ,q(u) 在 Pλ,q 上的极小化序列且满足

inf
u∈Pλ,q

Eλ,q(u) =
1

N
∥∇vn∥pp + on(1).

显然, {vn} 在 D1,p(RN ) 中有界. 由 Hölder 不等式可知, ∥vn∥qq 6 ∥vn∥tqp ∥vn∥(1−t)q
p∗ , 其中 t = N(p∗−q)

qp∗ .

因为 min{N, q} > p, 故 tq < p. 于是, 由 {vn} ⊂ Mλ,q 可知,

λq

p
∥vn∥p−tq

p 6 S− (1−t)q
p ∥∇vn∥(1−t)q

p ,
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其中 S 是从 D1,p(RN ) 到 Lp∗
(RN ) 的 Sobolev 嵌入的最佳常数. 因此, ∥vn∥qq . ∥∇vn∥

q−tq
p−tq p
p . 假如

limn→∞ ∥∇vn∥p = 0, 则由 q > p 可知, 当 n 充分大时,

0 = ∥∇vn∥pp +
pN

p(N − p)
λ∥vn∥pp −

pN

q(N − p)
∥vn∥qq

& ∥∇vn∥pp − ∥∇vn∥
q−tq
p−tq p
p

> 1

2
∥∇vn∥pp

> 0.

但这是不可能的. 因此,

∥∇vn∥pp =

(
pN

q(N − p)
∥vn∥qq −

pN

p(N − p)
λ∥vn∥pp

)
& 1. (A.7)

由于从 W 1,p(RN ) 到 Lq
rad(RN ) 的嵌入是紧的, 其中

Lq
rad(R

N ) = {u ∈ Lq(RN ) | u 是径向对称的},

故在 Lq
rad(RN ) 中, 在子列意义下有 limn→∞ vn = v0. 由 (A.7) 可知, v0 ̸= 0. 因此 tv0 6 1, 其中 tv0

由 (A.6) 给出. 故由

on(1) + inf
u∈P

Eλ,q(u) =
1

N
∥∇vn∥pp > 1

N
∥∇(v0)tv0∥

p
p + on(1) > inf

u∈P
Eλ,q(u)

可知, (v0)tv0 是 Ep,λ(u) 在 Pp,λ 上的极小元. 为简便起见, 记 (v0)tv0 为 v0. 因为

Ψ′
λ,q(v0)[v0] = p∥∇v0∥pp −

pN

N − p
(∥v0∥qq − λ∥v0∥pp) =

pN(p− q)

(N − p)q
∥v0∥qq < 0,

其中 Ψλ,q(u) 由 (A.4) 给出, 故由断言 2 和 Lagrange 乘子法可知, 存在 µ ∈ R 使得在 W−1,p(RN ) 中

有如下方程:

E ′
λ,q(v0)− µΨ′

λ,q(v0) = 0, (A.8)

其中 W−1,p(RN ) 是 W 1,p(RN ) 的对偶空间. 因为 vn 是径向对称的和非负的, 故 v0 也是径向对称的

和非负的. 因此, v0 在弱意义下满足如下的方程:

−(1− pµ)∆pv0 +

(
1− µpN

N − p

)
λ(v0)

p−1 =

(
1− µpN

N − p

)
(v0)

q−1, x ∈ RN .

由于 v0 是径向的, 类似于断言 1, 可以证明 v0 满足如下的 Pohozaev 恒等式:

(1− pµ)
N − p

pN
∥∇v0∥pp =

(
1− µpN

N − p

)(
1

q
∥v0∥qq −

λ

p
∥v0∥pp

)
. (A.9)

因为 v0 ∈ Pλ,q, 所以由 (A.9) 可知,

µ(p∗ − p)

(
1

q
∥v0∥qq −

λ

p
∥v0∥pp

)
= 0.

因此, µ = 0. 于是, 由 (A.8) 可知, v0 是 p-Laplace 方程 (1.1) 的一个非平凡的弱解. 故 v0 ∈ Nλ,q, 其中

Nλ,q 是由 (2.1) 给出的 Nehari 流形. 因此, m(λ, q) 6 infu∈Pλ,q
Eλ,q(u).

结合断言 1 至 4 可得命题 2.1 成立.
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Global behavior of the ground state energy of the nonlinear
scalar field equation

Yuanze Wu & Zhi-Qiang Wang

Abstract We study the global behavior of the ground state energy for the nonlinear scalar field equation
(including the p-Laplacian version), and give a complete description of this energy in terms of nonlinearity power.
More precisely, let Eλ,q(u) = 1

p
(∥∇u∥pp + λ∥u∥pp) − 1

q
∥u∥qq be the energy functional in W 1,p(RN ), where λ > 0,

1 < p < N , p < q < p∗ := pN
N−p

, and p∗ is the critical Sobolev exponent. It is known that Eλ,q(u) has a unique
radially symmetric mountain-pass critical point Uλ,q, which is called the ground state solution to the corresponding
nonlinear scalar field equation and whose energy Eλ,q(Uλ,q) is called the ground state energy m(λ, q). We show
that there is a decreasing function λ0(q) defined in q ∈ [p, p∗] with λ0(p) = 1 and λ0(p

∗) = 0 such that m(λ, r) is
strictly increasing for r ∈ (p, q) with λ ∈ (0, λ0(q)) being fixed, m(λ, r) is strictly decreasing for r ∈ (q, p∗) with
λ ∈ (λ0(q), 1) being fixed, and m(λ, r) is strictly decreasing for all r ∈ (p, p∗) with λ ∈ [1,+∞) being fixed. We
also deduce the precise asymptotic behavior of λ0(q) as q → p and q → p∗. This is done by establishing a relation
between power-law scalar field equations and logarithmic-law scalar field equations, which is of the independent
interest.

Keywords scalar field equations, ground state energy, global behavior
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