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摘要    结合广义有限元法(GFEM)和扩展有限元法(XFEM)的特点, 提出了一种新的数值方法——广义

扩展有限元法(GXFEM). 阐述了广义扩展有限元法的基本原理, 对相关公式进行推导, 探讨数值实现中

需注意的重要问题, 给出利用广义扩展有限元法进行断裂分析时应力强度因子的计算方法, 编写了广义

扩展有限元法程序. 通过算例进行了应力强度因子的计算, 模拟了结构裂纹的扩展过程. 算例结果表明, 

利用广义扩展有限元法计算交叉裂纹扩展问题, 不需要进行过密的网格划分, 且网格在裂纹扩展后无需

重新剖分, 具有相当高的计算精度. 
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1  引言 

裂纹扩展模拟具有广泛的工程背景, 长期以来

吸引了学术界和工程界的高度关注[1]. 目前, 对于裂

纹追踪分析的研究主要集中在单裂纹的扩展方面 , 

而结构中一般存在多条原生或次生微裂纹, 在外载

和环境因素作用下, 随着裂纹的扩展, 各裂纹间会出

现分支或相互交叉 ,  给问题的研究带来了很大的 

困难[2]. 

交叉裂纹的扩展模拟主要有有限单元法、边界元

法和近年来兴起的扩展有限元法. 文献[3]对不同位

置裂纹间的互相作用及其影响规律采用有限元进行 

了计算分析. 通过定义基础裂纹、干扰裂纹和干扰参

数, 利用 J 积分计算在不同位置加入干扰裂纹时基础

裂纹的应力强度因子, 并给出干扰裂纹对基础裂纹

应力强度因子影响, 但并未涉及交叉裂纹的扩展分

析. 文献[4]选取裂纹体中一代表裂纹, 应用边界元

法模拟其扩展过程, 并将其他裂纹的影响通过改变

材料弹性常数(等效材料常数)引入计算过程, 最终得

到对裂纹体整体响应的分析, 但这种等效处理的方

法并未真正实现对多裂纹的扩展模拟.  

扩展有限元法的问世为多裂纹的扩展模拟提供

了一种新的途径 [5 ,6], 该方法以单位分解法为基础, 

将非连续结构直接嵌入单元内部, 通过增加描述非 
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连续性的附加函数, 去模拟裂纹的不连续性及裂纹

尖端的奇异性, 避免了传统有限元法分析不连续问

题时需要重新剖分网格的缺点. 文献[7]采用扩展有

限元法, 通过定义主裂纹与次裂纹, 并考虑主裂纹和

次裂纹相交的情况, 将交叉点产生的附加位移项添

加到扩展有限元的位移模式, 并推导出新的弱解形

式及相关列式, 实现了扩展有限元法对交叉裂纹的

数值模拟.  

但需指出的是, 在裂纹扩展分析中, 一般是依据

断裂力学的相关准则判断裂纹是否稳定, 解的精度

往往成为数值模拟的关键, 与传统有限元法相比, 扩

展有限元法本身对解的精度并没有提高. 而广义有

限元法将传统有限元结点自由度广义化, 通过增加

插值函数的阶次, 有效提高了计算结果的精度, 且在

非线性分析方面较传统有限元法更为可靠[8–10].  

为此, 本文结合上述两种方法各自的特点, 在作

者所提出的广义扩展有限元法[11]中引入一类交叉函

数——指数型间断函数模拟多裂纹的效应, 并以平面

四节点广义扩展等参单元为例, 详细推导新位移模

式下的相关列式与支配方程, 探讨数值实现与程序

设计所需注意的关键问题, 给出了运用改进的广义

扩展有限元法计算裂尖应力强度因子的方法, 开发

了计算程序, 应用所提出的广义扩展有限元法对多

裂纹扩展过程进行了计算模拟. 结果表明, 采用广义

扩展有限元法模拟多裂纹的扩展过程, 不需要进行

过密的网格划分, 裂纹扩展后网格亦无需重新剖分, 

且计算结果具有相当高的精度, 是进行多裂纹扩展

分析的一种有效方法. 

2  计算方法 

2.1  扩展有限元法及其位移模式的改进 

扩展有限元位移模式的一般形式为 

 ( ) ( )( ( )).i i i i
i

u x x u a x    (1) 

式中, ui 为节点 i 的位移, i 为传统有限元单元中节点

i的形函数, ai是节点 i的附加自由度, i(x)为附加非连

续函数, 是考虑非连续性结构的影响而给节点 i 的丰

富函数. 

在处理裂纹扩展问题时, 附加非连续函数的构

造是其中的一个重要环节. 裂纹在有限元网格中有

两种情况, 一种是把单元截成两块, 另一种则是裂纹

尖端终止于单元内部(图 1).  

对于横跨单元的裂纹, 构造的附加非连续函数

必须体现位移在裂纹处的不连续性, 此外, 单元中的

点距离裂纹越远 , 裂纹对该点的影响就越弱 . 

Belytschko 教授在提出扩展有限元法时, 采用的是单

位阶跃函数, 难以反映裂纹影响的衰减效应. 为此, 

本文对传统扩展有限元的位移函数进行改进, 将指

数间断函数作为附加非连续函数, 构造如下的附加

非连续函数i(x) 

 
( )

( )

e ( ) ,
( ) ( ( ))

e ( )

d x

i d x

d x
x h d x

d x


 
  

 

0

0

,

, .
 (2) 

其中, d(x)为考察点至裂纹的最短距离 

 
( )

( ) min sign( ( ) ( )).ix f x
d x x x f x f x

 
  

0
 (3) 

式中, f(x)=0 为裂纹的曲线方程.  

对于尖端终止于单元内部的裂纹, 构造的附加

非连续函数除了要求能体现出裂纹处的位移不连续

性外, 还必须能体现出裂纹尖端渐近位移场的奇异

性. 但不管是哪一种裂纹形式(I, II, III), 裂纹尖端

位移场均可由下面几个基函数组成的函数形式来表

达, 即  

 

{ ( )} sin , cos ,

                sin cos , cos cos .

lF x r r

r r

 

  

         
   

   
   

    

2 2

2 2

 

(4)

 

 

图 1 单元中的裂纹 
Figure 1  crack in element. 
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此时式(1)中的附加项为 

 ( ) ( ).l l
i i i

l

a x a F x


 
4

1

 (5) 

根据上述位移模式, 便可进行单元分析和整体

分析, 建立扩展有限元的支配方程, 求出主变量u和

附加变量a. 

2.2  广义扩展有限元法 

广义扩展有限元认为各结点位移具有任意多个

广义位移的展开式, 其位移模式可表示为 

 ( ) ( ( ) ( ) ( )).u a
i i i i i

i

u x N x d N x b x   (6) 

与扩展有限元相比, 此处的形函数作了变动, Nu 
i 和N 

a 
i

分别为主变量的广义形函数及附加不连续变量的广

义形函数.  

 ( ) ( ),   .u u a a
i i i i i iN F N F    (7) 

式中, F 
u 
(i)和F 

a 
(i)分别为主变量和附加不连续变量的结

点位移插值函数. i是传统有限元中位移插值基函数, 

而di和bi 为节点 i的广义自由度和广义附加自由度 , 

与(1)式中节点i的位移ui和附加自由度ai存在如下关系 

 ( ) ( ),   .u a
i i i i i iu F d a F b   (8) 

由于不同结点位移的插值函数之间的协调性没

有强制要求, 理论上 F u 
(i)和 F a 

(i)的可以随意选取. 若

结点位移插值函数均取为零阶, 有 

 ( ) ( ) .u a
i iF F

 
   

 

1 0

0 1
 

则退化为传统的扩展有限元法.  

为了兼顾计算精度和效率, 本文中F u 
(i)和F a 

(i)均

取为一阶多项式插值函数, 即 

 1
( ) ( ) ( )

1 0 0 0
.

0 1 0 0
u a
i i i

x y
F F F

x y

 
    

 
 

则位移模式可表示为 

 ( )( ) ( ( )).i i i i i
i

u x F d b x   1  (9) 

与(1)式相比, 只需用F1 
(i)i去替换i, 就可以得到

广义扩展有限元法的相关公式.  

将物理方程=C:和几何方程=Su代入虚功方

程, 进行区域离散化后得到 

 

( : : )d

    d 0.

e

e
t

T
s s

e

u C u u b

u t


 







     

   

 


 

(10)
 

引入位移模式, 并将单元结点自由度用整体结点自

由度表示, 即可得到支配方程 

 .uu ua

au aa

K K d f

K K b q

     
    

    
 (11) 

式中, ,  ,  T e T e T
uu u uu u ua u ua a aa a

e e e

K g k g K g k g K g      

,e
aa ak g  其中的 gu, ga为选择矩阵. 而 d ,e uT

uu ek B CB


   

d ,e uT a
ua ek B CB


  d ,e aT a

aa ek B CB


   Bu 和 Ba 分别

为主变量的单元应变矩阵和附加非连续变量的单元应

变矩阵.  

 

( ) d ( ) d ,

( ) d ( ) d .

e
e t

e
e t

T T

e

T T

e

f F b F t

q F b F t





 

 

 

 

      
      

  

  
 

f 和 q 分别代表主变量对应的荷载列阵和附加非连续

变量对应的荷载列阵. 

3  多裂纹扩展问题的模拟技术 

3.1  交叉型裂纹的描述 

考虑图 2 中一代表性的交叉型裂纹, 定义裂纹 I 

为主裂纹, 裂纹 II 为次裂纹. 该交叉型裂纹在传统有

限元中的布设如图 3 所示. 

 

图 2  交叉型裂纹 
Figure 2  Cross type crack. 
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图 3  交叉裂纹在 FEM 单元中的布设 
Figure 3  The layout of cross crack in element of FEM. 

 
对上述问题, 单元的的位移模式可表示为 

 
 

( ) ( ),

, , , , , , , , , , , , , .

h
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i I
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若设 
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则有 
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将(14)式代入(12)式, 得 

( ) ( )( )

      ( ) ( )( )
      ( )( ) ( ) ( )(
      ) ( ) ( )( ).
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5
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1
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其中, HI(x), HII(x)和 J(x)如图 4 定义. 

 

图 4  HI(x), HII(x)和 J(x)的定义 
Figure 4  Definition of the discontinuous enrichment function HI(x),  

HII(x) and J(x). 

 

改用图 5 所示布设该交叉型裂纹, 且令 
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代入上式可得到该单元的位移模式为 

 

 

I I

I II

( ) ( )

     ( ) ( ) ( ).
, , , , , , , , .

h
i i

i I

u u H x H x

H x H x J x

I

    
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  
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 (16) 

式中 , i i
i I

u 


 为传统有限元节点位移; ( )IH x  12 12  

( ) ( )I IH x H x   15 15 18 18 为裂纹 I(主裂纹)产生的附加

节点位移, 88HII(x)为裂纹 II(次裂纹)产生的附加节

点位移, 1212J(x)为交叉点产生的附加节点位移. 定义

HI(x)和 HII(x)为附加非连续函数, J(x)为交叉函数, 且有 

 III

I

( ) ,( ),
( )

( ) .,
H xH x

J x
H x


  

0

00
 (17) 

考虑到裂纹对考察点位移的影响与该点到裂纹

的距离有关, 本文选取指数型间断函数I(x)和II(x) 

代替 HI(x)和 HII(x)作为附加非连续函数, 以更好地反 
 

 

图 5  交叉裂纹在 GXFEM 单元中的布设 
Figure 5  The layout of cross crack in element of GXFEM. 
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映裂纹对考察点位移的影响, 并构造新的交叉函数

(x)为 

 II I

I

( ), ( ) ,
( )

, ( ) .
x x

x
x

 




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0

0 0
 (18) 

由此得到 
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式中 , 1212I(x)+1515I(x)+1818I(x)为裂纹 I(主

裂纹)产生的附加节点位移; 88HII(x)为裂纹 II(次裂

纹)产生的附加节点位移; 1212J(x)为交叉点产生的

附加节点位移.  

3.2  交叉型裂纹扩展问题的位移模式与求解方程 

将交叉函数引入原广义扩展有限元位移模式 , 

便可构造其平面多裂纹问题的位移模式  

( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( )).u a c
i i i i i i i i

i

u x N x d N x b x N x c x     (20) 

比较(20)式与(6)式, 此处仅增加了表示交叉点产

生的附加位移项N 

c 
i (x)cii(x), 其中N 

c 
i 表示交叉点引

起的附加变量的广义形函数, ci表示节点i由于交叉点

引起的附加自由度, i(x)表示交叉函数, 是描述交叉

点的影响而给节点i的丰富函数.  

与前类似, N 

u 
i =F 

u 
(i)i, N 

a 
i =F a 

(i)i, N 

c 
i =F 

c 
(i)i, 并统一

取 F 

u 
(i), F 

a 
(i)和 F 

c 
(i)均为一阶的多项式插值函数, 得到 

 ( )( ) ( ( ) ( )).i i i i i i i
i

u x F d b x c x     1  (21) 

同样, 将位移模式、物理方程和几何方程代入虚

功方程, 并进行区域离散化, 经推导后可以得到求解

交叉裂纹扩展模拟的支配方程 

 .
uu ua uc

ua aa ac

uc ac cc

K K K d f

K K K b q

K K K c p

     
         
         

 (22) 

式中, ,  ,  T e T e T
uc u uc c ac a ac c cc c

e e e

K g K g K g K g K g      

,e
cc cK g  c为交叉变量; p代表交叉变量对应的荷载列阵,  

 ( ) d ( ) d ,
ee

t

T T

e

p F b F t


 
 

           

其余符号意义同前.  

3.3  裂尖应力强度因子的计算和裂纹扩展分析 

采用 J 积分法计算裂尖应力强度因子. 对于线弹

性材料, 在准静态裂纹扩展条件下, J 积分即为裂纹

扩展能量释放率, 且与积分路径无关.  

 
1 ,1

Γ

( ) d

d d .

j ij i j

i
i

J W u n s  

u
  W y T s

x

 


 

 
   




 

(23)
 

式中, W为应变能密度函数, Ti=ijni为应力矢量的分量, 
为环绕缝尖由裂纹下表面走向上表面的任意开的路

径.  
弹性材料的 J 积分与混合模型裂纹扩展能量释放

率及应力强度因子的关系为 

 2 2
I II I II( ).J G G K K     (24) 

对平面应变问题=(12)/E, 对平面应力问题=1/E.  
纯 I 型裂纹或纯 II 型裂纹可由 J 积分直接求得相

应的应力强度因子. 对混合模式裂纹, 由上式只能得

到KI和KII组合值, 可通过引入辅助平衡状态, 计算相

互作用能量积分得到分离的 KI和 KII值.  

在裂纹扩展分析中, 扩展方向按最大周向应力方

向进行扩展, 即 

 
2 4 2 2
II I I II

2 2
I II

arccos .
K K K K

K K


 




3 8

9
 (25) 

开裂准则以等效应力强度因子Keq是否大于 I型断裂韧

度 KIC来进行判断, 即 

  C I II ICcos ( cos ) sin .K K K K
     

1
1 3

2 2
 (26) 

裂纹的演化计算过程如下: 

(1) 求出裂纹尖端的应力强度因子, 由断裂判

据判断裂纹是否失稳, 若裂纹失稳, 则裂纹按扩展的

方向伸长一个距离L, 扩展方向取为裂纹尖端最大

周向应力的方向; 

(2) 进行应力释放, 法向以抗拉强度的大小释放

应力, 切向以抗剪强度的折减程度释放应力, 释放的

应力作为裂纹表面荷载等效到扩展单元的节点上 , 

重新进行计算; 

(3) 根据新求出的裂尖应力强度因子判断是否

扩展, 若扩展, 则增大裂纹的扩展距离, 若不扩展, 

则减小裂纹的扩展距离; 

(4) 对于每一荷载增量步如此往复进行, 直到裂

纹稳定为止, 输出该载荷步的裂纹扩展方向和扩展
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距离, 然后继续下一增量步的计算, 这样便可完成各

增量步下的裂纹扩展方向和扩展距离, 达到裂纹追

踪的目的.  

4  算例分析 

考虑一矩形薄板上的一条水平裂纹和两条关于水

平线对称的斜裂纹相交于薄板的中心点, 如图6所示. 

其中, w=20 m, H=16 m, 水平裂纹长为a, 斜裂纹长为b, 

斜裂纹与水平的夹角为, 在板的上下两侧施加均布

拉力=1000 N/m2, 板的弹性模量E=24 GPa, 泊松比

=0.2, 材料的断裂韧度为2.4 kPa m .  

采用模拟多裂纹的广义扩展有限元法对该问题进

行数值分析, 分别计算a=1 m, b/a=0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0, 

=30°, 45°, 60°时对应的应力强度因子, 并与无限大板的

分析解[12]及扩展有限元法数值解[7]进行比较, 见表1. 图

7给出了b/a＝1.0, =45°, a/w＝0.5时裂纹扩展路径图. 

由计算结果可以看出, 用广义扩展有限元法求

得的裂尖应力强度因子与分析解相比误差很小, 且

较文献[7]采用扩展有限元法的给出的数值解更接近

分析解. 水平裂纹裂尖的应力强度因子高于斜裂纹

对应的值, 裂纹扩展过程是水平裂纹先行扩展, 基本呈

水平方向, 斜裂纹后续扩展, 与水平线约呈15°角向 

两端发展, 并具有较好的对称性. 

5  结语 

广义有限元法将传统有限元结点自由度广义化, 

通过提高插值函数的阶次, 有效的增加计算结果的 

 

图 6  (网络版彩图)矩形薄板上的交叉型裂纹及所受荷载 
Figure 6  (Color online) Rectangular thin plate containing branched  

crack and the load subjected on it. 

表 1  不同方法得到的裂尖处应力强度因子 
Table 1  The stress intensity factor of crack tip gained for different methods 

 
30° 45° 60° 

文献[12] 文献[7] 本文解 文献[12] 文献[7] 本文解 文献[12] 文献[7] 本文解 

b/a=0.2 

KA 
I / πc  1.012 1.014 1.013 1.015 1.019 1.017 1.018 1.018 1.018 

KB 
I / πc  0.667 0.674 0.670 0.528 0.532 0.531 0.335 0.339 0.337 

KB 
II / πc  0.247 0.254 0.249 0.405 0.412 0.409 0.492 0.493 0.493 

b/a=0.4 

KA 
I / πc  1.018 1.020 1.019 1.023 1.022 1.024 1.028 1.028 1.028 

KB 
I / πc  0.659 0.659 0.659 0.504 0.502 0.505 0.295 0.295 0.295 

KB 
II / πc  0.295 0.299 0.298 0.460 0.459 0.461 0.546 0.546 0.547 

b/a=0.6 

KA 
I / πc  1.023 1.022 1.023 1.029 1.030 1.030 1.039 1.038 1.039 

KB 
I / πc  0.657 0.659 0.658 0.497 0.498 0.498 0.284 0.284 0.285 

KB 
II / πc  0.319 0.322 0.321 0.485 0.486 0.485 0.568 0.567 0.568 

b/a=0.8 

KA 
I / πc  1.026 1.028 1.028 1.036 1.036 1.036 1.053 1.053 1.053 

KB 
I / πc  0.658 0.660 0.659 0.495 0.494 0.495 0.281 0.281 0.281 

KB 
II / πc  0.333 0.336 0.335 0.498 0.497 0.498 0.567 0.573 0.569 

b/a=1.0 

KA 
I / πc  1.030 1.027 1.031 1.044 1.045 1.044 1.069 1.066 1.070 

KB 
I / πc  0.658 0.659 0.659 0.495 0.493 0.495 0.281 0.281 0.281 

KB 
II / πc  0.343 0.344 0.343 0.506 0.504 0.507 0.577 0.576 0.578 
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图 7  (网络版彩图)薄板中心交叉型裂纹扩展路径图 
(a) 左端裂纹贯穿时的扩展路径图, (b) 裂纹最终贯穿时的扩展路径图 
Figure 7  (Color online) The extension path of branched crack in 
rectangular thin plate. (a) Crack extension path when left crack section 
runs through the plate edge, (b) Crack extension path when right crack 

section runs through the plate edge. 

精度, 且在非线性分析方面较传统有限元更为可靠; 

而扩展有限元法通过在裂纹面单元加进不连续改进

函数来构造位移函数, 克服了常规有限元法分析不

连续问题, 特别是断裂问题时的诸多缺点. 本文结合

广义有限元法和扩展有限元法各自的优势, 提出一

种新的方法——广义扩展有限元法(GXFEM), 并利

用该方法进行了交叉裂纹分析和数值模拟. 研究结

果表明, 利用广义扩展有限元法计算交叉裂纹的扩

展问题, 不需要进行过密的网格划分, 且网格在裂纹

扩展后无需重新剖分, 具有相当高的计算精度, 是进

行结构破坏演化分析的一种有效方法. 
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An efficient method for cross crack growth analysis 
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A new numerical method-generalized extended finite element method (GXFEM) is proposed in this paper by 
combining the generalized finite element method (GFEM) and the extended finite element method (XFEM). The 
basic principles of GXFEM are presented in detail and relevant formula is derived. Some important problems in 
numerical realization are discussed. Then, a method of calculating stress intensity factors (SIF) in the analysis of 
fracture problems is given by using GXFEM. The GXFEM program to analyze fracture process is compiled. The 
numerical examples are applied to calculate the SIF and to simulate the crack propagation. The results show that it is 
not necessary to set frequent grids, or to re-mesh when cracks propagate. In addition, the results are provided with 
very high accuracy. 
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