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摘要 对二维 Vilenkin 型系统, 我们定义加权平均极大算子 T (i.e. Tf := supn=(n1,n2)∈P2,β−16n1/n26β

|Hnf |), 并证明此算子是弱 (1, 1) 型、强 (p, p) 型 (1 < p 6 ∞) 以及 (H, L) 型, 其中 Hnf 表示部分和

的加权平均, H 表示 Hardy 空间. 借用此结果得到序列 Hnf 是几乎处处收敛于可积函数 f .
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1 引言

对二维三角 Fourier 级数 Marcinkiewicz 和 Zygmund[1] 证明当 β−1 6 m/n 6 β (β > 1) 时序列

σ(m,n)f 是几乎处处收敛于 f . 众所周知, 经典 Fejér 核函数可由单调递减的可积函数来控制, 但此结

论对一维 Walsh Fejér核函数不成立. 过去几十年, 许多学者对 Walsh函数进行研究,得到很多好的结

果. Móricz, 等人 [2] 证明当 f ∈ L1(Q2), |n1 − n2| 6 α 时, 序列 σ(2n1,2n2 )f 几乎处处收敛于 f . Weisz[3]

分别讨论一维和二维 Walsh 情况下 σnf 是几乎处处收敛于 f 的. Taibleson[4] 把此结论推广到 P - 级

数域. Gát[5] 则讨论在二整数群下 σnf 是几乎处处收敛于 f 的. 随后 Gát[6] 证明对每个可积函数 f 满

足 β−1 6 n1/n2 6 β (β > 1) 条件时序列 σ(n1,n2)f → f 几乎处处收敛于 f . Goginava[7] 更是证明对于

d- 维 Walsh 系统下 σnf 是几乎处处收敛于 f . 本文便是在此基础上考虑加权平均极大算子的有界性,

即算子 T 是弱 (1, 1) 型、强 (p, p) 型 (1 < p 6 ∞) 以及 (H, L) 型, 其中 Hnf 表示部分和的加权平均,

H 表示 Hardy 空间. 借用此结果得到序列 Hnf 是几乎处处收敛于可积函数 f .

2 定义及符号

我们用 N、P分别表示非负整数集合和正整数集合. m := (m0,m1, . . . , mk, . . .)和 w := (w0, w1, . . . ,

wk, . . .)是两自然数序列并满足mk > 2 (k ∈ N). Zmk
表示mk-离散循环群,即 Zmk

= {0, 1, . . . , mk−1}.
Gm 表示由所有 Zmk

生成的紧 Abel群,则 Gm 中任一元素 x有如下表示形式: x = (x0, x1, . . . , xk, . . .),

xk ∈ Zmk
. 群 Gm 上拓扑可由 In 诱导生成, 其中

In(0) := {(x0, x1, . . . , xk, . . .) ∈ Gm : xk = 0 (k = 0, . . . , n− 1)},
I0(0) := Gm, In(x) := In(0) + x, n ∈ N.
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若序列 m 是有界的, 则称 Vilenkin 空间 Gm 是有界的. 定义 M0 := 1, Mk+1 := mkMk (k ∈ N),

则任一自然数 n 有唯一表达式 n =
∑∞

k=0 nkMk, 0 6 nk < mk, nk ∈ N. 令 |n| := max{k ∈ N : nk 6= 0},
n(k) =

∑∞
j=k njMj , 则 M|n| 6 n < M|n|+1 (参见文献 [8]).

定义 2.1 复值函数 rn
k : Gm −→ C 称为广义 Rademacher 函数 [9], 假若满足如下三条性质:

(i) rn
k 是 Σk+1- 可测的 (i.e. rn

k (x) 紧依赖 x0, x1, . . . , xk, k, n ∈ N), r0
k = 1.

(ii) 若 Mk 整除 n 和 l, n(k+1) = l(k+1) (k, l, n ∈ N), 则

Ek(rn
k r̄l

k) =





1, 当 nk = lk,

0, 当 nk 6= lk,

其中 Ek 表示关于 Σk 的条件期望算子, z̄ 表示 z 的共轭复数.

(iii) 对任意的 n, k ∈ N, |rn
k | = 1.

定义 2.2 定义 Vilenkin 型系统 ψ = (ψn : n ∈ N) 如下:

ψn :=
∞∏

k=0

rn(k)

k , n ∈ N,

因 r0
k = 1, ψn =

∏|n|
k=0 rn(k)

k .

对可积函数 f 用 f̂(k), Snf, σnf 分别表示 Fourier 系数, 部分和及 Cesáro 均值, 即

f̂(k) : =
∫

Gm

fψ̄k, k ∈ N,

Snf : =
n−1∑

k=0

f̂(k)ψk, n ∈ P, S0f := 0,

σnf : =
1
n

n−1∑

k=0

Skf, n ∈ P, σ0f := 0.

文中将用到如下记号:

Wn : =
n−1∑

k=0

wk, Dn(y, x) :=
n−1∑

k=0

ψk(y)ψ̄k(x), n ∈ P, D0 := 0,

Kn : =
1
n

n−1∑

j=0

Dk, n ∈ P,K0 := 0, Vn :=
1

Wn

n−1∑

k=0

wkDk, n ∈ P, V0 := 0,

Va,b : =
a+b−1∑

k=a

wkDk, ψk,n :=
∞∏

s=n

rk(s)

s , ψk,n,l :=
l∏

s=n

rk(s)

s .

众所周知, Dirichlet 核具有如下性质 [9]:

DMn
(y, x) =





Mn, 当 y ∈ In(x),

0, 当 y ∈ Gm\In(x).
(2.1)

下边我们介绍二维 Vilenkin 型系统. 对 (n1, n2) = n ∈ N2 定义 ∨n := max{n1, n2},∧n :=

min{n1, n2}. 取 m̃ 是一类似 m 的序列. Ĩn 类似于 In. 定义 ñ = ñ(n) := min{l ∈ N : Mn 6 M̃l},
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则存在常数 c满足Mn 6 M̃ñ 6cMn (n ∈ N),从而我们用 cMn (c > 1)代替 M̃ñ.本文假定序列 m, m̃,w

是有界的.

Gm ×Gm̃ 表示 Gm 与 Gm̃ 的笛卡尔乘积. 若 ψ̃ 是空间 Gm̃ 的 Vilenkin 型系统, 从而我们定义乘

积空间的的正交系统 ψ × ψ̃:

ψ × ψ̃ := {ψk(x) · ψ̃l(y) : k, l ∈ N (x ∈ Gm, y ∈ Gm̃)}.

对 n = (n1, n2) ∈ N2, f ∈ L1(Gm ×Gm̃) 定义二维 Fourier 级数的部分和加权平均及 Cesàro 均值如下:

Hnf = f ∗ (Vn1 × Vn2), σnf = f ∗ (Kn1 ×Kn2),

其中 Vn1 × Vn2(X, Y ) = Vn1(x1, y1) · Vn2(x2, y2), x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ Gm ×Gm̃, ∗ 表示卷积, 即

H(n1,n2)f(x) =
∫

Gm

∫

Gm̃

f(u, v)Vn1(x1, u)Vn2(x2, v).

我们用 T 表示加权平均极大算子, 即 Tf := supn=(n1,n2)∈P2,β−16n1/n26β |Hnf |.
原子分解方法是一个非常有效的方法，可以方便的将一维和多维情况统一处理 (参见文献 [10, 11,

12]).

定义 2.3 函数 a ∈ L∞(Gm × Gm̃) 称为原子, 假若存在矩形 Ik(x1) × Ĩk̃(x2) (x = (x1, x2) ∈
Gm ×Gm̃) 满足

1) supp a ⊂ Ik(x1)× Ĩk̃(x2),

2) ‖a‖∞ 6 Mk · M̃k̃,

3)
∫

Gm×Gm̃
a = 0.

定义 2.4 称可积函数 f ∈ L1(Gm×Gm̃)属于空间H(Gm×Gm̃),假若存在常数序列 λj ∈ C (j ∈ P)

和原子序列 aj (j ∈ P) 满足
∑∞

j=1 |λj | < ∞, f =
∑∞

j=1 λjaj . 此时空间 H 是 Banach 空间, 范数为

‖f‖H := inf
∑∞

j=1 |λj |, 其中下确界是由 f 的所有原子分解来确定的.

注 文中出现的常数 c 在不同的位置可表示不同的值.

3 主要结果

定理 3.1 算子 T 是弱 (1, 1) 型和强 (p, p) 型 (1 < p 6 ∞), 即存在常数 c 满足

µ({Tf > λ}) 6 c
‖f‖1

λ
, ∀λ > 0, ∀f ∈ L1(Gm ×Gm̃),

‖Tf‖p 6 c‖f‖p, ∀f ∈ Lp(Gm ×Gm̃).

定理 3.2 若 f ∈ L1(Gm ×Gm̃), 则当 n1, n2 →∞, β−1 6 n1/n2 6 β (β > 1) 时, 序列 H(n1,n2)f

几乎处处收敛于 f .

推论 3.3 若 f ∈ L1(Gm ×Gm̃), 则当 n1, n2 → ∞, β−1 6 n1/n2 6 β (β > 1) 时, 序列 σ(n1,n2)f

几乎处处收敛于 f .

定理 3.4 算子 T 是 (H, L) 型的, 即存在常数 c 满足 ‖Tf‖1 6 c‖f‖H , ∀f ∈ H(Gm ×Gm̃).

引理 3.1[9]

Dn(y, x) =
∞∑

s=0

ψn,s+1(y)ψ̄n,s+1(x)DMs
(y, x)

ns−1∑

j=0

rn(s+1)+jMs
s (y)r̄n(s+1)+jMs

s (x).
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引理 3.2 ∫

It(y)\It+1(y)

|Vn(s),Ms
(y, x)|2dµ(x) 6 cM2

t Ms, s, t ∈ N.

证明 假定 s 6 t. 当 x ∈ It(y)\It+1(y) 时, 有

|Vn(s),Ms
(y, x)| 6

n(s)+Ms−1∑

k=n(s)

wk|Dk(y, x)|

=
n(s)+Ms−1∑

k=n(s)

wk

∣∣∣∣
t−1∑

i=0

Mi

t∏

k=i+1

ψn,t(y)ψ̄n,t(x)
ni−1∑

j=0

|rn(i+1)+jMi

i (y)|2

+ Mtψn,t(y)ψ̄n,t(x)
nt−1∑

j=0

rn(t+1)+jMt

t (y)r̄n(t+1)+jMt

t (x)
∣∣∣∣

6 c

n(s)+Ms−1∑

k=n(s)

wk

( t−1∑

i=0

Mi + Mt

)
6 cMtMs.

从而

∫

It(y)\It+1(y)

|Vn(s),Ms
(y, x)|2dµ(x) 6 cM2

t M2
s /Mt 6 cM2

t Ms. (3.1)

现假定 s > t. 当 x ∈ It(y)\It+1(y) 时, 有

Vn(s),Ms
(y, x) =

n(s)+Ms−1∑

k=n(s)

wk

t−1∑

i=0

Mi|ψk,i+1,t−1(x)|2 × ψk,t(y)ψ̄k,t(x)
ki−1∑

l=0

|rk(i+1)+lMi
i (x)|2

+
n(s+1)+(j+1)Ms−1∑

k=n(s+1)+jMs

wkMtψk,t+1(y)ψ̄k,t+1(x)×
kt−1∑

l=0

rk(t+1)+lMt
t (y)r̄k(t+1)+lMt

t (x)

=
n(s)+Ms−1∑

k=n(s)

wk

t−1∑

i=0

Mi × ψk,t(y)ψ̄k,t(x)
ki−1∑

l=0

|rk(i+1)+lMi
i (x)|2

+
n(s+1)+(j+1)Ms−1∑

k=n(s+1)+jMs

wkMtψk,t+1(y)ψ̄k,t+1(x)×
kt−1∑

l=0

rk(t+1)+lMt
t (y)r̄k(t+1)+lMt

t (x)

=: A1(y, x) + A2(y, x).

由广义 Rademacher 定义 (iii) 知

∣∣∣∣
kt−1∑

l=0

rk(t+1)+lMt
t (y)r̄k(t+1)+lMt

t (x)
∣∣∣∣ 6 kt 6 c. (3.2)

又因

∫

It+1(v)

ψ̄k,t+1(x)ψl,t+1(x)dµ(x) =
1

Mt+1
Et+1(ψ̄k,t+1ψl,t+1(v)) =





1
Mt+1

, 当 k(t+1) = l(t+1),

0, 其他,
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其中 k, l ∈ [n(s), n(s+1) + Ms), s > t, v ∈ Gm. 令 y ∈ It(u), 则

∫

It(u)

|A2(y, x)|2dµ(x) =
mt−1∑
ut=0

∫

It+1(u)

M2
t

∑

k,l∈[n(s),n(s)+Ms)

wkψk,t+1(y)ψl,t+1(y)wlψ̄k,t+1(x)ψl,t+1(x)

·
kt−1∑

i=0

rk(t+1)+iMt
t (y)r̄k(t+1)+iMt

t (x)
lt−1∑
a=0

rl(t+1)+aMt
t (y)r̄l(t+1)+aMt

t (x)dµ(x)

6 cM2
t

mt−1∑
ut=0

1
Mt+1

sup
|k|=|n|>t

∑

k,l∈[n(s),n(s)+Ms),k(t+1)=l(t+1)

wkwl

6 cM2
t

n(s)+Ms−1∑

k=n(s)

wk 6 cM2
t Ms. (3.3)

另一方面, 当 b < t 时, rk
b 是 Σt- 可测的, 从而

∫

It(u)

|A1(y, x)|2dµ(x) 6 cM2
t

∑

k,l∈[n(s)+,n(s)+Ms)

( ∫

It(u)

ψ̄k,t(x)ψl,t(x)dµ(x)
)
|wkψk,t(y)wlψ̄l,t(y)|.

又因

∫

It(u)

ψ̄k,t(x)ψl,t(x)dµ(x) =





1
Mt

, k(t) = l(t),

0, 其他,

我们有
∫

It(y)

|A1(y, x)|2dµ(x) 6
∑

k,l∈[n(s),n(s)+Ms),kt=l(t)

wkwl
1

Mt
cM2

t

6 cM2
t

n(s)+Ms−1∑

k=n(s)

wk 6 cM2
t Ms. (3.4)

由于 It(y)\It+1(y) ⊂ It(y) = It(u), 引理 3.2 得到证明.

引理 3.3 令 A, s, t ∈ N, A > s, 则
∫

It(y)\It+1(y)

sup
|n|=A

|Vn(s),Ms
(y, x)|dµ(x) 6 c(MtMA)

1
2 , n ∈ N.

证明 由引理 3.2 和 Cauchy 不等式知
∫

It(y)\It+1(y)

sup
|n|=A

|Vn(s),Ms
(y, x)|dµ(x)

6
( ∫

It(y)\It+1(y)

(
sup
|n|=A

|Vn(s),Ms
(y, x)|

)2

dµ(x)
)1/2

× µ(It(y)\It+1(y))1/2

6 c

(Mt)1/2

( ∫

It(y)\It+1(y)

ms−1∑
ns=0

ms+1−1∑
ns+1=0

· · ·
mA−1∑
nA=0

|Vn(s),Ms (y, x)|2dµ(x)
)1/2

6 c(ms ·ms+1 · · ·mAM2
t Ms)1/2 1

(Mt)1/2
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= c(MA/MsM
2
t Ms)1/2 1

(Mt)1/2
= c(MtMA)1/2,

引理 3.3 得证.

引理 3.4 ∫

Ik(y)\Ik+1(y)

sup
n>Ml

|Vn(y, x)|dµ(x) 6 c

(
Mt

Ml

)1/2

, k, l ∈ N.

证明 由引理 3.2 和引理 3.3 以及 n(s) 的定义 (n(s) =
∑∞

n=s nsMs =
∑|n|

n=s nsMs) 知,

(1)(t 6 l)
∫

It(y)\It+1(y)

sup
n>Ml

|Vn(y, x)|dµ(x)

6 c
∞∑

A=l

( t∑
s=0

∫

It(y)\It+1(y)

sup
MA6n(s)<MA+1

|Vn(s),Ms
(y, x)|dµ(x)

)
1

MA

+ c
∞∑

A=l

( A∑
s=t+1

∫

It(y)\It+1(y)

sup
MA6n(s)<MA+1

|Vn(s),Ms
(y, x)|dµ(x)

)
1

MA

6 c
∞∑

A=l

( t∑
s=0

MtMsµ(It(y)\It+1(y)) + (A− t)(MtMA)1/2

)
1

MA

6 c

∞∑

A=l

(
Mt/MA + c

∞∑

A=l

(A− t)(MtMA)1/2

)
1

MA

6 cMt/Ml + c(l − t)
(

Mt

Ml

)1/2

6 c

(
Mt

Ml

)1/2

; (3.5)

(2)(t > l)
∫

It(y)\It+1(y)

sup
n>Ml

|Vn(y, x)|dµ(x)

=
∫

It(y)\It+1(y)

sup
n>Mt

|Vn(y, x)|dµ(x) +
∫

It(y)\It+1(y)

sup
Mt>n>Ml

|Vn(y, x)|dµ(x)

6 c + cMtµ(It(y)\It+1(y)) 6 c(Mt/Ml)1/2. (3.6)

引理 3.4 得证.

令 f ∈ L1(Gm ×Gm̃), supp f ⊂ J = Ik(x1)× Ĩk̃(x2) (k, k̃ ∈ N, (x1, x2) ∈ Gm ×Gm̃).

引理 3.5 固定 A, k ∈ N 且满足 A > k − c, 则

∫

Gm×Gm̃\J
sup{|Hnf | : n = (n1, n2) ∈ P2,∧n > MA, β−1 6 n1/n2 6 β} 6 c

(
Mk

MA

)1/2

‖f‖1.

证明 我们按照如下方式分解集合 Gm ×Gm̃\J :

Gm ×Gm̃\J = (Gm\Ik(x1))× (Gm̃\Ĩk̃(x2)) ∪ (Ik(x1)×Gm̃\Ĩk̃(x2)) ∪Gm\Ik(x1))× Ĩk̃(x2)

=: J1 ∪ J2 ∪ J3.

我们引入如下记号: 假定 0 < d 6 D,

L
(D)
d := sup

n∈P2, β−16n1/n26β,d6∧n∨n6D

, Ld := sup
n∈P2, β−16n1/n26β,d6∧n

.
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由引理 3.4 和 Fubini 定理知

∫

J1

LMA
|Hnf | 6

k−1∑
a=0

k̃−1∑

b=0

∫

(Ia(x1)\Ia+1(x1))×(Ĩb(x2)\Ĩb+1(x2))

|LMA
Hnf |

=
k−1∑
a=0

k̃−1∑

b=0

∫

(Ia(x1)\Ia+1(x1))×(Ĩb(x2)\Ĩb+1(x2))

LMA

∣∣∣∣
∫

J

f(y, z)Vn1(y, u)Vn2(z, v)dµ(y)dµ(z)
∣∣∣∣dµ(u)dµ(v)

6 c

k−1∑
a=0

k̃−1∑

b=0

∫

J

|f(y, z)|
∫

(Ia(x1)\Ia+1(x1))×(Ĩb(x2)\Ĩb+1(x2))

LMA
|Vn1(y, u)Vn2(z, v)|dµ(u)dµ(v)dµ(y)dµ(z)

6 c
k−1∑
a=0

k̃−1∑

b=0

(√
Ma

MA

√
M̃b

MA

) ∫

J

|f(y, z)| 6 c

√
Mk

MA

√
M̃k̃

MA

∫

J

|f(y, z)| 6 c
Mk

MA
‖f‖1.

以下,我们考虑 LMA
|Hnf |在 J3 的积分. 令 ei := (0, . . . , 0, 1, 0, . . .) ∈ Gm̃ (i ∈ N). ε :=

∑r
i=k̃ εiei ∈

Gm̃, k̃, r ∈ N, r > k̃, 其中 εi ∈ Zm̃, i = k̃, . . . , r. 则

J = Ik(x1)×
⋃

εi∈Zm̃,i=k̃,...,r

Ĩr+1(x2 + ε) =:
⋃
ε

Jε.

若 a = 0, 1, . . . , k − 1; b = k̃, . . . , r; ε :=
∑r

i=k̃ εiei ∈ Gm̃,

Ja,b
3,ε := (Ia(x1)\Ia+1(x1))× (Ĩb(x2 + ε)\Ĩb+1(x2 + ε)),

Ja
3,ε := (Ia(x1)\Ia+1(x1))× (Ĩr+1(x2 + ε)).

则

J3 =
( k−1⋃

a=0

r⋃

b=k̃

Ja,b
3,ε

)
∪

k−1⋃
a=0

Ja
3,ε.

从而我们有

LMA
|Hnf | 6

∞∑

r=A

sup
n=(n1,n2)∈P2,β−16n1/n26β,Mr6∧n6Mr+1

|Hnf | 6
∞∑

r=A

L
(β·Mr+1)
Mr

|Hnf |. (3.7)

假定 A > k, 则

∫

J3

LMA
|Hnf | 6

∞∑

r=A

∫

J3

L
(β·Mr+1)
Mr

|Hnf |

=
∞∑

r=A

∫

J3

L
(β·Mr+1)
Mr

∣∣∣∣
∫

J

f(u, v)Vn1(y, x)Vn2(z, v)dµ(u)dµ(v)
∣∣∣∣dµ(y)dµ(z)

6
∞∑

r=A

∫

J3

L
(β·Mr+1)
Mr

∑
ε

∣∣∣∣
∫

Jε

f(u, v)Vn1(y, x)Vn2(z, v)dµ(u)dµ(v)
∣∣∣∣dµ(y)dµ(z)

6
∞∑

r=A

∑
ε

(
k−1∑
a=0

r∑

b=k̃

∫

Ja,b
3, ε

L
(β·Mr+1)
Mr

∣∣∣∣
∫

Jε

f(u, v)Vn1(y, x)Vn2(z, v)dµ(u)dµ(v)
∣∣∣∣dµ(y)dµ(z)

+
k−1∑
a=0

∫

Ja
3, ε

L
(β·Mr+1)
Mr

∣∣∣∣
∫

Jε

f(u, v)Vn1(y, x)Vn2(z, v)dµ(u)dµ(v)
∣∣∣∣dµ(y)dµ(z))
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=:
∞∑

r=A

∑
ε

(B1 + B2).

由引理 3.4 (类似于 J1), 我们给出 B1 的上界.

B1 6
k−1∑
a=0

r∑

b=k̃

∫

Ja,b
3, ε

L
(β·Mr+1)
Mr

∣∣∣∣
∫

Jε

f(u, v)Vn1(y, x)Vn2(z, v)dµ(u)dµ(v)
∣∣∣∣dµ(y)dµ(z)

6 c

k−1∑
a=0

r∑

b=k̃

∫

Jε

|f |
√

MaM̃b

M2
r

6 c

k−1∑
a=0

√
Ma

Mr

∫

Jε

|f |. (3.8)

从而,
∞∑

r=A

∑
ε

B1 6 c

(
Mk

MA

)1/2

‖f‖1. (3.9)

另一方面,

B2 6
k−1∑
a=0

∫

Ja
3, ε

L
(β·Mr+1)
Mr

∣∣∣∣
∫

Jε

f(u, v)Vn1(y, x)Vn2(z, v)dµ(u)dµ(v)
∣∣∣∣dµ(y)dµ(z)

6 c

k−1∑
a=0

∫

Jε

|f(u, v)|
∫

Ja
3, ε

L
(β·Mr+1)
Mr

|Vn1(y, x)Vn2(z, v)|dµ(y)dµ(z)dµ(u)dµ(v)

6 c
k−1∑
a=0

∫

Jε

|f(u, v)|
(

Ma

Mr

)1/2
β ·Mr + 1

Mr
6 c

√
Mk

Mr

∫

Jε

|f |. (3.10)

此即意味
∞∑

r=A

∑
ε

B2 6 c

√
Mk

MA
‖f‖1. (3.11)

假定 A 6 k, 由条件 k − c < A 6 k 及引理 3.4 和 Fubini 定理知,
∫

J3

LMA
|Hnf | 6

∞∑

r=A

∫

J3

L
(β·Mr+1)
Mr

|Hnf |

=
∞∑

r=A

∫

J3

L
(β·Mr+1)
Mr

∣∣∣∣
∫

J

f(u, v)Vn1(y, x)Vn2(z, v)dµ(u)dµ(v)
∣∣∣∣dµ(y)dµ(z)

=
∞∑

r=k+1

∫

J3

L
(β·Mr+1)
Mr

∣∣∣∣
∫

J

f(u, v)Vn1(y, x)Vn2(z, v)dµ(u)dµ(v)
∣∣∣∣dµ(y)dµ(z)

+
k∑

r=A

∫

J3

L
(β·Mr+1)
Mr

∣∣∣∣
∫

J

f(u, v)Vn1(y, x)Vn2(z, v)dµ(u)dµ(v)
∣∣∣∣dµ(y)dµ(z)

6 c

√
Mk

Mk
‖f‖1 + c

k∑

r=A

∫

J

|f(u, v)|
∫

J3

L
(β·Mr+1)
Mr

|Vn1(y, x)Vn2(z, v)|dµ(y)dµ(z)dµ(u)dµ(v)

6 c‖f‖1 + c
k∑

r=A

‖f‖1
k−1∑
a=0

√
Ma/Mr

β ·Mr + 1
Mk

6 c

√
Mk

MA
‖f‖1. (3.12)

从而, ∫

J3

LMA
|Hnf | 6 c

√
Mk

MA
‖f‖1. (3.13)
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我们可以类似讨论在 J2 上的积分. 从而
∫

Gm×Gm̃\J
LMA

|Hnf | 6 c

(
Mk

MA

)1/2

‖f‖1. (3.14)

引理 3.5 得证.

引理 3.6 (C-Z 分解) 假定 f ∈ L1(Gm ×Gm̃), λ > ‖f‖1. 则存在常数 c (仅依赖于 mn, m̃n), f 的

分解 f =
∑∞

j=0 fj 及一列互不相交集合 Jn := Ikn
(x(n)

1 )× Ĩk̃n
(x(n)

2 ), 满足 supp fj ⊂ Jn,

∫

Jn

fn = 0
∫

Jn

‖fn‖dµ 6 cλµ(Jn), n ∈ P, ‖f0‖∞ 6 cλ, ‖f0‖1 6 c‖f‖1, µ(F ) 6 c‖f‖1
λ

,

其中 F =
⋃

n∈P Jn.

4 定理的证明

定理 3.1 的证明 假定 f ∈ L1(Gm ×Gm̃). 由算子 T 的次线性知

µ({Tf > 2cλ}) 6 µ({Tf0 > 2cλ}) + µ(F ) +
1
cλ

∫

Gm×Gm̃\F
T

( ∞∑

i=1

fi

)

6 c
‖f‖1

λ
+

∞∑

i=1

∫

Gm×Gm̃\F
Tfi.

由广义 Rademacher函数及 Dirichlet核的加权平均的定义知,当 n1 6 Mki
, n2 < M̃k̃i

时 H(n1,n2)fi

= 0. 从而

Tfi = {sup |Hnfi| : n = (n1, n2) ∈ P2, β−1 6 n1/n2 6 β}
= {sup |Hnfi| : n = (n1, n2) ∈ P2, β−1 6 n1/n2 6 β, n1 6 Mki 或 n2 > M̃k̃i

> Mki}
6 {sup |Hnfi| : n = (n1, n2) ∈ P2, β−1 6 n1/n2 6 β,∧n > Mki}.

由引理 3.5 得

µ({Tf > 2cλ}) 6 c
‖f‖1

λ
+

1
cλ

∞∑

i=1

∫

Gm×Gm̃\F
Tfi 6 c

‖f‖1
λ

+
1
cλ

∞∑

i=1

∫

Gm×Gm̃\Ji

Tfi

6 c
‖f‖1

λ
+ c

‖fi‖1
λ

6 c
‖f‖1

λ
+ c

1
λ

∫

Gm×Gm̃

|f − f0| 6 c
‖f‖1

λ
.

从而算子 T 是 (1, 1) 型的. 又因 ‖Vn1 × Vn2‖1 6 c (n1, n2 ∈ P) 即算子是 (∞,∞) 型的, 由内插定理知

结论成立.

定理 3.2 的证明 因二维多项式 P =
∑r

k=0

∑s
l=0 ck,lψkψ̄l (ck,l ∈ C, r, s ∈ P) 满足

lim
∧n→∞

H(n1,n2)P = P,

点点成立, 由稠密理论及定理 3.1 知定理成立.

定理 3.4 的证明 假定 a 为原子且满足 supp a ⊂ Ik(x1) × Ĩk̃(x2) = J, ‖a‖∞ 6 Mk · M̃k̃ (k, k̃ ∈
P, x = (x1, x2) ∈ Gm ×Gm̃)

‖Ta‖1 6
∫

J

|Ta|+
∫

Gm×Gm̃\J
|Ta|.
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由于算子 T 是强 (2,2) 型的, 则
∫

J

|Ta| 6 c‖Ta‖2µ(J)1/2 6 c‖a‖2µ(J)1/2 6 c‖a‖∞µ(J) 6 c.

从而当 n1 6 Mk, n2 < M̃k̃ 时 H(n1,n2)a = 0. 由引理 3.5 知
∫

Gm×Gm̃\J
|Ta| 6 c

∫

Gm×Gm̃\J
LMk

|Hna| 6 c‖a‖1 6 ‖a‖∞µ(J) 6 c.

定理得证.
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Weighted average of Dirichlet kernels for two-dimensional
Vilenkin-like systems

ZHANG ChuanZhou & ZHANG XueYing

Abstract For two-dimensional Vilenkin-like systems we define the weighted maximal operator T (i.e. Tf :=

supn=(n1,n2)∈P2,β−16n1/n26β |Hnf |), where Hnf is the weighted average for partial sums and prove the operator

T is of weak type (1, 1) and of type (p, p) for 1 < p 6 ∞. As a consequence, we prove the a.e. convergence of

sequence Hnf provided the quotient of the indices is bounded. Moreover the operator T is of type (H, L), where

H is the Hardy space.

Keywords: Vilenkin-like system, weighted average, a.e. convergence
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