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摘要 本文首次系统性地构建具有各种光滑度的二维有限元复形,涵盖了 de Rham复形、curl div复形、

弹性复形、Hessian复形和 div div复形等. 首先借助单纯形格点的几何分解和多项式空间的 Bernstein

基, 构造二维光滑标量有限元, 其中顶点处的可微性阶数至少是边上的两倍. 其次, 通过使用光滑参数

满足特定关系的光滑有限元, 设计不同光滑度的有限元 de Rham 复形. 最后, 利用 Bernstein-Gelfand-

Gelfand (BGG) 框架, 基于有限元 de Rham 复形构造出有限元弹性复形、有限元 Hessian 复形和有限

元 div div 复形等. 本研究是首次系统地构建有限元复形的工作. 此外, 单纯形格点的几何分解和离散

BGG 构造等新工具, 也将有助于本领域的进一步研究.

关键词 有限元复形 Bernstein-Gelfand-Gelfand 框架 光滑有限元 几何分解 单纯形格点 Bernstein 基
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1 引言

Hilbert 复形在偏微分方程理论分析及其稳定数值方法设计中扮演着核心角色 (参见文献 [2, 3, 6,

13]). Arnold和 Hu [7] 提出了 Bernstein-Gelfand-Gelfand (BGG)框架的系统方法,用以从诸如 de Rham

复形这样的经典微分复形中衍生出新的复形. 本文旨在将 BGG框架推广到二维区域上的有限元复形,

二维区域上的有限元复形涵盖了不同光滑性级别的有限元 de Rham复形、有限元 curl div复形、有限

元弹性复形、有限元 Hessian 复形及有限元 div div 复形等.

首先, 应用 Hu 等 [32] 的工作, 通过几何分解的方法来构造光滑有限元. 考虑区域 Ω ⊂ R2 上的三

角剖分 Th. 顶点和边上的光滑度 (可微性)分别由参数 rv 和 re 确定,用 r = (rv, re)表示. 当 rv > 2re

且 k > 2rv + 1 时, 利用单纯形格点 T2
k = {α = (α0, α1, α2) ∈ N0:2 | α0 + α1 + α2 = k} 的几何分解和多

项式的 Bernstein 基 {λα, α ∈ T2
k} 来构建 Cre 连续的有限元空间 Vk(Th; r), 其中 λ = (λ0, λ1, λ2) 代表

重心坐标. Cre 连续性确保了 Vk(Th; r) ⊂ Hre+1(Ω).
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接下来, 给出 de Rham 复形的有限元离散. 对于 r > 1, 有如下的 de Rham 复形:

R ↪→ Hr+1(Ω)
curl−−→ Hr(Ω;R2)

div−−→ Hr−1(Ω) → 0; (1.1)

对于 r > 0 且 s > max{r − 1, 0} 混合正则性的情形, 有

R ↪→ Hr+1(Ω)
curl−−→ Hr,s(div,Ω)

div−−→ Hs(Ω) → 0, (1.2)

其中 Hr,s(div,Ω) 定义为满足 v ∈ Hr(Ω;R2) 和 divv ∈ Hs(Ω) 的向量场空间. 显然, (1.1) 是 (1.2) 的

一种特殊情形, 也被称为 Stokes 复形, 因为 H1(Ω;R2)×L2(Ω) 对应到 Stokes 方程的速度和压力空间.

选择整数向量 r0 = (rv0, r
e
0), r1 = (rv1, r

e
1), r2 = (rv2, r

e
2), 满足 rv1 > 2re1 + 1, rv2 > 2re2, r0 = r1 + 1,

r1 > −1, r2 > r1 ⊖ 1 := max{r1 − 1,−1}, 以及 k 足够大, 本文构建如下具有不同光滑度的有限元 de

Rham 复形:

R ↪→ Vcurl
k+1(Th; r0)

curl−−→ Vdiv
k (Th; r1, r2)

div−−→ VL2

k−1(Th; r2) → 0, (1.3)

这是 de Rham 复形 (1.2) 的协调有限元离散. 当 r1 > 0 时, (1.3) 也是 Stokes 复形 (1.1) 的协调有限元

离散.

通过对向量场和微分算子作旋转, 还可以得到包含 grad 算子和 rot 算子的有限元 de Rham 复形

R ⊂−→ Vgrad
k+1 (Th; r0)

grad−−−→ Vrot
k (Th; r1, r2)

rot−−→ VL2

k−1(Th; r2) −→ 0, (1.4)

其中 Vrot
k (Th; r1, r2)空间可应用于 Maxwell方程或四阶 curl问题的离散求解. 将两个有限元 de Rham

复形 (1.3) 拼接在一起可以得到有限元 curl div 复形

R× {0} ⊂−→ Vcurl
k+1(r0)× R (curl ,x)−−−−−→ Vdiv

k (r1, r2)
curl div−−−−−→ Vdiv

k−2(r2 − 1, r3)
div−−→ VL2

k−3(r3) −→ 0.

现有文献中多个二维区域上的有限元 de Rham 复形是 (1.3) 或 (1.4) 的特例, 详见表 1. 满足

r0 = r1 + 1 和 r2 = r1 − 1 的有限元 de Rham 复形 (1.3) 在最近的研究文献 [32] 中构造. 本文考虑更

一般的情形 r0 = r1 +1和 r2 > r1 ⊖ 1,这为后面构造更多的有限元复形打下了基础. 对于一些从协调

有限元 de Rham 复形修改而来的非协调 Stokes 复形可参见文献 [28, 37]. 非协调 Stokes 复形不包含

在我们的框架中.

接着利用 BGG 框架 [7] 来构建更多的有限元复形. 当 r1 > −1 和 r2 > r1 ⊖ 1 满足 rv1 > 2re1 + 2

和 rv2 > 2re2 并且多项式次数 k 足够大时, 本文设计了 BGG 图 (如图 1 所示), 并从中推导出有限元弹

性复形

P1
⊂−→ Vcurl

k+2(r1 + 2)
Air−−→ Vdiv

k (r1, r2;S)
div−−→ VL2

k−1(r2;R2) −→ 0. (1.5)

表 1 有限元 de Rham 复形 (1.3) 的例子

k > r0 r1 r2 结果

1 (0, 0) (−1,−1) (−1,−1) 标准结果

4 (0, 0) (−1,−1) (0, 0) 文献 [34, 第 5.2.1 小节]

4 (2, 1) (1, 0) (0,−1) 文献 [26, 第 3 节]

4 (2, 1) (1, 0) (0, 0) 文献 [26, 第 4 节]

2 (1, 0) (0,−1) (−1,−1) 文献 [23, 第 2.2 小节]
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图 1 有限元弹性复形的 BGG 图

当 r1 > 0 和 r2 > max{r1 − 2,−1} 以及多项式次数 k 足够大时, 我们构建了 BGG 图 (如图 2 所

示), 并从中推导出有限元 div div 复形

RT
⊂−→ Vcurl

k+1(r1 + 1;R2)
sym curl−−−−−→ Vdiv div+

k (r1, r2;S)
div div−−−−→ VL2

k−2(r2) −→ 0, (1.6)

其中 Vdiv div+

k (r1, r2;S) ⊂ H(div div,Ω; S) ∩H(div,Ω;S) (详细信息见第 5 节). 文献 [14, 33] 中构建的

有限元 div div 复形对应于 r1 = (0,−1) 和 r2 = (−1,−1) 的情形.

现有的一些二维有限元复形可以视作 (1.5) 或 (1.6) 的特例, 汇总在表 2 中. 然而, 文献 [24] 中基

于 Clough-Tocher 分裂构建的离散弹性复形和 rot rot 复形 (因为使用分片多项式作为形函数空间) 不

包含在 (1.5) 和 (1.6) 中.

近年来, 有限元 Hessian 复形、弹性复形和 div div 复形的构建方面取得了多项进展 (参见文

献 [14–16, 22, 29–31, 33]). 我们的长远目标是将 BGG 构造扩展到有限元复形, 从而能够统一这些构

造. 在这项工作中, 我们尝试在 2 维情形下统一有限元复形的构造. 然而, 将其扩展到 3 维, 还有很大

的困难.

其中一个挑战是构造 3 维空间具有不同光滑度的有限元 de Rham 复形, 我们将在后续工作文

献 [18] 中讨论. 当空间为 2 维时, H(curl )- 协调有限元空间可以通过旋转 H(div)- 协调有限元空间得

到. 当空间为 3维时, H(curl )-协调有限元空间 (也称为棱单元)要比 H(div)-协调有限元空间更为复

杂. 此外,将 BGG框架推广到离散情形的主要障碍是 H(curl )或 H(div)协调的有限元空间需要切向

或法向连续性, 两者的连续性不匹配. 在文献 [7] 中, 处理的是 Hs(Ω) 空间, 并选择匹配的指数 s, 而

不是 H(curl ,Ω) 空间或 H(div,Ω) 空间. 我们将在未来的工作 [17] 中探讨这些困难的解决方案.

为了便于清晰和有效的讨论, 本文将 2 维和 3 维情形分开处理. 尽管 2 维情形更为简单, 并为 3

维情形提供了一些洞见,但由于两种情形的差异,目前无法以统一的方式同时处理它们.我们也希望通

R
2

V
curl
k+1(r1 + 1;R2) V

div div
+

k
(r1, r2;M) V

div
k−1(r1 − 1, r2) 0

R V
curl
k

(r1) V
div
k−1(r1 − 1, r2) V

L
2

k−2(r2) 0

⊂ curl div

⊂

mskw

curl

id

div

图 2 有限元 div div 复形的 BGG 图

表 2 有限元弹性复形和 div div 复形的例子

类型 k r1 r2 结果

弹性复形 (1.5) > 3 (0,−1) (−1,−1) 文献 [23, 第 6 节]

Hessian 复形 ((1.5) 的旋转) > 5 (0,−1) (0, 0) 文献 [16, 第 5.1 小节]

div div 复形 (1.6) > 6 (1, 0) (0, 0) 文献 [16, 第 5.2 小节]

div div 复形 (5.13) > 3 (0,−1) (−1,−1) 文献 [33, 第 2.3 小节]

div div 复形 (5.15) > 3 (0,−1) (−1,−1) 文献 [14, 第 3.3 小节]
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过 2 维相对简单的情形, 将我们的思路和方法更好地呈现出来, 这有助于理解更为复杂的 3 维和高维

情形. 本文构建有限元复形的系统方法也可以推广到矩形网格.

本文余下内容的结构如下. 第 2 节回顾 de Rham 复形和 BGG 框架. 第 3 节研究二维 Cm- 协调

有限元的几何分解. 第 4 节构建具有各种光滑性的有限元 de Rham 复形. 第 5 节介绍基于 BGG 方

法构造的更多有限元复形.

2 Hilbert 复形概述

本节介绍与二维区域 Ω 相关的 Hilbert 复形的基本概念, 包括一些针对标量、向量或张量函数的

微分算子.

2.1 符号说明

对于标量函数 v, 定义

mskw v :=

0 −v

v 0

 , curl v :=

(
∂v

∂x2
,− ∂v

∂x1

)⊤

= (grad v)⊥,

其中, (a, b)⊥ := (b,−a) 表示顺时针旋转 90◦, hess := grad grad ,

Air v := curl curl v =

 ∂2v
∂x2

2
− ∂2v

∂x1∂x2

− ∂2v
∂x1∂x2

∂2v
∂x2

1

 .

因此有 div(mskw v) = −curl v. 对于向量函数 v = (v1, v2), 定义

rotv :=
∂v2
∂x1

− ∂v1
∂x2

= div v⊥.

对于张量函数

τ =

τ11 τ12

τ21 τ22

 ,

定义

sym τ :=
1

2
(τ + τ⊤), skw τ :=

1

2
(τ − τ⊤), sskw τ := mskw−1 ◦ skw τ =

1

2
(τ21 − τ12).

直接计算可得

div v = 2 sskw(curlv), rotv = 2 sskw(gradv). (2.1)

2.2 Hilbert 复形与正合序列

Hilbert 复形是由一系列 Hilbert 空间 {Vi} 和一系列稠定闭线性算子 {di} 连接的序列

0 ↪→ V1
d1−→ V2

d2−→ · · · dn−2−→ Vn−1
dn−1−→ Vn

dn−→ 0, (2.2)
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满足性质 img(di) ⊆ ker(di+1). 若复形满足 ker(d1) = 0 且对 i = 1, . . . , n− 1 成立 img(di) = ker(di+1),

则称复形 (2.2) 为正合序列. 在正合序列中, d1 是单射且 dn−1 是满射. 更多关于 Hilbert 复形的背景

知识参见文献 [2]. 为简化表述, 通常省略复形起始的零空间, 并用 V0
⊂−→ V1 来表示嵌入映射.

对于由有限维 Hilbert 空间组成的复形, 验证正合性主要依靠计算维数.

引理 2.1 设

V0
⊂−→ V1

d1−→ V2
d2−→ V3 −→ 0 (2.3)

是一个复形, 其中 Vi 是有限维线性空间. 假设 V0 = V1 ∩ ker(d1), 并且

dimV0 − dimV1 + dimV2 − dimV3 = 0. (2.4)

如果 d1V1 = V2 ∩ ker(d2) 或者 d2V2 = V3, 则复形 (2.3) 是正合的.

证明 根据等式 (2.4) 和关系 V0 = V1 ∩ ker(d1), 通过维数计数来证明 d1V1 = V2 ∩ ker(d2) 和

d2V2 = V3 等价. 由于 V0 = V1 ∩ ker(d1), 所以

dim d1V1 = dimV1 − dim(V1 ∩ ker(d1)) = dimV1 − dimV0.

然后根据 (2.4) 可知

dim(V2 ∩ ker(d2))− dim d1V1 = dimV2 − dim d2V2 − dimV1 + dimV0 = dimV3 − dim d2V2.

证毕.

2.3 多项式 de Rham 复形

对于二维区域 Ω ⊆ R2, de Rham 复形定义如下:

R ⊂−→ H1(Ω)
curl−−→ H(div,Ω)

div−−→ L2(Ω) → 0. (2.5)

若区域 Ω 是单连通时, 则上述的 de Rham 复形 (2.5) 是正合的. 往后总是假设区域 Ω 是单连通的.

对于整数 k > 1, 在单个三角形区域内, 有多项式 de Rham 复形

R ⊂−→ Pk+1(T )
curl−−→ Pk(T ;R2)

div−−→ Pk−1(T ) −→ 0, (2.6)

这里的 Pk(T ) 指定义在三角形 T 上次数不超过 k 的实值多项式空间, 而 Pk(T ;X) := Pk(T )⊗ X 对应
于向量空间 R2、张量空间 M 或对称张量空间 S 的情形.

可以直接验证以下恒等式成立:

1−
(
k + 3

2

)
+ 2

(
k + 2

2

)
−
(
k + 1

2

)
= 0. (2.7)

等式 curlPk+1(T ) = Pk(T ;R2)∩ker(div)可以证明如下: 如果 grad p ∈ Pk(T ;R2),则 p必属于 Pk+1(T ).

在二维空间中, curl 是 grad 的旋转. 因此, 根据引理 2.1, 复形 (2.6) 是正合的.
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2.4 BGG 构建

Eastwood [25] 利用 BGG 构建 [9] 揭示了弹性复形与 de Rham 复形之间的联系. Arnold 等 [4] 基于

有限元 de Rham 复形, 使用 BGG 重建了最初在文献 [8] 中提出的有限元弹性复形. 虽然文献 [7] 建

立了一个系统化的 BGG构建方法, 但本文只考虑二维区域上的复形, 所以将不直接套用文献 [7]中的

抽象框架, 而是给出具体的构造步骤, 以帮助读者理解 BGG 构建. 下面是两个具体的例子.

通过叠加两个 de Rham 复形先构建 BGG 图 (如图 3 所示), 可以从中推导出弹性复形

P1
⊂−→ H2(Ω)

Air−−→ H(div,Ω;S) div−−→ L2(Ω;R2) → 0. (2.8)

通过旋转变换, 还可以得到 Hessian 复形

P1
⊂−→ H2(Ω)

hess−−→ H(rot,Ω; S) rot−−→ L2(Ω;R2) → 0.

下面逐步解释如何从图 3得到 (2.8). 根据 (2.1)的第一个等式,有反交换性 div v = 2 sskw(curlv).

对于 u ∈ L2(Ω;R2),根据图 3下方 de Rham复形的正合性,可知存在 τ ∈ H(div,Ω;M)满足 u = div τ .

然后应用图 3 上方 de Rham 复形的正合性找到满足 −2 sskw τ = div v 的 v ∈ H1(Ω;R2). 令 σ = τ

+curlv ∈ H(div,Ω;M). 显然 divσ = div τ = u. 由算子的反交换性质, 有

2 sskwσ = 2 sskw τ + 2 sskw(curlv) = 2 sskw τ + div v = 0,

即 σ ∈ H(div,Ω;S). 相关函数的关系如图 4 所示. 这证明了 divH(div,Ω; S) = L2(Ω;R2), 即弹

性复形 (2.8) 的后半部分成立. 通过简单地复合两个 curl 算子可以得到弹性复形 (2.8) 的前半部分

H2(Ω)
Air−−→ H(div,Ω;S). 核空间 ker(Air) 由 R+ R2 · x⊥ = P1 组成是显然的.

定义 H(div div,Ω;M) := {τ ∈ L2(Ω;M) : div div τ ∈ L2(Ω)}. 通过组合两个 de Rham 复形, 可以

构建如下的 BGG 图 (如图 5 所示), 这一构建引出了如下 div div 复形:

RT
⊂−→ H1(Ω;R2)

sym curl−−−−−→ H(div div,Ω;S) div div−−−−→ L2(Ω) → 0, (2.9)

R H2(Ω) H
1(Ω;R2) L2(Ω) 0

R
2

H
1(Ω;R2) H(div,Ω;M) L

2(Ω;R2) 0

⊂ curl div

·(−x)⊥

⊂

id

curl

−2 sskw

div

图 3 弹性复形的 BGG 图

v −2 sskw(τ )

v τ u

id

div

curl

−2 sskw

div

图 4 divH(div,Ω; S) = L2(Ω;R2) 的 BGG 图解释

R
2

H
1(Ω;R2) H(div div,Ω;M) H

−1,0(div,Ω) 0

R L2(Ω) H
−1,0(div,Ω) L2(Ω) 0

⊂ curl div

−x

⊂

mskw

curl

id

div

图 5 div div 复形的 BGG 图
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τ u

w u p

− sskw

div

mskw

curl

id

div

图 6 div divH(div div,Ω; S) = L2(Ω) 的 BGG 图解释

以及通过旋转得到的应变复形

RM
⊂−→ H1(Ω;R2)

symgrad−−−−−−→ H(rot rot,Ω;S) rot rot−−−−→ L2(Ω) → 0,

其中, RT 表示 R2 + xR, RM 表示 R2 + x⊥R.
在图 5 中, 反交换性质说明了 curl (cx) = mskw c 对于任意 c ∈ R 成立, div(mskw v) = −curl v 对

于 v ∈ L2(Ω)成立. 对于 L2(Ω)中的 p,基于图 5底部 de Rham复形的正合性,存在 u ∈ H−1,0(div,Ω)

满足 p = divu. 然后利用图 5 顶部复形的正合性找到 τ ∈ H(div div,Ω;M), 使得 u = div τ . 令 σ

= τ +mskww ∈ H(div div,Ω;M),其中 w = − sskw τ ∈ L2(Ω). 因为 div divmskww = −div curlw = 0,

所以 div divσ = div div τ = p, 且 sskwσ = sskw τ + w = 0, 即 σ 属于 H(div div,Ω; S). 相关函数的关
系如图 6 所示. 这就证明了 div divH(div div,Ω; S) = L2(Ω), 即 div div 复形 (2.9) 的后半部分成立.

通过对称化图 5中顶部复形的前半部分可以得到 div div复形 (2.9)的前半部分H1(Ω;R2)
sym curl−−−−−→

H(div div,Ω;S). 对于 σ ∈ H(div div,Ω; S)∩ker(div div),有 divσ ∈ H−1,0(div,Ω)∩ker(div). 基于图 5

底部 de Rham 复形的正合性, 存在 w ∈ L2(Ω) 满足 divσ = curlw. 又因为 curlw = −div(mskww),

从而 σ + mskww ∈ H(div div,Ω;M) ∩ ker(div). 再借助图 5 顶部 de Rham 复形的正合性, 可知存在

v ∈ H1(Ω;R2)满足 σ+mskww = curlv. 对此式两边作用对称化算子 sym可得 σ = symcurlv. 故成

立 H(div div,Ω;S) ∩ ker(div div) = symcurlH1(Ω;R2).

接下来, 根据图 3 和 5 构建其有限元复形, 并从中派生出几种有限元弹性和 div div 复形. 作为第

一步, 需要构造具有不同光滑性的有限元 de Rham 复形.

3 二维光滑有限元的构建

本节旨在介绍二维三角形网格上的 Cm-连续有限元构建方法. 该方法最早源于 Bramble和 Zlámal

的工作 [10] , 最近 Hu 等 [32] 将其推广到任意维. 对于二维情形, 相关的工作也可以在三角网格上的样

条中找到 (参见文献 [35]). 本文将采用文献 [32] 中的方法, 通过对单纯形格点进行分解, 然后使用积

分形式的自由度来构造光滑有限元. 不同之处是, 本文引入了格点到子单纯形的距离, 并利用距离和

导数的关系来给出格点的几何分解. 这里, 侧重于二维情形, 但使用到的概念和方法可以推广到任意

维, 参见文献 [18] 的附录.

采用一对整数 r = (rv, re) 来定义顶点处和边上的光滑度级别, 其中 −1 表示无需连续性约束. 对

于 Cm- 连续性, re = m 是边上的最基本要求. 对于顶点, 要求 rv 至少为 max{2re,−1}. 多项式的次
数 k 应满足 k > max{2rv + 1, 0}. 对于向量 r 和任意常数 c, r > c 意味着对于所有 i = 1, 2, . . . , d, 都

有 ri > c, 而 r + c 表示将每个分量都增加 c. 特别地, r ⊖ 1 := max{r − 1,−1}.

3.1 单纯形格点

对于任意两个非负整数 l 和 m (l 6 m), 采用多重指标符号 α ∈ Nl:m, 其中 α = (αl, . . . , αm),

并且 αi > 0 是非负整数. α 的长度为 m − l + 1. 多重指标的和定义为 |α| :=
∑m

i=l αi, 其阶乘为
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α! := αl! · · ·αm!. 记

Dβ :=
∂|β|

∂xβ1

1 xβ2

2

, β ∈ N1:2.

度为 k (k > 1) 的二维单纯形格点是一个长度为 3、和为 k 的多重指标集合, 即

T2
k := {α = (α0, α1, α2) ∈ N0:2 | |α| = k}.

集合中的元素 α 称为一个格点.

可以将单纯形格点 T2
k 嵌入到一个由顶点 {v0, v1, v2}构成的三角形 T 中. 对于给定的 α ∈ T2

k,其

重心坐标为 λ(α) = (λ0(α), λ1(α), λ2(α)) = (α0, α1, α2)/k, 其几何嵌入为

x : T2
k → T, x(α) =

2∑
i=0

λi(α)vi.

图 7展示了二维单纯形格点 T2
8 在参考三角形 T̂ (顶点为 {(0, 0), (1, 0), (0, 1)})中的嵌入以及它在等边

三角形中的嵌入示例.

按照定义, 单纯形格点 T2
k 是一个代数集合. 通过几何嵌入 T2

k(T ), 我们能够应用几何算子. 例如,

用 T2
k(T̊ ) = {α ∈ T2

k, x(α) ∈ T̊} 表示所有几何嵌入在 T 内部的格点.

3.2 多项式的 Bernstein 基函数

我们有

|T2
k| =

(
k + 2

k

)
= dimPk(T ).

考虑一个顶点为 {v0, v1, v2} 的三角形 T . 多项式 Pk(T ) 的 Bernstein 基函数定义为

Pk(T ) = span{λα := λα0
0 λα1

1 λα2
2 | α ∈ T2

k}.

(0, 0) (1, 0)

(0, 1)

2

0 1

图 7 (网络版彩图) 二维单纯形格点 T2
8 的两种嵌入示例
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对于 T2
k 的任意一个子集 S, 定义

Pk(S) := span{λα, α ∈ S ⊆ T2
k}.

通过将格点 α 与其对应的 Bernstein 多项式 λα 之间建立一一对应关系, 我们能够通过研究单纯形

格点来分析多项式的性质. 事实上, 格点的几何嵌入可以作为 k 次 Lagrange 元的插值节点 (参见文

献 [11, 39]).

3.3 子单纯形格点和距离

本文使用文献 [5] 中引入的记号: ∆(T )表示三角形 T 所有可能的子单纯形构成的集合, 而 ∆ℓ(T )

专指维数为 ℓ的子单纯形集合,其中 ℓ = 0, 1, 2. 采用文献 [18]的符号改动,用 f 既表示几何上的单形,

也表示代数上的顶点编号集合. 作为一个顶点编号集, f = {f(0), . . . , f(ℓ)} 是 {0, 1, 2} 的一个子集; 作

为一个几何单纯形,

f = Convex(vf(0), . . . , vf(ℓ))

是由 vf(0), . . . , vf(ℓ) 这些顶点张成的 ℓ 维单形. 对于由顶点 vi 和 vj 形成的边, 我们也使用 eij 来表

示, 这里 i, j = 0, 1, 2, i ̸= j.

对于 f ∈ ∆ℓ(T ), ℓ = 0, 1,定义 f∗ ∈ ∆2−ℓ−1(T )为 T 中与 f 相对的子单纯形. 当将 f 当作 {0, 1, 2}
的子集时, f∗ 是 f 的补集, 使得 f 和 f∗ 的并集就是整个集合 {0, 1, 2}. 从几何的角度来看,

f∗ = Convex(vf∗(1), . . . , vf∗(2−ℓ))

代表由不属于 f 的顶点张成的 1− ℓ维单形. 值得注意的是, f 可以通过与 f∗ 相关的重心坐标的零水

平集来确定, 即 f = {x ∈ T | λi(x) = 0,对于所有 i ∈ f∗}.
对子单纯形 f ∈ ∆ℓ(T ), 通过将 f 几何嵌入到 T , 可以定义延展操作符 Ef : Tℓ

k(f) → T2
k(T ). 规

则如下: 对于 α ∈ Tℓ
k(f), 在 f 中的每个顶点 f(i) 的坐标被赋值为 αi; 对于 j ̸∈ f , 赋值为 0. 例如, 若

α = (α0, α1) ∈ T1
k(f), f = {1, 2}, 则其扩展 Ef (α) = (0, α0, α1) ∈ T2

k(T ). 当 f = {0, 2} 时, 相应的扩展

为 Ef (α) = (α0, 0, α1). 在格点的几何嵌入中, x(Ef (α)) ∈ f , 这解释了符号 Tℓ
k(f) 的合理性.

我们稍微滥用一下符号, 对于格点 αf ∈ Tℓ
k(f), 仍使用 αf ∈ T2

k(T ) 来表示 Ef (αf ). 据此, 得到

分解

α = Ef (αf ) + Ef∗(αf∗) = αf + αf∗ , 并且 |α| = |αf |+ |αf∗ |. (3.1)

依据上述分解, 可以将 Bernstein 多项式表达为

λα = λ
αf

f λ
αf∗

f∗ ,

其中 λf = λf(0) · · ·λf(ℓ) ∈ Pℓ+1(f) 是 f 上的泡函数, 也用 bf 表示. 更一般地, 其 k 次多项式泡函数空

间定义为

bfPk−(ℓ+1)(f) := span{bfλ
αf

f : αf ∈ Tℓ
k−(ℓ+1)(f)

∼= Tℓ
k(f̊)}.

从直观上理解, 多项式泡函数在 ∂f 上为 0, 因此只对应子单纯形内部的格点. 如图 7 所示, T2
k(

◦
T ) 包

括红色三角区域内的所有格点, 而对于 f = {1, 2}, T1
k(

◦
f) 位于蓝色梯形区域.
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对于单纯形 T 中的子单纯形 f , 可以定义格点 α 到 f 的距离为

dist(α, f) := |αf∗ | =
∑
i∈f∗

αi.

有了距离, 引入 f 周围半径为 r 的 “格点管道”:

D(f, r) := {α ∈ T2
k,dist(α, f) 6 r},

包括了所有距离 f 不超过 r 的格点. 同时, 记所有距离 f 为 s 的格点集合为

L(f, s) := {α ∈ T2
k,dist(α, f) = s}.

因此,

D(f, r) =

r∪
s=0

L(f, s), L(f, s) = L(f∗, k − s).

下面的引理可以通过定义直接验证.

引理 3.1 对于任意格点 α ∈ T2
k, 以下条件成立:

α ∈ D(f, r) ⇔ |αf∗ | 6 r ⇔ |αf | > k − r,

α /∈ D(f, r) ⇔ |αf∗ | > r ⇔ |αf | 6 k − r − 1.

对于顶点 vi,

D(vi, r) = {α ∈ T2
k(T ), |αi∗ | 6 r},

与一个较小的度为 r 的单纯形格点 T2
r 结构相似. 例如, D(v0, 3) 包括了位于图 7 中绿色三角区域的

所有格点, 其本身就是一个小的单纯形格点 T2
3.

引理 3.2 考虑 T 的一个子单纯形 f . 对于任意 α ∈ T2
k 和 β ∈ N1:2, 有

Dβλα|f = 0, 如果 dist(α, f) > |β|. (3.2)

证明 对于任意 α ∈ T2
k, 将 λα 表示为 λ

αf

f 和 λ
αf∗

f∗ 的乘积. 当 |αf∗ | > |β| 时, 导数 Dβλα 将

包含因子 λγ
f∗ , 这里 γ ∈ N1:(2−ℓ), 并且 |γ| = |αf∗ | − |β| > 0. 由于对于 i ∈ f∗, 有 λi|f = 0, 所以

Dβλα|f = 0.

在一维单纯形 (0, 1) 上, λ0 = 1− x, λ1 = x, 取 f 为顶点 0. 对 α = (α0, α1), dist(α, f) = α1, (3.2)

是一元微积分结果

Dβ((1− x)α0xα1) |x=0= 0, 如果 α1 > β

在单纯形上的推广. 这说明通过调整 α 到 f 的距离, 能够控制多项式 λα 在 f 上导数为 0 的阶数, 从

而为构造光滑有限元空间提供了一个强大的工具.

3.4 在顶点处的导数

考虑定义在 Ω 上的 Cm- 光滑函数 u, 可将其直至 m 阶的导数在一点 v 的值表示如下:

{Dβu(v), β ∈ N1:2, |β| 6 m}.

注意, 这里的多重指标 β ∈ N1:2 并不属于 N0:2. 可以向 β 添加一个值为 m − |β| 的分量, 以形成一个

m 阶的单纯形格点 T2
m, 用来确定该点处的导数.

1602



中国科学 : 数学 第 55 卷 第 8 期

引理 3.3 对于三角形的每一个顶点 vi (i = 0, 1, 2), 多项式空间

Pk(D(vi,m)) := span{λα, α ∈ T2
k,dist(α, vi) = |αi∗ | 6 m}

由以下自由度唯一确定:

{Dβu(vi), β ∈ N1:2, |β| 6 m}. (3.3)

证明 不失一般性,考虑顶点 v0. 定义映射 α = (α0, α1, α2) → β = (α1, α2). 这个映射将 D(v0,m)

= {α ∈ T2
k, α1 + α2 6 m} 一一对应到 {β ∈ N1:2, |β| 6 m} 上. 因此, Pk(D(vi,m)) 的维数与自由度

(3.3) 的数量相匹配. 只需要证明, 对于 u ∈ Pk(D(v0,m)), 如果自由度 (3.3) 为 0, 则 u = 0.

回顾多元微积分的结果

Dβ(xα1
1 xα2

2 ) = β!δ(α, β), α, β ∈ N1:2, |α| = |β| = s > 0, (3.4)

其中 δ(α, β) 是 Kronecker δ 函数. 当三角形 T 是参考三角形、v0 是原点时, 则 λ1 = x1, λ2 = x2. 因此

得出齐次多项式空间 span{xα1
1 xα2

2 , α ∈ N1:2, |α| = s} 由自由度 {Dβu(v0), β ∈ N1:2, |β| = s} 唯一确定,

对于 s = 0, 1, . . . ,m 都成立. 至此完成了当三角形是参考三角形时的证明.

对于一般的三角形, 将使用重心坐标系而不是变换到参考三角形. 显然, {∇λ1,∇λ2} 构成了 R2

的一组基. 记 li = e0i (i = 1, 2) 为包含 v0 的两条边向量, 则基 {l1, l2} 与 {∇λ1,∇λ2} 互为对偶, 即

∇λi · lj = δi,j , i, j = 1, 2.

可以在这个非正交基中表示导数, 即由 Dβ
nu := ∂|β|u

∂(l1)β1∂(l2)β2
来表示, 其中 ∂

∂li = li · ∇. 通过对偶

性 ∇λi · lj = δi,j , 得到 (3.4) 的如下推广:

Dβ
n(λ

α1
1 λα2

2 ) = β!δ(α, β), α, β ∈ N1:2, |α| = |β| = s. (3.5)

通过链式法则, 容易证明 {Dβ
nu(v0) = 0, β ∈ N1:2, |β| 6 m} 等价于 {Dβu(v0) = 0, β ∈ N1:2, |β| 6 m}.

因此, 在接下来的证明中, 将使用 Dβ
n 而不是 Dβ .

Pk(D(v0,m))的 Bernstein基由 {ϕα := λ
k−|α|
0 λα1

1 λα2
2 , α ∈ N1:2, |α| 6 m}给出.自由度是 {Dβ

nu(v0),

β ∈ N1:2, |β| 6 m}. 将自由度 - 基函数矩阵 (Dβ
nϕα(v0)) 按 α 和 β 的长度排列如下:

|β|\ |α| 0 1 . . . m− 1 m

0

1

...

m− 1

m



� 0 · · · 0 0

� � · · · 0 0

...
...

. . .
...

...

� � · · · � 0

� � · · · � �


,

则由引理 3.2 知矩阵是块下三角结构. 由 (3.5) 知, 得到的每个对角块是对角矩阵. 因此整个块下三角

矩阵是可逆的, 这等价于唯一可解性的证明.

1603



陈龙等: 二维有限元复形

3.5 在边上的法向导数

上一节已经使用了格点 D(∆0(e), r
v) :=

∪
v∈∆0(e)

D(v, rv) 来确定顶点处的导数值. 接下来, 使用

边管道中剩余的格点 D(e, re)\D(∆0(e), r
v) 来确定边 e 上的法向导数.

引理 3.4 假设 rv > re > 0 并且 k > 2rv + 1. 对于三角形 T 的一条边 e, 多项式函数空间

Pk(D(e, re)\D(∆0(e), r
v)) 可以通过以下自由度唯一确定:∫

e

∂βu

∂nβ
e

λα
e ds, α ∈ T1

k−2(rv+1)+β , β = 0, 1, . . . , re.

证明 不失一般性, 考虑边 e = e0,1. 空间 Pk(D(e, re)\D(∆0(e), r
v)) 的基为

{ϕα := λα = λ(α0,α1)
e λα2

2 , α ∈ D(e, re)\D(∆0(e), r
v)}.

根据引理 3.2, 当 dist(α, e) = α2 > β 时, 有 ∂βϕα

∂nβ
e

|e= 0. 所以对应的自由度 - 基函数矩阵是一个块下

三角状结构, 如下所示:

β\ α2 0 1 . . . re − 1 re

0

1

...

re − 1

re



� 0 · · · 0 0

� � · · · 0 0

...
...

. . .
...

...

� � · · · � 0

� � · · · � �


.

需要验证每一个对角块, 即 β = α2 = s (s = 0, 1, . . . , re) 是可逆的方阵. 因此整个块下三角矩阵也是

可逆的, 这等价于唯一可解性的证明.

取 ϕα = λ
(α0,α1)
e λs

2. 由链式法则和 λ2|e = 0 可知, 在 ∂sϕα

∂ns
e

|e 的非零项中, s 阶导数将全部作用于

λs
2, 因此,

∂sϕα

∂ns
e

∣∣∣∣
e

= s!(ne · ∇λ2)
sλ(α0,α1)

e |e,

其中 ne · ∇λ2 是一个常数. 所以一个自然的自由度是∫
e

∂su

∂ns
e

λ(α0,α1)
e ds, (α0, α1, s) ∈ L(e, s)\D(∆0(e), r

v). (3.6)

这样对应的块矩阵是基底 {λ(α0,α1)
e } 的 Gram 矩阵. 现在根据格点要满足的条件来简化 (3.6) 用到的

格点 α.

先回顾

L(e, s) = {α ∈ T2
k | dist(α, e) = s} = {α ∈ T2

k | α0 + α1 = k − s}

包含了所有与边 e 平行且距离为 s 的格点. 我们利用条件 α /∈ D(∆0(e), r
v) 来确定 α0 和 α1 的界限.

根据引理 3.1, 从 dist(α, v0) > rv 可以推导出 α0 < k− rv. 结合 α0 +α1 = k− s的条件,可以推导出下

1604



中国科学 : 数学 第 55 卷 第 8 期

限 α1 > rv − s+ 1. 类似地, 对于 α0, 也有 α0 > rv − s+ 1. 由假设 rv > re > 0 可知, 当 s = 0, 1, . . . , re

时成立 rv − s+ 1 > 1. 因此, 有

L(e, s)\D(∆0(e), r
v) = {(α0, α1, s), α0 + α1 = k − s,min{α0, α1} > rv − s+ 1}.

从而

λ(α0,α1)
e = λ(α0,α1)−(rv−s+1)

e λrv−s+1
e , (α0, α1, s) ∈ L(e, s)\D(∆0(e), r

v).

变化后的格点的度为

|(α0, α1)− (rv − s+ 1)| = α0 + α1 − 2(rv − s+ 1) = k − 2(rv + 1) + s.

因为泡多项式 λrv−s+1
e 在 e 上定义了一个新的测度, 所以自由度 (3.6) 中的格点可以改为 (α0, α1)

∈ T1
k−2(rv+1)+s. 每个对角块矩阵是在测度 λrv−s+1

e 下的 Gram 矩阵, 是一个对称正定矩阵, 当然也就

是可逆的方阵.

3.6 单纯形格点的几何分解

在三角形中, 一个顶点会被两条边共享, 为了每条边都有足够的格点来确定法向导数, 还需要添

加 rv > 2re 的条件 (如图 8(b) 所示). 对于一条边 e, Pk(e) 由 k+1 个格点确定. 为了有足够多的格点

来确定两个顶点处的导数, 需要添加 k > 2rv + 1 的条件.

将直和的记号 ⊕ 延拓到集合的并: 当 A ∩B = ∅ 时, A⊕B 定义为 A ∪B.

引理 3.5 设 re = m > −1, rv > max{2re,−1}, 非负整数 k > 2rv + 1 > 4m+ 1. 则有

T2
k(T ) = S0(T )⊕ S1(T )⊕ S2(T ), (3.7)

其中,

S0(T ) := D(∆0(T ), r
v) =

⊕
v∈∆0(T )

D(v, rv),

S1(T ) :=
⊕

e∈∆1(T )

(D(e, re)\S0(T )), S2(T ) := T2
k(T )\(S0(T )⊕ S1(T )),

2 2

0
(a) (b)

1 0 1

图 8 (网络版彩图) 二维 Hermite 元和 C1 协调元的几何分解. (a) Hermite 元的几何分解: m = 0, re = 0,

rv = 1, k = 8; (b) C1 元的几何分解: m = 1, re = 1, rv = 2, k = 8
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其基数为

|S0(T )| = 3

(
rv + 2

2

)
, |S1(T )| = 3

re∑
i=0

(k − 1− 2rv + i), |S2(T )| =
(
k + 2

2

)
− |S0(T )| − |S1(T )|.

这意味着多项式空间的分解

Pk(T ) = Pk(S0(T ))⊕ Pk(S1(T ))⊕ Pk(S2(T )). (3.8)

证明 由于 k > 2rv + 1, 所以集合 {D(v, rv), v ∈ ∆0(T )} 是不相交的. 接着证明集合

{D(e, re)\D(∆0(e), r
v), e ∈ ∆1(T )}

也是不相交的. 格点 α ∈ D(e01, r
e) 意味着 α2 6 re, 同理, α ∈ D(e02, r

e) 意味着 α1 6 re. 因此

|α0∗ | = α1 + α2 6 2re 6 rv, 即 D(e01, r
e) ∩ D(e02, r

e) ⊆ D(v0, r
v). 对每对边重复这个论证, 得出

{D(e, re)\D(∆0(e), r
v), e ∈ ∆1(T )} 是不相交的.

对于给定的边 e, 顶点 e∗ 与 e 相对, 且 L(e∗, rv) = L(e, k − rv). 由于 k − rv > rv + 1 > re, 所以

D(e, re) ∩D(e∗, rv) = ∅, 因此 D(e, re)\D(∆0(T ), r
v) = D(e, re)\D(∆0(e), r

v).

至此证明了分解 (3.7) 和 (3.8).

定义

Bk(r) = Bk(r;T ) := Pk(S2(T )) = span{λα, α ∈ S2(T )},

并将其称为光滑度为 r 的多项式泡函数空间. 根据引理 3.3 和 3.4, 有

Bk(r;T ) = {u ∈ Pk(T ) : ∇ju 在 T 的所有顶点处对于 j = 0, . . . , rv 为 0,

并且 ∇ju 在 T 的所有边上对于 j = 0, . . . , re 为 0}.

当多项式次数足够大时, 能保证有足够的泡函数. 本文将使用 Iverson 括号 [statement] = 1, 如果括号

内的陈述为真, 否则为 0.

引理 3.6 设 re > −1 且 rv > max{2re,−1}.
(1) 当 k > max{2rv + 1, 3re + 3, (re + 3)[rv = 0]} 时, dimBk(r) > 1.

(2) 当 k > max{2rv + 1, 3re + 4, 4[re = −1, rv = 1], 2[re = −1, rv = 0]} 时, dimBk(r) > 3.

证明 (1) 已在文献 [18] 中给出. (2) 通过直接验证以下不等式来证明:

dimBk(r) =

(
k − 3re − 1

2

)
− 3

(
rv − 2re

2

)
> 3.

证毕.

3.7 二维光滑有限元

现在, 介绍三角剖分上的 Cm- 协调有限元.

定理 3.1 设 re = m > −1, rv > max{2re,−1}, 且非负整数 k > 2rv + 1. 则形函数空间 Pk(T )

由以下自由度确定:

Dαu(v), α ∈ N1:2, |α| 6 rv, v ∈ ∆0(T ), (3.9a)
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∫
e

∂βu

∂nβ
e

qds, q ∈ Pk−2(rv+1)+β(e), β = 0, . . . , re, e ∈ ∆1(T ), (3.9b)∫
T

uqdx, q ∈ Bk(r). (3.9c)

证明 根据 Pk(T ) 的分解 (3.8), 可知 Pk(T ) 的维数与自由度的数量相匹配. 设 u ∈ Pk(T ) 满足

所有的自由度 (3.9a)–(3.9c) 皆为 0.

借助于引理 3.3–3.5,自由度 (3.9a)和 (3.9b)为 0意味着 u ∈ Pk(S2(T )). 然后,由自由度 (3.9c)为 0

可推导出 u = 0.

参数 re = m = 0, rv = 1 且 k = 2rv + 1 = 3 对应 Hermite 元. 参数 re = m = 1, rv = 2 且

k = 2rv + 1 = 5, 称为 Argyris 元 [1, 38]. 图 8 给出了当 k = 8 时高阶 Hermite 元和 Argyris 元的格点几

何分解. 当 re = m、rv = 2m 且 k = 4m + 1 时, Cm- 协调有限元已在文献 [10, 40] 中构造, 也可参见

文献 [35, 第 8.1 小节] 及其引用的文献, 但文献 [35] 所用的自由度与 (3.9b) 和 (3.9c) 不同. 在样条文

献 [35]中,自由度也称为节点最小确定集,是函数及其导数在某些节点的值.而自由度 (3.9b)和 (3.9c)

以积分形式出现, 这有利于证明自由度的唯一可解性和有限元 de Rham复形的构造.在任意维单纯形

上, 采用积分形式自由度的光滑有限元在文献 [32] 中首次构造出来.

给定网格 Th, 定义全局 Cm- 连续的有限元空间

Vk(Th; r) = {u ∈ L2(Ω) : 对所有 T ∈ Th,有 u|T ∈ Pk(T ),自由度 (3.9) 是单值的}.

由于 rv > re = m, 所以单值的自由度 (3.9a) 和 (3.9b) 将意味着 u ∈ Cm(Ω). 事实上, 记 w = ∂βu

∂nβ
e
|e ∈

Pk−β(e), 其中 β = 0, . . . , re. 根据边上的一维样条, w 由单值的自由度

∂iw

∂tie
(v), i = 0, . . . , rv − β, v ∈ ∆0(e);

∫
e

wqds, q ∈ Pk−2(rv+1)+β(e)

所确定. 因此 w 是单值的, 这说明了 u ∈ Cm(Ω).

空间 Vk(Th; r) 的维数是

dimVk(Th; r) = |∆0(Th)|
(
rv + 2

2

)
+ |∆1(Th)|

[(
k − 2rv + re

2

)
−
(
k − 2rv − 1

2

)]
+ |∆2(Th)|

[(
k − 3re − 1

2

)
− 3

(
rv − 2re

2

)]
.

4 有限元 de Rham 复形

本节构建具有适当自由度的有限元空间, 使得有限元 de Rham 复形 (4.1) 是正合的:

R ⊂−→ Vcurl
k+1(Th; r0)

curl−−→ Vdiv
k (Th; r1, r2)

div−−→ VL2

k−1(Th; r2) −→ 0. (4.1)

空间 Vk(Th; r2) 表示为 VL2

k (Th; r2), 以强调它被视为 L2(Ω) 的子空间, 尽管当 r2 > 0 时它是连续的.

与经典的有限元外微分复形 (finite element exterior calculus, FEEC) [3] 不同, 本文将对子单纯形

(对于二维三角剖分是顶点和边) 添加额外的光滑性, 这些光滑性由 3 个整数向量 r0、r1 和 r2 描述.

每个 ri = (rvi , r
e
i ) (i = 0, 1, 2) 包含两个参数, 分别指定顶点和边的光滑性, 且有 rvi > 2rei . 在文献 [32]

中构建的有限元 de Rham 复形对应复形 (4.1) 中 r0 = r1 + 1 且 r2 = r1 − 1 的情形. 本文考虑更一般

的情形 r0 = r1 + 1, r2 > r1 ⊖ 1 = max{r1 − 1,−1}.
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4.1 连续的向量有限元空间和递减的光滑性

首先考虑简单情形, 即向量函数空间是连续的, 而且光滑参数每次递减 1:

r1 > 0, r0 = r1 + 1, r2 = r1 − 1.

由于 r1 > 0, 所以 Vdiv
k (Th; r1) = V2

k(Th; r1) := Vk(Th; r1) × Vk(Th; r1), 且 Vcurl
k+1(Th; r0) = Vk+1(Th; r1

+1) 至少是 C1 连续的. 在这种情形下, (4.1) 也称为离散的 Stokes 复形. 有限元空间 Vdiv
k (Th; r1) 是

H1- 协调的, 可以用来离散 Stokes 方程中的速度空间.

引理 4.1 设 re1 > 0, rv1 > 2re1 + 1, k > 2rv1 + 2, 且设 r0 = r1 + 1, r2 = r1 − 1. 记

dimVcurl
k+1(Th; r0) = C00|∆0(Th)|+ C01|∆1(Th)|+ C02|∆2(Th)|,

dimVdiv
k (Th; r1) = C10|∆0(Th)|+ C11|∆1(Th)|+ C12|∆2(Th)|,

dimVL2

k−1(Th; r2) = C20|∆0(Th)|+ C21|∆1(Th)|+ C22|∆2(Th)|.

系数 Cij 在表 3 中给出, 并且满足 C0i − C1i + C2i = (−1)i (i = 0, 1, 2).

证明 与 |∆0(Th)| 相关的维数以及 C00 −C10 +C20 = 1 可以直接验证. 对于列 |∆1(Th)|, 通过抵
消掉相同的 k − 1− 2rv1, 计算可得

C01 − C11 + C21 =

re0∑
i=0

(i− 1)− 2

re1∑
i=0

i+

re2∑
i=0

(i+ 1) = −1.

由这两个等式可知 C02 − C12 + C22 = 1 是 (2.7) 的一个简单推论.

作为推论, 本文得到了以下的多项式泡复形.

推论 4.1 设 re1 > 0, rv1 > 2re1 +1, k > 2rv1 +2, 并设 r0 = r1 +1, r2 = r1 − 1. 则多项式泡函数复

形

0
⊂−→ Bk+1(r0)

curl−−→ B2
k(r1)

div−−→ Bk−1(r2)
Q0−−→ R → 0 (4.2)

是正合的, 其中 Q0 是到常数空间的 L2- 投影.

证明 显然有 curlBk+1(r0) ⊆ B2
k(r1) ∩ ker(div). 对于 v ∈ B2

k(r1) ∩ ker(div), 应用复形 (2.6) 得

到 v = curl q, 其中 q ∈ Pk+1(T ). 由于 curl q ∈ B2
k(r1), 所以有 (curl q)|∂T = 0, 这意味着 q|∂T 是

常数. 因此, 通过减去一个常数, 可以选择 q ∈ Pk+1(T ) 满足 q|∂T = 0, 即 q ∈ Bk+1(r0). 这证明了

curlBk+1(r0) = B2
k(r1) ∩ ker(div).

根据引理 4.1 中的最后一列, 得到

dimBk+1(r0)− dimB2
k(r1) + dimBk−1(r2)− 1 = 0.

这与引理 2.1 一起得出泡函数复形 (4.2) 的正合性.

表 3 系数 Cij

|∆0(Th)| |∆1(Th)| |∆2(Th)|

dimVcurl
k+1(Th; r0)

(rv0+2
2

) ∑re0
i=0(k − 2rv0 + i)

(k+3
2

)
− 3(C00 + C01)

dimVdiv
k (Th; r1) 2

(rv1+2
2

)
2
∑re1

i=0(k − 1− 2rv1 + i) 2
(k+2

2

)
− 3(C10 + C11)

dimVL2

k−1(Th; r2)
(rv2+2

2

) ∑re2
i=0(k − 2− 2rv2 + i)

(k+1
2

)
− 3(C20 + C21)

C0i − C1i + C2i 1 −1 1
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定理 4.1 设 re1 > 0, rv1 > 2re1 + 1, k > 2rv1 + 2, 并设 r0 = r1 + 1, r2 = r1 − 1. 则有限元复形

R ⊂−→ Vcurl
k+1(Th; r0)

curl−−→ Vdiv
k (Th; r1)

div−−→ VL2

k−1(Th; r2) −→ 0 (4.3)

是正合的.

证明 因为有限元空间都是协调的, 所以 (4.3) 是一个复形, 且

curlVcurl
k+1(Th; r0) = Vdiv

k (Th; r1) ∩ ker(div).

根据引理 4.1 和 Euler 公式, 可得

1− dimVcurl
k+1(Th; r0) + dimVdiv

k (Th; r1)− dimVL2

k−1(Th; r2)

= 1− |∆0(Th)|+ |∆1(Th)| − |∆2(Th)|

= 0.

由引理 2.1 可得复形 (4.3) 的正合性.

例 4.1 Falk 和 Neilan [26] 构建的二维有限元 de Rham 复形对应于 re1 = 0, rv1 = 1 以及 k > 4 的

情形:

R ⊂−→ Argyk+1

2

1

 curl−−→ Hermk

1

0

 div−−→ VL2

k−1

 0

−1

 −→ 0.

这里在符号中省略了 Th 并将 ri = (
rvi
rei
) 写作列向量. 速度的有限元空间是 C0 的, 因此前一个有限元

是 C1 的, 其最低次是五次 Argyris 元. 压力元是不连续的 P3, 但在顶点处连续. 如果对压力也用连续

元, 即 r2 = (2, 0), 则 r1 = (3, 1), r0 = (4, 2) 并且 k > 8, 这个有限元可应用于应变梯度弹性问题 (参见

文献 [21, 36]). 稍后, 将放宽等式关系 r2 = r1 − 1 并构建具有连续压力元的次数相对低一些的 Stokes

有限元空间.

注意, 取不到 r1 = (0, 0) 和 r2 = (−1,−1), 因为参数 r0 = r1 + 1 = (1, 1) 无法定义一个 C1 元. 事

实上, Stokes 元 Lagrangek −DGk−1 的 div 稳定性更为微妙, 无法从我们现有的框架中推出.

4.2 法向连续的向量有限元空间

继续考虑 re1 = −1 的情形, 并通过以下方式来确定边上的光滑性:

re0 = 0, re1 = −1, re2 = −1.

顶点光滑性的约束为

rv0 = rv1 + 1, rv1 > −1, rv2 = max{rv1 − 1,−1}.

标量函数的有限元空间 Vcurl
k+1(Th; r0) 和 VL2

k−1(Th; r2) 保持不变. 我们需要定义光滑参数为 r1 =

(rv1,−1) 的 H(div,Ω) 有限元空间. 向量函数在边上不连续. 但为了保证 H(div)- 协调性, 法向分量应

该连续. 对光滑参数更准确的写法为

r1 =

 rv1

−1, 0

 ,
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其中切向分量为 −1 (不连续) 而法向分量为 0 (连续), 在文献 [32] 中采用了 (
rv1
1
2
) 的表示. 这里仍然使

用简化形式 r1 = (rv1,−1), 将 Vdiv
k (Th; r1) 空间中的 re1 = −1 理解为法向连续性.

采用 Pk(T ;R2) 作为形函数空间, 其中 k > max{2rv1 + 2, 1}. 对于 rv1 > 0, 自由度为

∇iv(v), v ∈ ∆0(T ), i = 0, . . . , rv1, (4.4a)∫
e

v · nqds, q ∈ Pk−2(rv1+1)(e), e ∈ ∆1(T ), (4.4b)∫
e

v · tqds, q ∈ Pk−2(rv1+1)(e), e ∈ ∆1(T ), (4.4c)∫
T

v · qdx, q ∈ B2
k((r

v
1, 0)). (4.4d)

尽管 re1 = −1, 但仍然使用泡函数 Bk((r
v
1, 0)) 而不是 Bk((r

v
1,−1)) 作为内部自由度. 这可以让我们在

边上拥有自由度 (4.4b)–(4.4c), 即在一个三角形上使用参数为 (rv1, 0) 的向量 Hermite 元. 在定义全

局 H(div)- 协调有限元空间时, 切向分量 (4.4c) 被视为局部的, 即在内部边上是双值的, 而法向分量

(4.4b) 是单值的, 保证了法向的连续性.

当 rv1 = −1 时, 顶点处没有自由度, 自由度为∫
e

v · nqds, q ∈ Pk(e), e ∈ ∆1(T ), (4.5a)∫
e

v · tqds, q ∈ Pk−2(e), e ∈ ∆1(T ), (4.5b)∫
T

v · qdx, q ∈ B2
k((0, 0)). (4.5c)

内部自由度变成 Bk((0, 0)), 即在一个三角形上使用向量 Lagrange 有限元的自由度. 因此单个三角形

上自由度 (4.5)的唯一可解性来自于向量 Lagrange元的唯一可解性. 在每条边上,使用 t−n (切向-法

向) 坐标; 在顶点处, 使用包含该顶点的两条边的两个法方向形成的坐标, 并合并到 (4.5a) 中, 这样法

向分量变成了完整的多项式空间 Pk(e), 而切向分量还是只对应于边的泡函数空间 bePk−2(e). 对法向

分量自由度取单值可以保证法向连续性.

定义全局 H(div)- 协调有限元空间

Vdiv
k (Th; (rv1,−1)) = {v ∈ L2(Ω;R2) : v|T ∈ Pk(T ;R2),∀T ∈ Th,自由度 (4.4a) 和 (4.4b) 是单值的},

Vdiv
k (Th; (−1,−1)) = {v ∈ L2(Ω;R2) : v|T ∈ Pk(T ;R2),∀T ∈ Th,自由度 (4.5a) 是单值的},

其中 rv1 > 0. 这里切向分量 (4.4c) 和 (4.5b) 被视为局部的, 即在每条内部边可能是双值的.

定理 4.2 假设参数 r0、r1 和 r2 满足

rv0 = rv1 + 1, rv1 > −1, rv2 = max{rv1, 0} − 1,

re0 = 0, re1 = −1, re2 = −1.

设 k > max{2rv1 + 2, 1}. 则有限元复形

R ⊂−→ Vcurl
k+1(Th; r0)

curl−−→ Vdiv
k (Th; r1)

div−−→ VL2

k−1(Th; r2) −→ 0 (4.6)

是正合的.
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证明 显然 (4.6) 是一个复形, 且

curlVcurl
k+1(Th; r0) = Vdiv

k (Th; r1) ∩ ker(div).

然后计算维数. 除了 C11 = k − 1 − 2rv1, 引理 4.1 中的维数计算大部分仍然有效. 由于 C01 = k − 2rv0

和 C21 = 0, 所以恒等式 C01 − C11 + C21 = −1 仍然成立. 后续证明类似定理 4.1.

例 4.2 当 k > 1, rv0 = 0, rv1 = −1, rv2 = −1 时, 得到标准的有限元 de Rham 复形

R ⊂−→ Lagrangek+1

0

0

 curl−−→ BDMk

−1

−1

 div−−→ DGk−1

−1

−1

 −→ 0.

若取 rv0 = 1, rv1 = 0, rv2 = −1 并且 k > 2, 可得

R ⊂−→ Hermk+1

1

0

 curl−−→ Stenk

 0

−1

 div−−→ DGk−1

−1

−1

 −→ 0.

该复形首次出现在文献 [23] 中.

4.3 不等式约束的一般情形

考虑更一般的情形, 对光滑参数 r1 和 r2 引入不等式约束:

r0 = r1 + 1, r1 > −1, r2 > r1 ⊖ 1. (4.7)

为了定义有限元空间, 进一步要求

rv1 > 2re1 + 1, rv2 > 2re2, k > max{2rv1 + 2, 2rv2 + 2, 3re2 + 4, (re2 + 4)[rv2 = 0]}.

标量函数的有限元空间 Vcurl
k+1(Th; r0) 和 VL2

k−1(Th; r2) 保持不变. 接下来为 H(div,Ω) 定义一个新

的有限元空间. 选择 Pk(T ;R2) 作为形函数空间. 自由度为

∇iv(v), v ∈ ∆0(T ), i = 0, . . . , rv1, (4.8a)

∇j div v(v), v ∈ ∆0(T ), j = max{rv1, 0}, . . . , rv2, (4.8b)∫
e

v · nqds, q ∈ Pk−2(rv1+1)(e), e ∈ ∆1(T ), (4.8c)∫
e

∂i
n(v · t)qds, q ∈ Pk−2(rv1+1)+i(e), e ∈ ∆1(T ), i = 0, . . . , re1, (4.8d)∫

e

∂i
n(div v)qds, q ∈ Pk−1−2(rv2+1)+i(e), e ∈ ∆1(T ), i = 0, . . . , re2, (4.8e)∫

T

div vqdx, q ∈ Bk−1(r2)/R, (4.8f)∫
T

v · qdx, q ∈ curlBk+1(r1 + 1). (4.8g)

接下来解释自由度的变化. 这里添加了与 div v 相关的自由度 (4.8b)、(4.8e) 和 (4.8f) 来确定 div v ∈
VL2

k−1(Th; r2). 对于内部自由度, 使用泡函数复形 (4.2) 将其分解为 div 的值域及其正交补. 在边上, 关

于 div v 的自由度, 引入了切向分量和法向分量的法向导数的一些线性依赖, 因此需要消除一些冗余.
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更具体地, 对于 i = 0, 1, . . . , re1 − 1 且 re2 = re1 − 1 > 0,

∂i
n(div v) = ∂i

n(∂n(v · n) + ∂t(v · t)) = ∂i+1
n (v · n) + ∂t(∂

i
n(v · t)).

第二项 ∂t(∂
i
n(v · t))将由 (4.8a)和 (4.8d)确定. 法向分量的法向导数 ∂i+1

n (v ·n) (i > 0)被纳入 (4.8e),

而函数值 v · n 在 (4.8c) 中给出. 自由度 (4.8c)–(4.8e) 的线性组合将确定∫
e

∂i
nv · qds, q ∈ P2

k−2(rv1+1)+i(e), e ∈ ∆1(Th), i = 0, 1, . . . , re1.

这样就回到了之前定义的光滑有限元, 从而得到唯一可解性.

引理 4.2 假设 r1 和 r2 满足 (4.7), rv1 > 2re1+1, rv2 > 2re2,且 k > max{2rv2+2, 3re2+4, (re2+4)[rv2

= 0]}. 则自由度 (4.8a)–(4.8g) 对 Pk(T ;R2) 是唯一可解的.

证明 条件 k > max{2rv2 +2, 3re2 +4, (re2 +4)[rv2 = 0]} 确保了 dimBk−1(r2) > 1, 这可以通过证明

|S2(T )| > 0 来验证, 参见引理 3.5.

与 div v 相关的自由度 (4.8b)、(4.8e) 和 (4.8f) 的数量是 dimPk−1(T )− 3
(
rv1+1
2

)
− 1, 这与 r2 无关.

因此, 自由度 (4.8a)–(4.8g)的数量也与 r2 无关.所以可以考虑 r2 = r1 ⊖ 1的情形, 而这种情形之前已

经证明过自由度 (4.8a)–(4.8g) 的数量等于 Pk(T ;R2) 的维数.

取 v ∈ Pk(T ;R2) 并假设所有自由度 (4.8a)–(4.8g) 为 0. 自由度 (4.8c) 为 0 意味着 div v ∈ L2
0(T ).

利用自由度 (4.8a)–(4.8b) 和 (4.8e)–(4.8f) 为 0, 得到 div v = 0. 再由自由度 (4.8a) 和 (4.8c)–(4.8d) 为

0 可知 v ∈ curlBk+1(r1 + 1). 因此, 由自由度 (4.8g) 为 0 可得 v = 0.

定义全局 Cre1 - 连续的有限元空间

Vdiv
k (Th; r1, r2) = {v ∈ L2(Ω;R2) :v|T ∈ Pk(T ;R2),∀T ∈ Th,自由度 (4.8a)–(4.8e) 是单值的}.

当 r2 > r1 ⊖ 1 时, 有

Vdiv
k (Th; r1, r2) ⊆ Vdiv

k (Th; r1, r1 ⊖ 1).

定理 4.3 设 r0 = r1 + 1, r1 > −1, r2 > r1 ⊖ 1 满足 rv1 > 2re1 + 1, rv2 > 2re2. 假设 k > max{2rv1
+2, 2rv2 + 2, 3re2 + 4, (re2 + 4)[rv2 = 0]}. 则有限元复形

R ⊂−→ Vcurl
k+1(Th; r0)

curl−−→ Vdiv
k (Th; r1, r2)

div−−→ VL2

k−1(Th; r2) −→ 0 (4.9)

是正合的.

证明 首先根据构造有 curlVcurl
k+1(Th; r0) ⊆ Vdiv

k (Th; r1, r2) 和 divVdiv
k (Th; r1, r2) ⊆ VL2

k−1(Th; r2),
这样可以直接验证 (4.9) 是一个复形. 同样显然成立

curlVcurl
k+1(Th; r0) = Vdiv

k (Th; r1, r2) ∩ ker(div).

已经证明了当 r2 = r1 ⊖ 1 时的正合性. 在计算维数时, 只需要检查与这种情形的差异.

为 Vdiv
k (Th; r1, r2) 和 VL2

k−1(Th; r2) 新增的顶点自由度的个数是相等的, 即

C10(r2)− C10(r1 ⊖ 1) = C20(r2)− C20(r1 ⊖ 1).

对边上的自由度也可以应用同样的论证. 因此, 交替列和保持不变, 定理 4.1 的证明仍然适用.
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图 9 在光滑有限元 de Rham 复形 (4.3) 中对 div v 引入额外的约束得到有限元 de Rham 复形 (4.9)

下面使用图 9 来说明有限元 de Rham 复形 (4.9) 的正合性. 它是在正合复形 (4.3) 的基础上, 通

过对 div v 引入额外的光滑性, 即对 div v 增加更多约束而得到的. 图 9 中 VL2

k−1(r2) 的灰色部分对应

于 divv 需要满足的额外光滑性, 白色部分对应泡函数空间.

下面提供两个以 Lagrange 元结尾的 de Rham 复形的例子.

例 4.3 选择 r1 = (1, 0), r2 = 0, 且 k > 4. 现在可以选择连续的压力空间而不增加多项式次数.

复形为

R ⊂−→ Argyk+1

2

1

 curl−−→ Vdiv
k

1

0

 ,

0

0

 div−−→ Lagrangek−1

0

0

 −→ 0.

速度空间是一个加了约束的 Hermite 空间, div v 在顶点和边上是连续的. 这种 Pk-Pk−1 Stokes 元与

Taylor-Hood 元相比的优势是, 散度为 0 是逐点保证的. Falk 和 Neilan [26] 构造的 H1(div)-H1 有限元

空间对应这个复形后半部分的子空间.

例 4.4 考虑 r1 = −1 和 r2 = 0 且 k > 4 的情形. 复形为

R ⊂−→ Lagrangek+1

0

0

 curl−−→ Vdiv
k

−1

−1

 ,

0

0

 div−−→ Lagrangek−1

0

0

 −→ 0,

这是文献 [34, 第 5.2.1 小节] 中提到的有限元 de Rham 复形的旋转版本. 空间 Vdiv
k (Th; r1, r0) 可用于

离散化四阶 div或 curl方程 [27, 34],也可以将 Vdiv
k (Th; r1, r0)和 Lagrangek−1(Th; r0)应用于 Poisson方

程 −∆u = f 的混合有限元方法中.

为了简洁起见, 后文中将省略全局有限元空间符号中的三角剖分 Th. 例如, Vdiv
k (Th; r1, r2) 将简

写为 Vdiv
k (r1, r2).

5 更多的有限元复形

本节基于有限元 de Rham 复形来构建更多的有限元复形.

5.1 有限元 curl div 复形

基于有限元 de Rham 复形 (4.9), 可以得到 curl div 复形 [7]

R× {0} ⊂−→ H1(Ω)× R (curl ,x)−−−−−→ H(curl div,Ω)
curl div−−−−−→ H(div,Ω)

div−−→ L2(Ω) → 0

的有限元离散化, 其中

H(curl div,Ω) := H0,1(div,Ω) = {v ∈ H(div,Ω) : div v ∈ H1(Ω)}.
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算子 (curl ,x) 定义为

(curl ,x)

v

c

 := curl v + cx,

其中 v ∈ H1(Ω) 和 c ∈ R.
定理 5.1 设 r0 = r1 +1, r1 > −1, r2 > max{r1 − 1, 0}, r3 > max{r2 − 2,−1}满足 rv1 > 2re1 +1,

rv2 > 2re2, r
v
3 > 2re3. 假设 k > max{2rv1+2, 2rv2+2, 3re2+4, (re2+4)[rv2 = 0], 2rv3+4, 3re3+6, (re3+6)[rv3 = 0]}.

则有限元复形

R× {0} ⊂−→ Vcurl
k+1(r0)× R (curl ,x)−−−−−→ Vdiv

k (r1, r2)
curl div−−−−−→ Vdiv

k−2(r2 − 1, r3)
div−−→ VL2

k−3(r3) −→ 0 (5.1)

是正合的.

证明 根据复形 (4.9), 显然 (5.1) 是一个复形, 并且 divVdiv
k−2(r2 − 1, r3) = VL2

k−3(r3). 因此下面将

重点放在证明复形 (5.1) 的正合性上.

条件 k > max{2rv2+2, 3re2+4, (re2+4)[rv2 = 0]}蕴涵了 dimBk−1(r2) > 1,而 k > max{2rv3+4, 3re3+6,

(re3 + 6)[rv3 = 0]} 蕴涵了 dimBk−3(r3) > 1. 从复形 (4.9) 的正合性得到

divVdiv
k (r1, r2) = VL2

k−1(r2), curlVcurl
k−1(r2) = Vdiv

k−2(r2 − 1, r3) ∩ ker(div).

由于当 r2 > 0 时 Vcurl
k−1(r2) = VL2

k−1(r2), 因此 curl divVdiv
k (r1, r2) = Vdiv

k−2(r2 − 1, r3) ∩ ker(div).

对于 v ∈ Vdiv
k (r1, r2) ∩ ker(curl div), 存在常数 c 使得 div v = 2c. 则有 div(v − cx) = 0, 即

v − cx ∈ Vdiv
k (r1, r2) ∩ ker(div). 因此, 由复形 (4.9) 的正合性可得 v ∈ curlVcurl

k+1(r0)⊕ xR.

3 维 curl div 复形的协调有限元离散更为复杂, 主要原因是光滑性要求 curl div τ ∈ L2(Ω;R3). 在

后续工作 [20] 中, 我们将构造 curl div τ ∈ H−1(Ω;R3) 的有限元空间及其相应的复形.

5.2 有限元弹性复形和 Hessian 复形

首先给出两个例子. 记

Vdiv
k (r1, r2;M) := Vdiv

k (r1, r2)× Vdiv
k (r1, r2).

在矩阵函数中,每一行属于 Vdiv
k (r1, r2). 为了节省空间,跳过序列中起始的常数空间 R和末尾的 0,并

在空间的符号中省略 Th. 取整数 k > 3. 第一个示例已在文献 [23] 中提出, 如图 10 所示. 从中可以推

导出有限元弹性复形

RM
⊂−→ Argyk+2

2

1

 Air−−→ HZk

 0

−1

 ;S

 div−−→ DGk−1

−1

−1

 ;R2

 −→ 0. (5.2)

接下来看另外一个例子: 使用旋转后的微分算子,并使用有限元空间 Vrot(r1, r2)来增加末尾空间

的光滑性. 对于 k > 5, 构造有限元 BGG 图 (如图 11 所示), 并从中推导出文献 [16] 中构造的有限元

Hessian 复形

P1
⊂−→ V hess

k+2
∇2

−−→ Σrot
k

rot−−→ V grad
k−1 −→ 0. (5.3)

注意, 复形 (5.3) 不是复形 (5.2) 的旋转, 因为复形 (5.3) 以连续的 Lagrange 元结尾, 而 (5.2) 末尾是不

连续的分片多项式空间.

接下来介绍一般情形.
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图 10 文献 [23] 中有限元弹性复形的 BGG 图

定理 5.2 设 r1 > −1 且 r2 > r1 ⊖ 1 满足 rv1 > 2re1 + 2, rv2 > 2re2, 并设多项式次数 k >
max{2rv1 +3, 2rv2 +2, 3re2 +5, 5[re2 = −1, rv2 = 1], 3[re2 = −1, rv2 = 0]}. 则有图 12, 从中可以推导出有限元

弹性复形

P1
⊂−→ Vcurl

k+2(r1 + 2)
Air−−→ Vdiv

k (r1, r2;S)
div−−→ VL2

k−1(r2;R2) −→ 0, (5.4)

其中 Vdiv
k (r1, r2;S) := Vdiv

k (r1, r2;M) ∩ ker(sskw).

证明 首先证明 sskwVdiv
k (r1, r2;M) = VL2

k (r1). 对于任意 q ∈ VL2

k (r1), 通过图 12 中顶部复

形的正合性, 可知存在 vh ∈ Vdiv
k+1(r1) = Vcurl

k+1(r1) 使得 div vh = qh. 然后从反交换性质 (2.1) 得到

qh = 2 sskw(curlvh).

其次,条件 k > max{2rv2+2, 3re2+5, 5[re2 = −1, rv2 = 1], 3[re2 = −1, rv2 = 0]}确保了 dimBk−1(r2) > 3

(参见引理 3.6).

我们可以应用文献 [7] 中的 BGG 框架来得到复形 (5.4) 及其正合性. 但在二维情形下, 本文提供

一个简单而直接的证明, 不调用抽象的理论框架. 显然 (5.4) 是一个复形. 下面通过两步来证明复形

(5.4) 的正合性.

步骤 1 证明 AirVcurl
k+2(r1 + 2) = Vdiv

k (r1, r2;S) ∩ ker(div).

对于 τ ∈ Vdiv
k (r1, r2;S)∩ker(div),通过图 12中底部复形的正合性可知,存在 v ∈ Vcurl

k+1(r1+1;R2)

使得 τ = curlv. 然后从 (2.1) 推导出

div v = 2 sskw(curlv) = 2 sskw τ = 0.

通过顶部 de Rham 复形的正合性可知, 存在 q ∈ Vcurl
k+2(r1 + 2) 使得 v = curl q. 因此 τ = curlv = Air q

∈ AirVcurl
k+2(r1 + 2).

图 11 文献 [16] 中有限元 Hessian 复形的 BGG 图

图 12 弹性复形的有限元 BGG 图
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步骤 2 证明 divVdiv
k (r1, r2;S) = VL2

k−1(r2;R2).

由于 div : Vdiv
k (r1, r2;M) → VL2

k−1(r2;R2) 是满射, 所以给定 q ∈ VL2

k−1(r2;R2), 可以找到 τ ∈
Vdiv

k (r1, r2;M) 使得 div τ = q. 通过图 12, 可以找到 v ∈ Vdiv
k+1(r1 + 1) 使得 div v = −2 sskw τ . 令

τ s = τ + curlv. 则 div τ s = div τ = q 且 2 sskw τ s = 2 sskw τ + 2 sskw curlv = 2 sskw τ + div v = 0,

即 τ s 是对称的. 因此, 找到 τ s ∈ Vdiv
k (r1, r2;S) 满足 div τ s = q.

在 (5.4) 中, Vdiv
k (r1, r2;S) 定义为抽象的核空间 Vdiv

k (r1, r2;M) ∩ ker(sskw). 接下来给出空间

Vdiv
k (r1, r2;S) 的有限元描述, 从而可以给出局部的基函数. 在每个三角形上, 采用 Pk(T ;S) 作为形
函数空间. 通过对称化自由度 (4.8a)–(4.8g), 本文提出以下自由度用于定义空间 Vdiv

k (r1, r2;S):

∇iτ (v), v ∈ ∆0(T ), i = 0, . . . , rv1, (5.5a)

∇j div τ (v), v ∈ ∆0(T ), j = rv1, . . . , r
v
2, (5.5b)∫

e

(τn) · qds, q ∈ P2
k−2(rv1+1)(e), e ∈ ∆1(T ), (5.5c)∫

e

∂i
n(t

⊤τt)qds, q ∈ Pk−2(rv1+1)+i(e), e ∈ ∆1(T ), i = 0, . . . , re1, (5.5d)∫
e

∂i
n(div τ ) · qds, q ∈ P2

k−1−2(rv2+1)+i(e), e ∈ ∆1(T ), i = 0, . . . , re2, (5.5e)∫
T

div τ · qdx, q ∈ B2
k−1(r2)/RM , (5.5f)∫

T

τ : qdx, q ∈ AirBk+2(r1 + 2). (5.5g)

引理 5.1 自由度 (5.5a)–(5.5g) 对于 Pk(T ;S) 是唯一可解的.

证明 自由度 (5.5b)、(5.5e) 和 (5.5f) 的数量是 2 dimPk−1(T )− 3− 6
(
rv1+1
2

)
. 于是自由度 (5.5a)–

(5.5g) 的数量是

9

(
rv1 + 2

2

)
+ 6(k − 1− 2rv1) + 3

re1∑
i=0

(k − 1− 2rv1 + i) + dimBk+2(r1 + 2)

+ 2dimPk−1(T )− 3− 6

(
rv1 + 1

2

)
= dimPk+2(T ) + 2 dimPk−1(T )− 3.

由 (2.7) 可知上式等于 dimPk(T ;S).
取 τ ∈ Pk(T ;S), 并假设所有的自由度 (5.5a)–(5.5g) 都为 0. 根据分部积分和 (5.5c), 有

(div τ , q)T = 0, q ∈ RM .

由于自由度 (5.5a)、(5.5b)、(5.5e) 和 (5.5f) 为 0, 得到 div τ = 0. 对于每条边 e, 有

∂i
n(div τ ) = ∂i

n(div(n
⊤τ ))n+ ∂i

n(div(t
⊤τ ))t

= ∂i
n(∂n(n

⊤τn) + ∂t(n
⊤τt))n+ ∂i

n(∂n(t
⊤τn) + ∂t(t

⊤τt))t

= (∂i+1
n (n⊤τn) + ∂t∂

i
n(n

⊤τt))n+ (∂i+1
n (t⊤τn) + ∂t∂

i
n(t

⊤τt))t.

然后根据自由度 (5.5a)–(5.5e) 得到 τ ∈ AirBk+2(r1 + 2). 最后利用自由度 (5.5g) 为 0 可得 τ = 0.
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接下来, 定义全局有限元空间, 并证明它就是 Vdiv
k (r1, r2;S).

引理 5.2 我们有

Vdiv
k (r1, r2;S) = V := {τ ∈ L2(Ω;S) : τ |T ∈ Pk(T ;S),∀T ∈ Th,自由度 (5.5a)–(5.5e) 都是单值的}.

证明 显然 V ⊆ Vdiv
k (r1, r2;S). 通过比较自由度和直接计算, 可以证明

dimVdiv
k (r1, r2;S) = dimV,

从而得到所要的结果.

5.3 有限元 div div 复形

首先考虑张量有限元空间是连续的情形. 设 r1 > 0且 r2 > max{r1−2,−1}. 引入空间 Vdiv div+

k (r1,

r2;M) ⊆ Vdiv
k (r1)×Vdiv

k (r1),其对 div div τ 有约束. 形函数空间取为 Pk(T ;M), k > max{2rv1+2, 2rv2+3},
自由度为

∇iτ (v), v ∈ ∆0(T ), i = 0, . . . , rv1, (5.6a)

∇j div div τ (v), v ∈ ∆0(T ), j = max{rv1 − 1, 0}, . . . , rv2, (5.6b)∫
e

τn · qds, q ∈ P2
k−2(rv1+1)(e), e ∈ ∆1(T ), (5.6c)∫

e

∂i
n(τt) · qds, q ∈ P2

k−2(rv1+1)+i(e), e ∈ ∆1(T ), i = 0, . . . , re1, (5.6d)∫
e

n⊤ div τ qds, q ∈ Pk−1−2rv1
(e), e ∈ ∆1(T ), (5.6e)∫

e

∂i
n(t

⊤ div τ )qds, q ∈ Pk−1−2rv1+i(e), e ∈ ∆1(T ), i = 0, . . . , re1 − 1, (5.6f)∫
e

∂i
n(div div τ )qds, q ∈ Pk−2−2(rv2+1)+i(e), e ∈ ∆1(T ), i = 0, . . . , re2, (5.6g)∫

T

div τ · qdx, q ∈ curlBk(r1), (5.6h)∫
T

div div τ qdx, q ∈ Bk−2(r2)/P1(T ), (5.6i)∫
T

τ : qdx, q ∈ curlBk+1(r1 + 1;R2). (5.6j)

引理 5.3 设 r1 > 0 且 r2 > max{r1 − 2,−1}. 假设 k > max{2rv1 + 2, 2rv2 + 3, 3re2 + 6, 6[re2

= −1, rv2 = 1], 4[re2 = −1, rv2 = 0]}. 自由度 (5.6a)–(5.6j) 对于 Pk(T ;M) 是唯一可解的.

证明 自由度 (5.6b)、(5.6g) 和 (5.6i) 的数量是

dimPk−2(T )− 3− 3

(
rv1
2

)
= 3

re1−1∑
i=1

(k − 2rv1 + i) + dimBk−2(max{r1 − 2,−1})− 3.

并且 Vdiv
k (r1, r1 − 1) 自由度 (4.8a)–(4.8g) 的数量减去自由度 (5.6a)、(5.6c)–(5.6f)、(5.6h) 和 (5.6j) 的

数量是

3

re1−1∑
i=1

(k − 2rv1 + i) + 2 dimBk−1(r1 − 1)− dimBk(r1)− 2
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= 2dimPk−1(T )− dimPk(T )− 6

(
rv1 + 1

2

)
+ 3

(
rv1 + 2

2

)
− 6

re1−1∑
i=0

(k − 2rv1 + i)

+ 3

re1∑
i=0

(k − 2rv1 − 1 + i) + 3

re1−1∑
i=1

(k − 2rv1 + i)− 2

= 2dimPk−1(T )− dimPk(T )− 3

(
rv1
2

)
− 2.

由 (2.7) 得出上式等于 dimPk−2(T )− 3− 3
(
rv1
2

)
. 因此, 自由度 (5.6a)–(5.6j) 的数量等于 dimPk(T ;M).

取 τ ∈ Pk(T ;M), 假设所有自由度 (5.6a)–(5.6j) 为 0. 设 v = div τ ∈ Pk−1(T ;R2). 应用分部积分,

由 (5.6c) 和 (5.6e) 可得

(div v, q)T = (div div τ , q)T = 0, q ∈ P1(T ).

应用引理 4.2, 即空间 Vdiv
k−1(r1 − 1, r2) 的唯一可解性, 由 (5.6a)、(5.6b) 和 (5.6e)–(5.6i) 可知 div τ = v

= 0. 然后可知 τ = curlw, 其中 w ∈ Pk+1(T ;R2). 借助定理 3.1, 由 (5.6a)、(5.6c)、(5.6d) 和 (5.6j) 得

出 w = 0 和 τ = 0.

定义全局 H(div div)- 协调有限元空间

Vdiv div+

k (r1, r2;M) = {τ ∈ L2(Ω;M) : τ |T ∈ Pk(T ;M),∀T ∈ Th,自由度 (5.6a)–(5.6g) 是单值的},

其中 div div+ 中的上标 + 表示光滑性超过 H(div div)- 协调. 实际上有关系

Vdiv div+

k (r1, r2;M) ⊂ H(div,Ω;M) ∩H(div div,Ω;M).

引理 5.4 设 r1 > 0 和 r2 > max{r1 − 2,−1}. 假设 k > max{2rv1 + 2, 2rv2 + 3, 3re2 + 6, 6[re2 = −1,

rv2 = 1], 4[re2 = −1, rv2 = 0]}. 则有限元复形

R2 ⊂−→ Vcurl
k+1(r1 + 1;R2)

curl−−→ Vdiv div+

k (r1, r2;M)
div−−→ Vdiv

k−1(r1 − 1, r2) −→ 0 (5.7)

是正合的.

证明 可直接验证 (5.7) 是一个复形. 下面证明其正合性. 为此, 引入正合复形

R2 ⊂−→ Vcurl
k+1(r1 + 1;R2)

curl−−→ Vdiv
k (r1, r1 − 1;M)

div−−→ VL2

k−1(r1 − 1;R2) −→ 0 (5.8)

来作对比.

比较自由度 (5.6)和自由度 (4.8)可知 Vdiv div+

k (r1, r2;M)∩ker(div) = Vdiv
k (r1, r1−1;M) ∩ ker(div).

结合复形 (5.8) 的正合性即可得 Vdiv div+

k (r1, r2;M) ∩ ker(div) = curlVcurl
k+1(r1 + 1;R2).

接着通过计算维数来证明 divVdiv div+

k (r1, r2;M) = Vdiv
k−1(r1 − 1, r2). 注意到 dimVdiv div+

k (r1, r2;

M) − dimVdiv
k−1(r1 − 1, r2) 与 r2 无关, 不妨设 r2 = max{r1 − 2,−1}. 此时, 自由度 (5.6b) 消失. 再次

比较自由度 (5.6) 和 (4.8), 有

dimVdiv div+

k (r1, r2;M)− dimVdiv
k−1(r1 − 1, r2) = dimVdiv

k (r1, r1 − 1;M)− dimVL2

k−1(r1 − 1;R2).

最后, 利用复形 (5.8) 的正合性和引理 2.1 可以得到复形 (5.7) 的正合性.
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定理 5.3 设 r1 > 0 和 r2 > max{r1 − 2,−1}. 假设 k > max{2rv1 + 2, 2rv2 + 3, 3re2 + 6, 6[re2 =

−1, rv2 = 1], 4[re2 = −1, rv2 = 0]}. 则有图 13, 并从中推导出有限元 div div 复形

RT
⊂−→ Vcurl

k+1(r1 + 1;R2)
sym curl−−−−−→ Vdiv div+

k (r1, r2;S)
div div−−−−→ VL2

k−2(r2) −→ 0, (5.9)

其中 Vdiv div+

k (r1, r2;S) := Vdiv div+

k (r1, r2;M)/mskwVcurl
k (r1).

证明 根据反交换性质 div(mskw v) = −curl v,可以从文献 [7]中的 BGG框架得出复形 (5.9). 接

下来给出一个不使用 BGG 框架的直接证明. 显然 (5.9) 是一个复形. 下面证明其正合性.

对于 VL2

k−2(r2)中的 p,基于图 13底部复形的正合性,可知存在 u ∈ Vdiv
k−1(r1−1, r2)满足 p = divu.

然后利用图 13 顶部复形的正合性找到 τ ∈ Vdiv div+

k (r1, r2;M), 使得 u = div τ . 令 σ = τ + mskww

∈ Vdiv div+

k (r1, r2;M), 其中 w = − sskw τ ∈ Vcurl
k (r1). 因为 div divmskww = −div curlw = 0, 所以

div divσ = div div τ = p, 且 sskwσ = sskw τ + w = 0, 即 σ 属于 Vdiv div+

k (r1, r2;S). 这样就证明了
div divVdiv div+

k (r1, r2;S) = VL2

k−2(r2).

通过图 13 中的两个复形, 有

dimVdiv div+

k (r1, r2;M) = dimVcurl
k+1(r1 + 1;R2) + dimVdiv

k−1(r1 − 1, r2)− 2,

dimVdiv
k−1(r1 − 1, r2) = dimVcurl

k (r1) + dimVL2

k−2(r2)− 1.

结合上述两个等式得到

dimVdiv div+

k (r1, r2;M) = dimVcurl
k+1(r1 + 1;R2) + dimVcurl

k (r1) + dimVL2

k−2(r2)− 3.

因此

dimVdiv div+

k (r1, r2;S) = dimVcurl
k+1(r1 + 1;R2) + dimVL2

k−2(r2)− 3.

从而由引理 2.1 推导出 (5.9) 复形的正合性.

接下来给出 Vdiv div+

k (r1, r2;S) 的有限元描述. 选择 Pk(T ;S) 作为形函数空间. 通过对自由度

(5.6a)–(5.6j) 进行对称化得到以下单元自由度:

∇iτ (v), v ∈ ∆0(T ), i = 0, . . . , rv1, (5.10a)

∇j div div τ (v), v ∈ ∆0(T ), j = max{rv1 − 1, 0}, . . . , rv2, (5.10b)∫
e

τn · qds, q ∈ P2
k−2(rv1+1)(e), e ∈ ∆1(T ), (5.10c)∫

e

∂i
n(t

⊤τt) qds, q ∈ Pk−2(rv1+1)+i(e), e ∈ ∆1(T ), i = 0, . . . , re1, (5.10d)∫
e

n⊤ div τ qds, q ∈ Pk−1−2rv1
(e), e ∈ ∆1(T ), (5.10e)∫

e

∂i
n(t

⊤ div τ )qds, q ∈ Pk−1−2rv1+i(e), e ∈ ∆1(T ), i = 0, . . . , re1 − 1, (5.10f)

R
2

V
curl
k+1(r1 + 1;R2) V

div div
+

k
(r1, r2;M) V

div
k−1(r1 − 1, r2) 0

R V
curl
k

(r1) V
div
k−1(r1 − 1, r2) V

L
2

k−2(r2) 0

⊂ curl div

−x

⊂

mskw

curl

id

div

图 13 div div 复形的有限元 BGG 图
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∫
e

∂i
n(div div τ )qds, q ∈ Pk−2(rv2+2)+i(e), e ∈ ∆1(T ), i = 0, . . . , re2, (5.10g)∫

T

div τ · qdx, q ∈ curlBk(r1)/x
⊥, (5.10h)∫

T

div div τ qdx, q ∈ Bk−2(r2)/P1(T ), (5.10i)∫
T

τ : qdx, q ∈ AirBk+2(r1 + 2). (5.10j)

使用与引理 5.3 的证明相似的证明, 可以证明其唯一可解性.

引理 5.5 设 r1 > 0 且 r2 > max{r1 − 2,−1}. 假设 k > max{2rv1 + 2, 2rv2 + 3, 3re2 + 6, 6[re2

= −1, rv2 = 1], 4[re2 = −1, rv2 = 0]}. 则自由度 (5.10a)–(5.10j) 对于 Pk(T ;S) 是唯一可解的.

引理 5.6 设 r1 > 0 且 r2 > max{r1 − 2,−1}. 假设 k > max{2rv1 + 2, 2rv2 + 3, 3re2 + 6, 6[re2 = −1,

rv2 = 1], 4[re2 = −1, rv2 = 0]}. 则成立

Vdiv div+

k (r1, r2;S) = V := {τ ∈ L2(Ω;S) : τ |T ∈ Pk(T ;S) ∀T ∈ Th,自由度 (5.10a)–(5.10g) 是单值的},

且有 Vdiv div+

k (r1, r2;S) ⊂ H(div,Ω;S) ∩H(div div,Ω;S).

证明 显然 V ⊆ Vdiv div+

k (r1, r2;S). 通过直接计算维数和 Euler 公式可得 dimVdiv div+

k (r1, r2;S)
= dimV.

例 5.1 选择 r1 = (1, 0), r2 = (0, 0), k > 6, 得到文献 [16] 中构建的有限元 div div 复形为

RT
⊂−→ Argyk+1

2

1

 ;R2

 sym curl−−−−−→ Vdiv div+

k

1

0

 ,

0

0

 ;S

 div div−−−−→ Lagrangek−2

0

0

 −→ 0.

文献 [14,33] 中提出的有限元 div div 复形对应 r1 = (0,−1) 和 r2 = (−1,−1) 的情形, 并不包含在

复形 (5.9) 中, 因为不满足条件 r1 > 0. 这会导致光滑性不匹配. 在图 13 中, 当

τ ∈ Vdiv
k

 rv1

−1

 , r2;M


时, w = − sskw(τ ) 是不连续的. 尽管 mskw 算子仍然是单射, 但不清楚有限元空间

Vdiv div+

k

 rv1

−1

 , r2;M

/
mskwVcurl

k

rv1

0


是否由法向连续的对称矩阵函数组成. 在连续层面, 文献 [33] 中所用到的是

RT
⊂−→ H1,1(div,Ω)

sym curl−→ H(div div,Ω;S) ∩H(div,Ω;S) div div−→ L2(Ω) → 0. (5.11)

现在考虑利用 BGG 框架对 div div 复形 (5.11) 进行有限元离散. 对于 r1 = (rv1,−1) 且 rv1 > 0、r0

= r1+1和 r2 > max{r1− 2,−1}的情形,对图 13进行细化得到图 14. 这里的空间 V̂div div+

k (r1, r2;M)

是由 Vdiv div+

k (r1, r2;M) 中满足

sskw τ ∈ Vcurl
k

rv1

0


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的 τ 构成的子空间. 由图 14 得到了有限元 div div 复形 (5.13), 其有限元空间

Vdiv div+

k (r1, r2;S) = V̂div div+

k (r1, r2;M)/mskwVcurl
k

rv1

0

 .

下面直接证明得到的有限元 div div 复形的正合性, 而不使用 BGG 框架. 空间 Vdiv div+

k (r1, r2;S)
由自由度

∇iτ (v), v ∈ ∆0(T ), i = 0, . . . , rv1, (5.12a)

∇j div div τ (v), v ∈ ∆0(T ), j = max{rv1 − 1, 0}, . . . , rv2, (5.12b)∫
e

τn · qds, q ∈ P2
k−2(rv1+1)(e), e ∈ ∆1(T ), (5.12c)∫

e

n⊤ div τ qds, q ∈ Pk−1−2rv1
(e), e ∈ ∆1(T ), (5.12d)∫

e

∂i
n(div div τ )qds, q ∈ Pk−2(rv2+2)+i(e), e ∈ ∆1(T ), i = 0, . . . , re2, (5.12e)

∫
T

div τ · qdx, q ∈ curlBk

rv1

0

/
x⊥, (5.12f)

∫
T

div div τ qdx, q ∈ Bk−2(r2)/P1(T ), (5.12g)∫
T

τ : qdx, q ∈ AirBk+2(r1 + 2) (5.12h)

确定. 使用与引理 5.3 中相似的证明, 可以证明自由度 (5.12) 对于 Pk(T ;S) 是唯一可解的.

定理 5.4 假设 r1 = (rv1,−1),其中 rv1 > 0,且 r2 > max{r1− 2,−1}. 设 k > max{2rv1+2, 2rv2+3,

3re2 + 6, 6[re2 = −1, rv2 = 1], 4[re2 = −1, rv2 = 0]}. 则以下的有限元 div div 复形是正合的:

RT
⊂−→ Vdiv

k+1

rv1 + 1

0

 ,

rv1

0

 sym curl−−−−−→ Vdiv div+

k

 rv1

−1

 , r2;S

 div div−−−−→ VL2

k−2(r2) −→ 0. (5.13)

证明 容易验证 (5.13) 构成一个复形. 接下来证明复形 (5.13) 的正合性.

根据 div div 复形 (5.9), 有

div divVdiv div+

k

rv1

0

 , r2;S

 = VL2

k−2(r2).

图 14 当 r1 = (rv
1,−1) 且 rv

1 > 0 时有限元 div div 复形的 BGG 图
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注意到

div divVdiv div+

k

rv1

0

 , r2;S

 ⊆ div divVdiv div+

k

 rv1

−1

 , r2;S

 ⊆ VL2

k−2(r2),

因此

div divVdiv div+

k

 rv1

−1

 , r2;S

 = VL2

k−2(r2).

此外,

dimVdiv div+

k

 rv1

−1

 , r2;S

− dimVL2

k−2(r2)

= 3

(
rv1 + 2

2

)
|∆0(Th)| −

(
rv1
2

)
|∆0(Th)|+ (3k − 6rv1 − 2)|∆1(Th)|

+ |∆2(Th)|dimBk

rv1

0

+ |∆2(Th)|dimBk+2

rv1 + 2

1

− 4|∆2(Th)|

= 2

(
rv1 + 3

2

)
|∆0(Th)|+ (3k − 6rv1 − 5)|∆1(Th)|

+ |∆2(Th)|dimBk

rv1

0

+ |∆2(Th)|dimBk+2

rv1 + 2

1

− |∆2(Th)|

− 3(|∆0(Th)| − |∆1(Th)|+ |∆2(Th)|).

借助

Vdiv
k+1

rv1 + 1

0

 ,

rv1

0


的自由度 (4.8a)–(4.8g) 和 Euler 公式, 可得

dimVdiv div+

k

 rv1

−1

 , r2;S

− dimVL2

k−2(r2) = dimVdiv
k+1

rv1 + 1

0

 ,

rv1

0

− 3.

结合引理 2.1 得到了复形 (5.13) 的正合性.

例 5.2 当 rv1 = 0、r2 = −1 和 k > 3 时, 得到了文献 [33] 中构建的有限元 div div 复形

RT
⊂−→ Vdiv

k+1

1

0

 ,

0

0

 sym curl−−−−−→ HMZk

 0

−1

 div div−−−−→ DGk−2

−1

−1

 −→ 0.

另一种改动是将光滑性从 H(div div,Ω;S) ∩H(div,Ω;S) 放宽到 H(div div,Ω;S). 用下面的自由
度来替换 (5.12c)–(5.12d): ∫

e

n⊤τnqds, q ∈ Pk−2(rv1+1)(e), e ∈ ∆1(T ), (5.14a)
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∫
e

t⊤τnqds, q ∈ Pk−2(rv1+1)(e), e ∈ ∆1(T ), (5.14b)∫
e

trdiv div
2 (τ )qds, q ∈ Pk−1−2rv1

(e), e ∈ ∆1(T ), (5.14c)

其中 trdiv div
2 (τ ) = ∂t(t

⊤τn) + n⊤ div τ 是 div div 的一个迹算子 (参见文献 [14]).

定义

Vdiv div
k

 rv1

−1

 , r2;S

 = V

:= {τ ∈ L2(Ω;S) : τ |T ∈ Pk(T ;S), ∀T ∈ Th, (5.12) 中 (5.12c)–(5.12d)

用 (5.14) 替换后, 除了 (5.14b) 都是单值的}.

由于 t⊤τn 是局部的, 所以向量 τn 在边界上不连续. 但 n⊤τn 和 trdiv div
2 (τ ) 是连续的. 所以有限元

空间

Vdiv div
k

 rv1

−1

 , r2;S

 ⊂ H(div div,Ω; S)

但不包含于H(div,Ω;S). 它不能由图 14直接推导出,因为 BGG诱导出来的空间应该包含于H(div,Ω; S).
定理 5.5 以下的有限元 div div 复形是正合的:

RT
⊂−→ Vcurl

k+1

rv1 + 1

0

 ;R2

 sym curl−−−−−→ Vdiv div
k

 rv1

−1

 , r2;S

 div div−−−−→ VL2

k−2(r2) −→ 0. (5.15)

证明 对于 τ = symcurlv, 有 (参见文献 [14, 引理 2.2])

n⊤τn = ∂t(v · n), trdiv div
2 (τ ) = ∂tt(v · t).

因此, 显然 (5.15) 是一个复形. 接下来证明复形 (5.15) 的正合性.

注意到

Vdiv div+

k

 rv1

−1

 , r2;S

 ⊆ Vdiv div
k

 rv1

−1

 , r2;S

 ,

由复形 (5.13) 的正合性可得

div divVdiv div
k

 rv1

−1

 , r2;S

 = VL2

k−2(r2).

此外,

dimVdiv div
k

 rv1

−1

 , r2;S

− dimVL2

k−2(r2)

= 2

(
rv1 + 3

2

)
|∆0(Th)|+ 2(k − 2rv1 − 2)|∆1(Th)|
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+ |∆2(Th)|dimBk

 rv1

−1

+ |∆2(Th)|dimBk+2

rv1 + 2

1

− |∆2(Th)|

− 3(|∆0(Th)| − |∆1(Th)|+ |∆2(Th)|).

利用

Vcurl
k+1

rv1 + 1

0

 ;R2


的自由度 (3.9a)–(3.9c) 和 Euler 公式, 可得

dimVdiv div
k

 rv1

−1

 , r2;S

− dimVL2

k−2(r2) = dimVcurl
k+1

rv1 + 1

0

 ;R2

− 3.

再根据引理 2.1 可得定理成立.

例 5.3 当 rv1 = 0、r2 = −1 和 k > 3 时, 得到了文献 [14] 中构建的有限元 div div 复形

RT
⊂−→ Hermk+1

1

0

 ;R2

 sym curl−−−−−→ CHk

 0

−1

 div div−−−−→ DGk−2

−1

−1

 −→ 0.

文献 [12] 提出的第一个有限元 div div 复形是在分布意义下的 div div 复形

RT
⊂−→ H1(Ω;R2)

sym curl−−−−−→ H−1(div div,Ω;S) div div−−−−→ H−1(Ω) → 0

的有限元离散, 并不在本文讨论范围内. 我们将在最新的工作 [19] 中给予详细讨论.
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Finite element complexes in two dimensions

Long Chen & Xuehai Huang

Abstract In this paper, we construct two-dimensional finite element complexes with various levels of smooth-
ness, including the de Rham complex, the curl div complex, the elasticity complex, the Hessian complex, and the
div div complex. We develop smooth scalar finite elements in two dimensions based on a non-overlapping decom-
position of the simplicial lattice and the Bernstein basis of the polynomial space, with the order of differentiability
at vertices being greater than or equal to twice that at edges. We devise finite element de Rham complexes with
different levels of smoothness by using smooth finite elements with smoothness parameters that satisfy certain
relations. Finally, we derive finite element elasticity complexes, finite element Hessian complexes, and finite ele-
ment div div complexes from finite element de Rham complexes by using the Bernstein-Gelfand-Gelfand (BGG)
framework. This study is the first work to construct finite element complexes in a systematic way. Moreover, the
novel tools developed in this work, such as the non-overlapping decomposition of the simplicial lattice and the
discrete BGG construction, can be useful for further research in this field.

Keywords finite element complex, Bernstein-Gelfand-Gelfand framework, smooth finite element, geometric

decomposition, simplicial lattice, Bernstein basis
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