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用圆锥曲线求解几何约束问题

高小山 蒋 鲲
"中国科学院系统所=北京 ’&&&C&$

摘 要 几何约束求解广泛应用于机械设计=化学分子形成=几何定理证明和勘探等诸多领域<用于求解几何约束

问题主要有 D种方法?数值方法=符号方法和构造法<构造法由于具有简单易行的特点=因此被大多数的参数化机

械设计系统作为求解几何约束问题的基本方法<针对构造法中只采用直线和圆=即直尺和圆规=来作为基本的作图

工具=引进了一种新的作图工具?圆锥曲线=并且证明了在引进圆锥曲线以后=作图的范围明显大于只用直尺和圆

规作图的范围F证明了一个图形能用圆锥曲线作出的充分必要条件是这个图形可以用一个三角化的次数小于等于

G的方程组来描述<由于三次和四次方程的解可以显式地表示出来=所以引进圆锥曲线作为一个新的作图工具仍然

可以保持原来尺规作图的简洁性和完整性<
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% 引 言

现行的 H#I"H)16*v3+#8434I3:82,$系统对
于生成工程图和三维实体模型是十分有效的=但是在
产品的生产阶段=为了满足产品的最终要求而经常要
做一些小的改动=此时传统的H#I系统就不再适合于

概念化的设计方式了=因此为了适应这种概念化的设
计方式=研究人员开发了参数化的设计系统<这种参数
化的设计系统可以让设计者在无需事先知道确切设计

参数的情况下=来修改设计图形&’’D(<
几何约束求解 "5H{$是当今正在发展的智能

参数化 H#I系统的核心问题&G’C(=用于求解几何约
束问题主要有 D种方法=即数值方法=
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造法!其中"数值方法是首先将几何约束问题转化成
一个代数方程组"然后用数值的方法来求解这个方
程组"但它需要一个好的初值#符号方法与数值方法
不同的是用符号计算的方法来求解方程组#而构造
法则是先将几何约束问题转化成一个容易构造的形

式$%"&"’"()!如果几何约束问题可以转化成容易构造
的形式"那么几何约束问题的所有解都可以简洁有
效地计算出来"因此大多数的参数设计系统都采用
构造法来作为求解几何约束问题的基本方案"只是
当构造法不能求解的时候"才用其他的方法来求解!
构造法主要是将几何约束问题转化成一个尺规可构

造的形式"即只用直尺和圆规就可构造的图形!本文
引进了一种新的且强有力的工具**圆锥曲线!实
践证明"利用圆锥曲线可以扩大几何约束问题的可
解范围"即用这个新工具不仅可求解尺规可构造的
图形"而且还可求解一些尺规不可构造的图形!

+ 用二次曲线求解几何约束问题

如果一个几何图形中的点可用下面的 ,个基本
构造"按照一定的次序-./".%"0".12构造出来"
则称这个几何图形可用直尺3圆规和圆锥曲线这 ,
种工具或其轨迹来构造!,个基本构造是4

-/256789-.24在平面上任意取一个点 .!
-%268-.":24在一个轨迹 :上取一个半自由

点 .!
-,2789;<-.":/":%24取两个轨迹 :/和 :%

的交点 .!
在基本构造中":":/和 :%是直线"圆或者圆

锥曲线!因为这 ,种轨迹可以表示为点的函数"所
以可以利用这 ,种基本的构造得到另外一些常用的
构造!例如4

=78;-.">2是构造一条通过点.和>的直线#
5?7?=;-:".2是构造一个以点 :为圆心且通

过点 .的圆#
<@A5;<B6=C-.">"D2是构造满足条件

EF.EGEF>EHD"由点 F所形成的双曲线靠近
点 >的那个分支#

=@A5;<B6=C-.">"D2是构造满足条件

EF.EGEF>EHD"由点 F所形成的双曲线的靠
近点 .的那个分支!
引入圆锥曲线作为一个新的作图工具后"即可

以引进 ,个新的约束4

-/2IJK-L"M"N"O2 即距离ELME和ELNE的
和是一个固定的值"其中 L"M"N是 ,个点!

-%2P7Q-L"M"N"D2 即距离ELME和ELNE的
差是一个固定的值"其中 L"M"N是 ,个点!

-,2;RJ-L"."S2 即点 L到点 .的距离等
于点 L到直线 S的距离!
如果假设 M和 N是固定点"则满足上面 ,个约

束的点 L的轨迹分别是椭圆3双曲线和抛物线!利
用这 ,个新的约束就可以用构造法来找到几何约束
问题的构造序列!下面的算法是全局延拓法$&)的一
个扩展"以用于处理圆锥曲线问题!
此算法以几何约束问题作为输入"来输出这个

几何约束问题的构造序列!具体步骤如下4
-/2对于一个几何约束问题T$>/"0">1)"

$./"0".U)"$N/"0"N1)V"令 NWH$N/"0"N1)代
表约束集"NXHY代表构造序列集">XH$>/"0"
>1)代表给定构造顺序的点的集合#.XH$./"0"

.U)代表其余点的集合!同时假设几何约束问题不
是过约束问题即ENWEZ%[E.XEG,!

-%2先对集合 >X重复执行步骤 ,\步骤 ]"然
后再对集合 .X重复执行步骤 ,\步骤 ]"直到 >X
和 .X两个集合变为空集!

-,2从集合 >X或 .X中取出一个点 .!对于集
合 NW中"包含点 .的约束 W"决定点 .的满足约
束 W轨迹 Ŝ"假定集合 NX中的点都是已经构造
的"最后得到一个三元数集4T-."W/"Ŝ/2"0"-."
WO"ŜO2V!下面分 ,种情况考虑4_如果 NXH‘"且
点 .是一个任意选取的点"则在集合 NX中加入一
个新的构造56789-.2#a如果存在bcd使得Wbc
Wd"并且 Ŝb和 Ŝd不是两条平行的直线或者不是两

个同心圆"或者不是两个没有交点的圆锥曲线"则在
集合 NX中加入一个新的构造 789;<-."Ŝb"Ŝd2"
并将 Wb和 Wd从集合 NW中去掉#e如果点 .是一
个可以在一条直线-或者一个圆或者一条圆锥曲线2
上移动的半自由点"则在集合 NX中加入一个新的
构造 68-."Ŝb2"并将 Wb从集合 NW中去掉!

-]2检查一下剩下的问题是否是过约束的"即是
否ENWEf%[E.XE#如果是"则构造序列是非法的"
如果 .是集合 >X中的点"则由用户给定的构造顺
序是不可能实现的"算法终止"否则退回"从 NW中
去掉约束"并对集合 .X中的另外一个点重新重复
上面的步骤#如果不是"则点 .是可以构造的!对于
一个新点重复上面的步骤!
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上述算法的关键是步骤 !中的如何由约束 "
决定轨迹 #$%文献&’(中讨论了轨迹是直线和圆的
情形%圆锥曲线主要由 )*+,-./,01*!个约束生
成,而其他情形则主要是由圆的相切产生%下面以

2345546789作图问题为例对这种圆锥曲线的产生过
程给予介绍总结%

2345546789作图问题是:确定同时满足 !个约
束条件;<=,<>,<?@,;AB=,>,?B!@的圆%其中,<A表
示此圆通过一个给定的点C<D表示此圆与一条给定
的直线相切C<!表示此圆与一个给定的圆相切%
根据这 !个约束条件的不同组合,总共有 AE个

作图问题%这 AE个问题都可以采用全局延拓法,只
用直尺和圆规作出&’(,但是在作图的过程中要加入
许多的辅助点,也可以用 FG4HI6JG基的方法通过符
号计算来解决&K(%利用圆锥曲线给出的解比只用直
尺和圆规给出的解要简短得多%大家知道,为了作一
个圆必须要知道圆心和半径%对于这个问题,如果知
道了圆心,则半径很容易得到,因此圆心的确定是关
键%如果一个圆满足 !个约束条件;<=,<>,<?@,则当
只考虑其中两个约束时,它的圆心将形成一条轨迹,
因此圆心可以通过求其中的两条轨迹的交点而得

到%由 !个约束条件中的两个所决定的点的轨迹总
共有如下 K种情况:即;<A,<A@,;<A,<D@,;<A,<!@,
;<D,<D@,;<D,<!@,;<!,<!@,其中

;<A,<A@:圆心的轨迹是两个给定点所连成线段
的垂直平分线%

;<A,<D@:由于从圆心到给定点的距离等于从圆
心到给定直线的距离,因此圆心的轨迹是一条以给
定点为焦点,以给定的直线为准线的抛物线%

;<A,<!@:当给定点在给定的圆外面时,由于从
圆心到给定点的距离与圆心到给定圆圆心的距离差

的绝对值是一个固定的值,因此圆心的轨迹是一个
双曲线C当给定点在给定圆内部时,由于从圆心到给
定点的距离与圆心到给定圆圆心的距离和是一个固

定的值,因此圆心的轨迹是一个椭圆C当给定点在给
定圆上时,圆心的轨迹是一条通过给定点与给定圆
圆心的直线%请参看图A;图中粗线圆L和点M是给
定的,虚线圆是要作的圆,细线轨迹是要作的圆的圆
心轨迹%

;<D,<D@:如果两条给定的直线平行,则圆心的
轨迹是一条与两条给定的直线平行且等距的直线,
否则是由两条给定直线所形成角的平分线%

;<D,<!@:当给定直线与给定圆和未知圆都相切,

图 A ;<A,<!@的情形

且都切于同一个点时,其圆心的轨迹是一条通过给定
圆圆心,且垂直于给定直线的直线%除此之外,圆心的
轨迹还可以是一个以给定圆圆心为焦点,以与给定的
直线有固定距离的一条直线为准线的抛物线%

;<!,<!@:当两个给定圆相切时,其圆心的轨迹或
者是一条通过两个给定圆圆心的直线,或者是一条抛
物线C当两个给定圆内切时,其圆心的轨迹是以两个
给定圆圆心为焦点的椭圆C当两个给定的圆相交,并
且未知圆与一个给定圆内切而与另一个给定圆外切

时,其圆心的轨迹是一条以两个给定圆圆心为焦点的
椭圆%除此之外,圆心的轨迹还可以是一条以两个给
定圆圆心为焦点的双曲线%
例A 2345546789作图问题;<A,<!,<!@;图D@%

图 D 2345546789作图问题的两个解
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根据上面的分析!圆心的轨迹是两个双曲线的
交点!因此这个问题有 "个解#为了与用全局延拓法
给出的解做比较!这里只列出其中之一的构造序列!
其余的解可以类似地得到!用上述方法!实际上只需
要一个构造$

%&’()*+!),-.()/012*+3!4!536!

),-.()/012*+3!+7!5385766
就可以找到圆心 +*图 7*966!而用全局延拓法

却需要十几个构造*图 7*:66;<=#

> 用二次曲线求解几何约束问题的范围

与几何图形中的点构造顺序相对应的有一个构

造序列*?@3!?@7!A!?@B6!其中!?@C是 D个基本构
造中的一个#从代数的角度看!由于每一个构造 ?@C
都对应一个代数方程组!因此一个构造序列就对应
一个代数方程组#因为直线E圆和圆锥曲线都是点的
函数!所以这里只需要考虑点的构造#如果点 F是
由构造 .0%&’*F6引进的!则点 F是一个自由点!
没有方程产生G如果点 F是由构造 0&*F!+6引进
的!则需要引进一个代数方程 H*I!J6KL来描述点

F!其中 I是一个参数!J是一个变量#对于一个给
定 I!由方程 H*I!J6KL可以计算出 J!因此 H*I!
J6KL将产生无穷多个点#另外!构造 %&’()*F!

+3!+76将产生一个代数方程组$

H3*J3!J76K L

H7*J3!J76K L
其中!H3*J3!J76KL和 H7*J3!J76KL分别是 +3和

+7两个轨迹的方程#下面考虑一下由构造序列

*?@3!?@7!A!?@M6所产生的代数方程组!很容易看
出!通过适当地选取坐标系!方程组可以写成如下的
形式

H3*I3!J36K L
H7*I7!J76K L
HD*I3!J3!JD!J"6K L
H"*I7!J7!JD!J"6K L
N
HO*I3!A!IP!J3!A!JQ

R

S

T 6K L

*36

其中!UVWXVV*HC6Y7*3YCYO6#
令 Z@代表代数方程组*36#根据 [\])̂__零

点分解算法!Z@可以转化成如下三角化的 代数方
程组 ‘@$

Z3*I3!A!IP!J36K L
Z7*I3!A!IP!J3!J76K L
N
ZQ*I3!A!IP!J3!A!JQ

R

S

T 6K L

*76

由于变量是一个一个或者是两个两个引入的!根
据/abc\_定理!UVWXVV*ZC6Y"*3YCYO6#对于IC*3
YCYP6给定的一组数值!则 Z3*I3!A!IP!J36KL变
成一个单变量的方程!进而就可从这个方程中找到

J3的解!其他的变量也可以用类似的方法得到#
上面证明了一个由直线E圆和圆锥曲线生成的构

造序列与一个次数小于 <的三角化代数方程组是对
应的#下面将证明!每一个次数小于 <的三角化代数
方程组都可以用一个直线E圆和圆锥曲线生成的构造
序列来产生!因为次数小于 D的方程的情况是显然
的!所以这里只考虑三次和四次方程的情况#
引理 d 任意一个三次方程的根都可以用两个

圆锥曲线来构造#
证明 令三次单变量的方程是

Q*J6K JDe fJ7e gJe h *D6
其中!f!g!h为数值系数#构造两个圆锥曲线 H3*J!

i6KL和 H7*J!i6KL!其中!

H3*J!i6K i8 J7 *"6

H7*J!i6K *Je h36*ie h76e H *<6
将式*"6中的 i代入到式*<6中!得

H7*J!i6K*Je h36*J7e h76e H

KJDe h3J7e h7Je He h3h7 *j6
将这个三次方程系数与 Q*J6进行比较!即可得

到 fKh3!gKh7和 hKHeh3h7#很明显!方程 JDefJ7

egJehKL的根可以由以上两个给出的圆锥曲线
构造出来#
引理 > 任意一个四次方程的根都可以用两个

圆锥曲线构造#
引理 7的证明可以类似地得到!其中用于构造

方程

Q*J6K J"e fJDe gJ7e hJe U *k6
的根的两个圆锥曲线分别是 H3*J!i6KJ7eUi7e

fJehieg与 H7*J!i6KJi83#
定理 一个几何图形可以由圆锥曲线来构造!

当且仅当该几何图形可以由一组三角化的次数小

于E等于 "的方程组来描述#
由上述定理!可得到如下结论$
*36由于用尺规作图可以求解所有用次数小于
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等于 !的三角化方程组描述的几何图形"因此引入
圆锥曲线后"作图范围比尺规作图有实质性的扩大#

$!%由于三&四次方程的解可以用根号给出"而
且引入圆锥曲线后"仍可以保持尺规作图的简洁性
和完整性#
例 ’ $()**+,作图问题%-."./0将一个矩形放入

到另外一个矩形中$如图 1%#

图 1 ()**+,作图问题

这里只需要决定 23的长度#假设 4567"
4368"296:和 236;#那么利用 <+=>?@@特征
列的方法-./0"则有

;AB !8;1C $8!B 7!%;!B 7!8!6 / $D%
一般来说"除了当7"8和:取特定的值外"这个方

程的根是不可用尺规作图的-./0"但根据本文提出的方
法"却可以用两个圆锥曲线来构造这个方程的根#

E 结 论

通过引进圆锥曲线作为新的作图工具"扩大了
利用构造方法求解几何约束问题的求解范围"即利
用圆锥曲线不仅解决了所有用全局延拓法可以解决

的问题-F0"而且还可以解决用全局延拓法不能解决
的问题"包括一些可以用尺规作图的和一些不可以
用尺规作图的几何约束问题#从理论上讲"所有由次
数小于 F的多项式序列所决定的几何约束问题都可
以用本文所提出的方法来解决"包括著名的用尺规
不可作图的问题G如角的三等份和倍立方"不仅如
此"引进圆锥曲线以后"仍然保持了只用尺规作图的
完整性和简洁性#
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