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摘要 行旋转算法是求解线性不等式组的一种直接、有效的算法, 为大数据时代众多与线性不等式组

紧密相关的问题提供了统一、高效的解决思路. 求解线性规划问题本质上是求解线性不等式组, 因而

行旋转算法可以作为基础算法直接应用于求解线性规划. 不同于以单纯形法为代表的列旋转算法, 线

性规划的行旋转算法以行几何 (或行向量) 为基础, 其核心思想是在保证最优性条件始终成立的前提

下求解约束条件对应的线性不等式组. 改进的行旋转算法保持了原算法的所有特色. 该算法的改进之

处在于利用约束条件变量的部分系数构成的非奇异矩阵的逆矩阵 (称为特征逆矩阵) 和原始数据计算

出枢轴行和枢轴列, 从而完成一次旋转运算. 特征逆矩阵的阶数一般要比约束的数目和变量的数目小

很多, 在每次迭代过程中只需要计算原算法算表中的小部分必要元素, 因而能够显著提高计算效率.
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1 引言

在资源稀缺的常态下,寻找能够获得问题最优解决方案并进行后优化分析的有效方法一直是最优

化领域研究者孜孜不倦追求的目标. 自 20 世纪 40 年代以来, 线性规划一直是最优化领域最重要的分

支 [11, 12],在经济学、工程学和金融学等众多领域具有大量应用 (参见文献 [3–6,9,25]). 旋转算法和内点

算法是求解线性规划问题最主要的两类算法. 1947 年, Dantzig 第一个发展出求解一般线性规划问题

的单纯形法 (参见文献 [8, 15]). 在此后相当长的时间内, 单纯形法及其变体 (统称为旋转算法) 成为求

解线性规划问题唯一有效的方法. 1984 年, Karmarkar [16] 提出了具有里程碑意义的内点算法 (interior

point method, IPM). 自 Karmarkar 的创造性工作之后, 内点算法成为研究热点, 在理论上展现出很好
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的时间复杂性 [14, 20,23]. 单纯形法则在实践中展示出更强的竞争力, 在后优化分析和整数规划中具有

显著优势. 两类算法在求解不同类型的大规模线性规划问题上各具特色 (参见文献 [15, 17]).

以单纯形法及其变体为代表的旋转算法实际上都是列旋转算法,以列几何 (列向量)为基础. 由于

单纯形法巨大的成功和影响力, 列旋转算法成为最优化领域的标准, 几乎成为旋转算法的代名词. 然

而,与人们的想象不同, Dantzig [12] 最初研究的却是基于行几何的算法. 在经过艰苦的尝试后, Dantzig

认为基于行几何的算法沿着外部边沿运动,看起来毫无希望. 幸运的是, Dantzig用列几何 (列向量)代

替行几何 (行向量), 发现基于列几何的单纯形法是求解线性规划的一种有效方法. Dantzig 之所以一

开始考虑行向量, 其实非常自然. 行向量与目标函数、约束等式和约束不等式直接相关, 而列向量与

它们并没有直接的联系. 行向量实际上是表示线性规划问题更直接、更自然的方法, 因此探索行几何

是否是求解线性规划的可行途径是一个具有方法论意义的问题.文献 [19]首次提出了线性规划的行旋

转算法, 从理论上肯定地回答了 Dantzig 早期关于 “行几何是否是求解线性规划的可行途径” 的探索.

行旋转算法的提出改变了线性规划旋转算法实际上只包含列旋转算法的现状,丰富了线性规划旋转算

法的内涵.

Dantzig 进一步指出, 线性规划表面上涉及约束最优化问题, 实际上却是求解线性不等式组 [8, 11].

Dantzig 这段关于线性规划本质的哲学思考, 具有重要的方法论意义. 实际上, 很多优化问题本质上都

是求解线性不等式组. 在某种程度上, 线性不等式组是比线性方程组更为基础的问题. 线性方程组可

以等价表示为线性不等式组, 而线性不等式组却不能等价表示成线性方程组. 但是, 由于没有发展出

像线性方程组 Gauss 消元法那样直接、有效地求解线性不等式组的算法, 线性不等式组的基础性作用

大打折扣. 如果能够发展出直接、有效地求解线性不等式组的算法, 那么许多与线性不等式组紧密相

关的问题就可以以该算法为基础以一种统一的方式求解. 因此, 探索求解线性不等式组的直接、有效

的算法也是一件具有方法论意义的事情.

通过引入行向量最大线性无关组构成的基这一核心概念, 发现从行几何视角能充分发掘 Farkas

引理求解线性不等式组的巨大潜力, 并设计出一种求解线性不等式组的直接、有效的行旋转算法. 求

解线性规划可以看作是保证最优性条件成立的前提条件下求解其约束条件对应的线性不等式组,所以

基于线性不等式组的行旋转算法可以自然地发展出求解线性规划的行旋转算法. 因此, 线性规划的行

旋转算法回答了 Dantzig 对线性规划的两个哲学思考: 一是行几何是求解线性规划的可行途径; 二是

可以运用求解一般线性不等式组的方法求解线性规划问题.

线性规划的行旋转算法具有如下特色: (1)由于目标函数和约束条件都可以由行向量直接表示,所

以不需要增加任何辅助变量,对应的矩阵规模比其他旋转算法矩阵规模小; (2)由于行旋转算法充分揭

示了行向量之间的内在联系,因此可以自动识别冗余 (不)等式和矛盾 (不)等式,不需要对系数矩阵作

任何假设; (3) 由于等式是不等式的特殊形式, 因此行旋转算法可以直接处理等式约束, 并在预处理阶

段直接消除所有等式约束; (4) 由于从行向量角度看, 上下界不等式具有直接的联系, 因此行旋转算法

可以同时处理上下界不等式; (5) 由于 (不) 等式约束对应行向量总可以由正负单位行向量构成的基直

接表示,所以行旋转算法可以直接启动.行旋转算法的这些计算特色是由行几何直接衍生出来的,不需

要额外设计任何特殊处理方法, 这是与列旋转算法的一个重要区别 (参见文献 [1,2,7,10,18,21,22,24]).

线性规划的行旋转算法具有一些显著的计算特色,但却是一种全表格算法,即每经过一次旋转,算

表中所有元素都要更新. 事实上, 在行旋转算法的每次迭代过程中, 并不需要计算所有元素, 只需要记

录迭代到当前状态的逆矩阵信息 (称为当前迭代的特征逆矩阵) 和模型的初始信息, 就可以随时计算

出所有必要元素的信息. 因此, 在实际行旋转运算过程中只需计算当前迭代的特征逆矩阵, 并基于特

征逆矩阵和模型初始信息计算必要元素, 这便是线性规划的改进行旋转算法的基本思路. 由于相应的
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计算量远小于全表格算表计算量, 因此改进行旋转算法能够显著提高原算法的计算效率.

2 基础概念及其方法论意义

基础概念是构建理论的重要基石, 其一般性和普适性对于理论的一般性和普适性有重要影响.

2.1 基础概念

线性规划行旋转算法的标准型以及基、基本解和偏差等基础概念与单纯形法有很大的不同. 不加

特别说明, 本文中系数向量均为行向量, 与变量相关的向量为列向量. 本文中线性规划问题的标准型

如下:

min z = cx

s.t. aix = bi, i = 1, 2, . . . , l,

aix > bi, i = l + 1, l + 2, . . . ,m,

(2.1)

其中, ai = [ai1, ai2, . . . , ain] (i = 1, 2, . . . ,m) 和 c = [c1, c2, . . . , cn] 是 n 维行向量, x = [x1, x2, . . . , xn]
T

是 n 维列向量, 标量 bi (i = 1, 2, . . . ,m) 是任意实数, l 和 m 是非负整数, 0 6 l 6 m. 如果 l = 0, 则模

型 (2.1) 约束条件中只有不等式, 没有等式; 如果 l = m, 则模型 (2.1) 约束条件中只有等式, 没有不等

式; 如果 0 < l < m, 则模型 (2.1) 约束条件中同时包含等式和不等式.

行旋转算法对模型 (2.1) 中约束条件和变量没有任何额外限定, 显然任何线性规划问题都可以在

不添加任何辅助变量的条件下直接方便地转化为形如模型 (2.1) 的标准型. 需要特别指出的是, 模

型 (2.1) 中约束条件

aix = bi, i = 1, 2, . . . , l,

aix > bi, i = l + 1, l + 2, . . . ,m
(2.2)

就是行旋转算法中线性不等式组的标准型. 行旋转算法对 (2.2) 中 (不) 等式约束和变量也没有任何

限制, 因此, 任意线性不等式组都可以不添加任何辅助变量、简单直接地转化为形如模型 (2.2)的标准

型. 如果 (2.2) 中解集为空集、则称不等式组 (2.2) 不相容; 反之, 则称不等式组 (2.2) 相容. 如果 (2.2)

的解集为空集, 表明模型 (2.1) 没有可行解.

定义 2.1 对于任意给定的 x, σi(x) = aix−bi (i = 1, 2, . . . ,m)称为等式 aix = bi (i = 1, 2, . . . , l)

或不等式 aix > bi (i = l + 1, l + 2, . . . ,m) 在 x 下的偏差.

在下文中, 将 σi(x) 简写为 σi. 对于等式, 如果 σi = 0, 则称对应等式在当前 x 下为满足等式; 否

则, 称为违反等式. 对于不等式, 如果 σi > 0, 则称对应不等式在当前 x 下为满足不等式; 否则, 称为

违反不等式.

模型 (2.2) 的矩阵形式如下:

A1x = b1,

A2x > b2,

1511



刘燕武等: 线性规划的改进行旋转算法

其中,

A1 =


a1

...

al

 , A2 =


al+1

...

am

 , b1 =


b1
...

bl

 , b2 =


bl+1

...

bm

 .

令

A =

A1

A2

 和 b =

b1
b2

 .

设 k 是所有行向量 ai (i = 1, 2, . . . ,m) 中线性无关向量的最大数目, 即 k = rank(A). 由于行旋转

算法不对约束条件作任何限制, 因此 k 6 min{m,n}. 任何 k 个线性无关的 ai 构成矩阵 A 的一个行

基向量组, 由这 k 个行基向量构成的矩阵称为矩阵 A 的一个行基矩阵, 简称行基. 假设 B 是矩阵 A

的一个行基, 行基中行向量对应的 (不) 等式称为基 (不) 等式, 非基中向量对应的 (不) 等式称为非

基 (不) 等式. 定义 β 为 B 中行向量 ai 的指标集, 则 B = Aβ·. 指标集 β 有如下两个子集:

β1 = {i ∈ β : 1 6 i 6 l},

β2 = {i ∈ β : l + 1 6 i 6 m},

β1 和 β2 分别表示基等式和基不等式的指标集.

定义 β 相对 {1, 2, . . . ,m} 的补集如下:

v = {1, 2, . . . ,m}\β,

并定义 v1 = {i ∈ v : 1 6 i 6 l}, v2 = {i ∈ v : l + 1 6 i 6 m}, v1 和 v2 分别表示非基等式和非基不等式

的指标集.

显然矩阵 A 的非基行向量构成的子矩阵 N = Av·, 且 v = v1 ∪ v2. A 中任何非基行向量都可以

唯一表示为 B 中行基向量的线性组合, 因此存在唯一一组标量 wij 使下式成立:

ai =
∑
j∈β

wijaj , i ∈ v.

基于上式, 不等式组 (2.2) 可以等价表示为如下形式:

aix = bi, i ∈ β1,

aix > bi, i ∈ β2,

aix =
∑
j∈β

wijajx = bi, i ∈ v1,

aix =
∑
j∈β

wijajx > bi, i ∈ v2.

(2.3)

(2.3) 表明任何线性不等式组都可以等价表示为由行基向量组表示的线性不等式组.

基等式和基不等式构成了不等式组 (2.2) 的一个子系统, 称为基不等式组. 通过求解基不等式组

对应的方程组可以求得基不等式组的一个解, 称这个解为线性不等式组的行基本解. 如果这个行基本

解满足 (2.1)中所有约束条件,则称这个行基本解为 (2.1)的可行行基本解,对应的行基称为可行行基.

行基及其对应的行基本解是线性规划行旋转算法中的核心概念, 因此将行基本解正式定义如下:
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定义 2.2 对于任意给定的行基 B,模型 (2.1)的一个行基本解是线性方程组 aix = bi (i ∈ β)的

一个解.

在下文中如不加特别说明, 基均指行基, 基本解均指行基本解. 行旋转算法对矩阵的秩没有任何

限定, 所以矩阵 A 的秩 k 6 n. 当 k = n 时, 定义 2.2 中的方程组在当前基 B 下有唯一解; 当 k < n

时, 定义 2.2 中的方程组在当前基 B 下有无穷多个解. 进一步考虑在当前基下存在无穷多个基本解的

情形. 不妨设 x̄ 是这无穷多个基本解中的任意一个, 则由 (2.3) 和定义 2.2 有

aix̄ = bi, i ∈ β1,

aix̄ = bi, i ∈ β2,

aix̄ =
∑
j∈β

wijajx̄ =
∑
j∈β

wijbj = bi, i ∈ v1,

aix̄ =
∑
j∈β

wijajx̄ =
∑
j∈β

wijbj > bi, i ∈ v2.

(2.4)

从 (2.4) 可以看出, 在给定基 B 的条件下, 与该基对应的无穷多个基本解对约束条件有完全相同

的作用, 每个非基 (不)等式在当前基对应的任意基本解下偏差不变,因此只需要计算出无穷多个基本

解中的任意一个即可. 这样, 无论当前基 B 的秩 k = n 还是 k < n, 对于每一个给定的基, 只需计算一

个基本解.

2.2 基础概念的方法论意义

基础概念和基础定理是任何数学理论的基石,基础概念和基础定理的一般性和普适性在很大程度

上决定了数学理论的一般性和普适性. 从上面对标准型、行基和行基本解的定义可以看出, 这些基础

概念具有自然、普适、直接的特点,基础概念之间具有一致性和自洽性,基础概念与基础定理之间也具

有内在一致性. 具体说明如下:

(1) 线性不等式组的标准型直接、简单、自然. 任意线性不等式组都可以在不添加任何辅助变量

的情形下直接转为本文中的标准型, 原汁原味地保存了原线性不等式组的初始信息, 不需要对原线性

不等式组作任何假设. 线性不等式组标准型的这种特点也直接遗传给其衍生问题线性规划、二次规划

等问题. 在行旋转算法视角下, 线性不等式组的衍生问题的标准型都具有直接、简单、自然的特点.

(2) 对线性不等式组行基及其对应的行基本解的定义具有自然、一般、普适的特点. 对于每个线

性 (不) 等式, 其系数向量是行向量, 用行向量 (行几何) 描述线性 (不) 等式很自然; 本文对线性不等

式组行基的秩不作任何假设, 这与本文中对线性不等式组不作任何假设的特点是内在统一的; 本文定

义的线性不等式组行基和行基本解的概念可以用来描述任意线性不等式组 (包括其特例线性方程组),

具有很好一般性和普适性.

(3) 这些基础概念与行旋转算法的基础定理—Farkas 引理—是内在统一的. Farkas 引理是最优化

领域中最基础、最强大的理论之一,在众多情形下有着广泛的应用. 线性不等式组行旋转算法是 Farkas

引理在求解线性不等式组方面巨大潜力的直接应用. Farkas引理描述了两组线性不等式组之间解的关

系, 该理论对线性不等式组的系数矩阵不作任何假设, 这与本文的基础概念内在统一.

(4) 基础概念和基础理论的无缝衔接使得行旋转算法成为求解任意线性不等式组的直接、有效的

算法. 行基和行基本解既能直接、有效地描述任意线性不等式组, 又能无缝衔接 Farkas 引理, 能够充

分应用 Farkas 引理揭示线性不等式组解的关系的巨大潜力, 因而二者结合就发展出能够求解任意线

性不等式组的行旋转算法.
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(5) 基础概念和 Farkas 引理的有机结合使得线性不等式组的行旋转算法能够自动揭示线性不等

式组的本质结构, 从而使得线性不等式组行旋转算法具有良好的先天计算特色.

(6) 线性不等式组的行旋转算法具有两方面的统一性. 一是算法理论和算法实现都坚持统一的行

向量 (行几何) 视角; 二是作为可以直接、有效地求解任意线性不等式组的一般方法, 该算法能够作为

那些可以视为特殊线性不等式组的诸多问题的统一的基础算法.

线性规划行旋转算法是线性不等式组行旋转算法的自然扩展,它将线性规划视为满足最优性条件

的线性不等式组, 从而实现了 Dantzig 从行几何出发运用求解线性不等式组的一般方法求解线性规划

问题的哲学思考.

3 理论基础

文献 [19] 中包含关于线性规划行旋转算法所有理论的完整证明. 本节将不加证明地给出这些基

础理论, 为理解线性规划的改进行旋转算法提供逻辑基础.

Farkas 引理是行旋转算法理论的起点, 该定理表述如下:

定理 3.1 (Farkas 引理) 假设 yi (i = 1, 2, . . . ,m) 是定义在实数域上的未知标量, 则以下两组不

等式有且仅有一组有解:

aix > 0, i = 1, 2, . . . ,m,

cx < 0

和

y1a1 + y2a2 + · · ·+ ymam = c,

y1, y2, . . . , ym > 0.

Farkas 引理的结论可以推广到包含线性方程的线性不等式组的情形, 相应推论表述如下:

推论 3.1 λi (i = 1, 2, . . . ,m) 是定义在实数域上的未知标量, 假设方程组 aix = bi (i = 1, 2, . . . ,

m) 是相容的且 x̄ 是该方程组的解, 则以下两组线性不等式有且仅有一组有解:

aix = bi, i = 1, 2, . . . , l,

aix > bi, i = l + 1, l + 2, . . . ,m,

cx < cx̄

和

λ1a1 + λ2a2 + · · ·+ λlal + λl+1al+1 + · · ·+ λmam = c,

λl+1, λl+2, . . . , λm > 0.

推论 3.1 可以进一步推导出线性规划问题最优性条件, 相应表述如下:

定理 3.2 (最优性条件) 假设 x∗ 是模型 (2.1) 的一个可行解. 如果

c =
∑

i∈β1∪v1

λiai +
∑
i∈α

λiai, λi > 0, i ∈ α,

其中 α = {i | aix
∗ = bi, i ∈ {l + 1, l + 2, . . . ,m}}, 则 x∗ 是模型 (2.1) 的一个最优解.
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下面的推论进一步给出了基本可行解与最优基本可行解之间的关系:

推论 3.2 对于某个给定的基 B, 假设 x∗ 是模型 (2.1) 相应的基本可行解. 如果

c =
∑
i∈β

λiai, λi > 0, i ∈ β2,

则 x∗ 是模型 (2.1) 的最优基本可行解.

定理 3.2 和推论 3.2 就是行旋转算法实现基本解始终满足最优性条件的理论基础. 行旋转算法的

基本原理是保证最优性条件成立的前提下从非可行基本解通过迭代逐渐达到可行基本解或获得无可

行解的信息, 因此行旋转算法是从非可行基开始的. 行旋转算法的这个特征使得该算法可以直接从满

足最优性条件的 n 个非零元素处在不同位置的 n 维正负单位行向量直接启动, 原理如下:

c =
∑
j∈ω1

cjej +
∑
j∈ω2

(−cj)(−ej),

其中, ω1 = {j : cj > 0}, ω2 = {j : cj < 0}, ej 表示第 j 个元素为 1 的 n 维单位行向量.

在上面的表示中, 所有系数均大于等于 0, 满足最优性条件. 同时, 所有约束条件系数行向量也可

以由这组基向量直接表示出来:

ai =
∑
j∈ω1

aijej +
∑
j∈ω2

(−aij)(−ej), i ∈ {1, 2, . . . ,m}.

显然, 正负单位行向量对应关于变量 xi (i ∈ {1, 2, . . . , n}) 的不等式约束. 如果约束条件中存在这

样的约束, 则直接将对应行向量作为基向量; 如果约束条件中不存在这样的约束, 则引入关于相应变

量的人工不等式. 后面将看到行旋转算法可以非常方便地解决变量上下界问题, 所以在初始算表中只

有变量约束之外的其他约束作为显性表示的非基不等式. 从初始基出发, 根据适当的迭代规则, 能够

保证向更好的基迭代, 直至找到一个可行基或获得没有可行解的信息为止.

在实际计算模型 (2.1)的过程中,根据确定初始基的需要,考虑是否需要在约束条件中加入人工不

等式. 这种确定初始基的方法既没有改变原模型 (2.1), 也没有增加问题的计算规模, 却带来了很多好

处: (1) 直接启动算法, 不需要像其他旋转算法需要经过第一阶段才能真正启动算法; (2) 可以直接计

算出初始基本解; (3) 直接保证最优性条件成立, 并依据适当的迭代规则保证最优性条件始终成立; (4)

无论 rank(A) = k 是否小于 n, 行旋转算法启动后, 在每次迭代过程中, 向量 c 和非基约束对应行向

量 ai 均能由当前基中 n 个基向量唯一线性表示; (5) 如果需要, 行旋转算法可以随时计算出当前基下

对应的基本解. 在本文后面的改进行旋转算法计算步骤部分和算例演示部分中将具体展现这些特征.

下面的定理建立了可行解与最优解以及基本可行解与最优基本可行解之间的关系.

定理 3.3 (线性规划基本定理) 给定线性规划标准型 (2.1).

(1) 如果存在一个可行解, 则存在一个基本可行解;

(2) 如果存在一个最优解, 则存在一个最优基本可行解.

定理 3.3 与单纯形法的基本定理看起来很相似, 但是二者之间有很大的不同. 一是行旋转算法对

基和基本解的定义与单纯形法不同, 行旋转算法基于行向量确定基和基本解, 单纯形法则基于列向量;

二是对行旋转算法而言, 定理 3.3 不仅是求解线性不等式组的基本定理, 而且是求解线性规划的基本

定理, 单纯形法的基本定理仅针对线性规划问题. 由于线性规划的行旋转算法保证最优性条件始终成

立, 因此该算法本质上就是检验约束条件所对应线性不等式组是否存在基本可行解. 一旦找到了一个

基本可行解, 这个满足最优性条件的基本可行解当然是最优基本可行解.
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模型 (2.1) 基数目的最大可能值为m− l

k − l

 =
(m− l)!

(k − l)!(m− k)!
.

考虑到行旋转算法可以自动识别并删除冗余 (不)等式,这个数目还可能进一步减少. 由于不需要

加入任何辅助变量, 所以行旋转算法下模型 (2.1) 中基数目的最大可能值远小于单纯形法下模型 (2.1)

中基数目的最大可能值. 模型 (2.1) 规模越大, 行旋转算法的这种优势越显著. 一般情形下, 行旋转算

法在迭代过程中会经过其中很小一部分基到达一个基本可行解或获得无最优解的信息.

如果当前基是不可行基,则必然存在当前基本解无法满足某些或某个 (不)等式的情形, 需要进行

基变换, 下面的定理处理存在违反不等式的情形.

定理 3.4 对于任意一个给定的基 B, 假设 x1 是模型 (2.1) 相应的基本解, 并假设

c =
∑
j∈β

w0jaj ,

其中, w0j > 0, j ∈ β2. 假设对于某个 r ∈ v2, 有 arx
1 < br 且 ar =

∑
j∈β wrjaj .

(1) 如果对于所有 j ∈ β2 都有 wrj 6 0, 则模型 (2.1) 没有可行解;

(2) 如果存在 j ∈ β2 使得 wrj > 0 且

w0s

wrs
= min

{
w0j

wrj
: wrj > 0, j ∈ β2

}
,

则

c =

(
w0s

wrs

)
ar +

∑
j∈β\{s}

(
w0j −

(
w0s

wrs

)
wrj

)
aj ,

其中, w0j − (w0s

wrs
)wrj > 0, j ∈ β2\{s} 且 cx2 − cx1 = w0s

wrs
(br − arx

1) > 0, 这里, x2 是线性方程

组 aix = bi (i ∈ {r} ∪ β\{s}) 的解.

(3) 如果存在某个 s ∈ β2 使得 wrs > 0 且对于任意 j ∈ β2\{s} 都有 wrj 6 0, 则 asx > bs 是模

型 (2.1) 的一个冗余不等式.

定理 3.4(1) 是矛盾不等式出现的判定条件; 定理 3.4(2) 进行正常迭代; 定理 3.4(3) 是定理 3.4(2)

的特例, 是冗余不等式的判定条件. 由于行旋转算法是从可行域外搜索基本可行解的, 定理 3.4(2) 表

明在达到可行基本解之前目标函数值是单调非递减的.

定理 3.4(3) 用于判断基不等式是冗余不等式, 下面的推论用于判断非基不等式是冗余不等式.

推论 3.3 对于任意一个给定的基 B, 假设 x1 是模型 (2.1) 相应的基本解, 假设存在 r ∈ v2 使

得 arx
1 > br 且 ar =

∑
j∈β wrjaj . 如果对于所有 j ∈ β2 都有 wrj > 0, 则 arx > br 是模型 (2.1) 的一

个冗余不等式.

接下来的定理处理在当前基下存在违反等式的情形.

定理 3.5 对于任意一个给定的基 B, 假设 x1 是模型 (2.1) 相应的基本解, 并假设

c =
∑
j∈β

w0jaj ,

其中, w0j > 0, j ∈ β2. 对于某个 r ∈ v1, 假设

ar =
∑
j∈β

wrjaj .
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(1) 如果 arx
1 < br 且对于所有 j ∈ β2 都有 wrj 6 0, 或者 arx

1 > br 且对于所有 j ∈ β2 都

有 wrj > 0, 则模型 (2.1) 没有可行解;

(2) 如果 arx
1 6 br 且

w0s

wrs
= min

{
w0j

wrj
: wrj > 0, j ∈ β2

}
或者 arx

1 > br 且
w0s

wrs
= max

{
w0j

wrj
: wrj < 0, j ∈ β2

}
,

则

c =

(
w0s

wrs

)
ar +

∑
j∈β\{s}

(
w0j −

(
w0s

wrs

)
wrj

)
aj ,

其中, w0j − (w0s

wrs
)wrj > 0, j ∈ β2\{s} 且

cx2 − cx1 =
w0s

wrs
(br − arx

1) > 0,

其中, x2 是线性方程组 aix = bi (i ∈ {r} ∪ β\{s}) 的一个解.

(3) 如果 arx
1 = br 且对于所有 j ∈ β2 都有 wrj = 0, 则 arx = br 是模型 (2.1) 的一个冗余等式.

定理 3.5(1) 给出了判定矛盾等式的条件; 定理 3.5(2) 给出了对违反等式进行正常迭代的规则; 定

理 3.5(3) 给出了判定冗余等式的条件. 根据定理 3.5(2) 进行违反等式的正常迭代, 模型 (2.1) 的目标

函数值单调非递减.

4 行旋转运算公式

行旋转运算是指将一个非基行向量替换原基中的一个基行向量, 形成一个新的基行向量组, 并将

非基行向量表示为新基向量组的线性组合的过程. 这两个向量分别称为出基行向量和入基行向量. 行

旋转运算是线性规划行旋转算法的基础运算, 下面将展示行旋转运算的运算规则.

4.1 全表格形式的行旋转运算公式

文献 [19] 根据线性规划的行旋转算法的相关理论推导了完成一次基变换的全表格行旋转运算公

式, 这里直接引用推导结果. 表 1 是当前算表, 表 2 是非基向量 ar 变成基向量且基向量 as 变成非基

向量 (简记为基变换 ar ↔ as) 后的算表.

表 2 中的系数解释如下:

w′
0j = w0j −

(
w0s

wrs

)
wrj , j ∈ β\{s},

表 1 当前算表

as aj

c w0s w0j

ar wrs wrj σr

ai wis wij σi
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表 2 完成基变换 ar ↔ as 后的算表

ar aj

c w0s
wrs

w′
0j

as
1

wrs
−wrj

wrs
− σr

wrs

ai
wis
wrs

w′
ij σ′

i

w′
ij = wij −

(
wis

wrs

)
wrj , i ∈ v\{r}, j ∈ β\{s},

σ′
i = σi −

(
wis

wrs

)
σr, i ∈ v\{r}.

全表格行旋转运算公式需要计算表中的所有元素. 从矩阵运算的角度看行旋转运算, 能够更好地

揭示其本质. 下面的定理给出了基于分块矩阵的行旋转运算公式.

4.2 分块矩阵形式的行旋转运算公式

定理 4.1 (分块矩阵的行旋转运算) 设一个 m× n 矩阵的分块矩阵为A11 A12

A21 A22

 ,

其中 A11 为 k 阶可逆方阵. 如果沿着 A11 的主对角线元素进行 k 次行旋转运算, 则进行这 k 次行旋

转运算后得到的矩阵为  A−1
11 −A−1

11 A12

A21A
−1
11 A22 −A21A

−1
11 A12

 .

证明 用 ai 表示原矩阵的第 i 行, ei 表示 n 阶单位矩阵的第 i 行, 则

a1

a2

...

ak


= A11



e1

e2
...

ek


+A12



ek+1

ek+2

...

en


.

将上式两边左乘 A−1
11 并整理得

e1

e2
...

ek


= A−1

11



a1

a2

...

ak


−A−1

11 A12



ek+1

ek+2

...

en


.
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原矩阵的后 m− k 行可以表示为

ak+1

ak+2

...

am


= A21



e1

e2
...

ek


+A22



ek+1

ek+2

...

en



= A21


A−1

11



a1

a2

...

ak


−A−1

11 A12



ek+1

ek+2

...

en




+A22



ek+1

ek+2

...

en



= A21A
−1
11



a1

a2

...

ak


+ (A22 −A21A

−1
11 A12)



ek+1

ek+2

...

en


.

这样经过 k 次行旋转运算后, 前 k 行的两个子块变为 A−1
11 和 −A−1

11 A12, 后 m− k 行对应的子块

变为 A21A
−1
11 和 A22 −A21A

−1
11 A12.

如果将这个定理的结果表述为表格形式, 则更容易直观地反映行旋转运算的本质.

对比表 3和 4可以得到这样的启示: 由于初始表信息已知,旋转运算并不需要重新计算所有系数,

只需要记录迭代到当前算表相应的特征逆矩阵 A−1
11 就可以随时计算出当前表中所有其他元素. 将这

个启示推广到线性规划问题的行旋转算法, 就得到改进的行旋转算法.

文献 [19] 已经说明, 在保证最优性条件始终成立的前提下, 线性规划的行旋转算法总能从一组 n

个非零元素处在不同位置的正负单位行向量构成的基直接启动. 为了说明问题的方便, 不妨假设初始

表表 5中的 e′1, . . . , e
′
k 是基向量, a1, . . . ,ak 是非基向量, 相应地将表 5中的系数矩阵进行划分并用矩

阵符号表示. 其中, e′i = ei 或 e′i = −ei (i ∈ {1, 2, . . . , n}), c1 和 c2 分别表示在用当前基向量组表示成

本向量 c 时前 k 个系数和后 n− k 个系数构成的行向量, σ1 和 σ2 分别表示在当前基本解下前 k 个

等式 (或不等式)和后 m− k 个等式 (或不等式)对应偏差构成的列向量, z0 是当前基本解对应的目标

函数值.

表 3 分块矩阵形式的初始表

e1, . . . , ek ek+1, . . . , en

a1

.

..

ak

A11 A12

ak+1

.

..

am

A21 A22
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表 4 沿主对角线完成 k 次行旋转运算后的算表

a1, . . . ,ak ek+1, . . . , en

e1

.

..

ek

A−1
11 −A−1

11 A12

ak+1

.

..

am

A21A
−1
11 A22 −A21A

−1
11 A12

表 5 改进行旋转算法的分块矩阵形式的初始表

e′1, . . . , e
′
k e′k+1, . . . , e

′
n

c c1 c2 z0

a1

..

.

ak

A11 A12 σ1

ak+1

.

..

am

A21 A22 σ2

运用定理 4.1介绍的分块矩阵行旋转运算公式,容易得到经过 k 次行旋转运算后的结果 (见表 6).

表 5 和 6 直观地展示了线性规划的改进行旋转算法的基本原理. 在改进的行旋转算法中, 只要 A−1
11

已知,其他元素在需要时可以运用 A−1
11 和初始表中相应信息随时计算出来,因此该算法的主要工作是

计算 A−1
11 . 在实际运算中,旋转次序常常不是按下标次序进行的,但是向量下标是人为规定的,总可以

按照实际行旋转运算次序对向量下标重新排序, 形成前 k 个 ai 依次替代前 k 个 e′i 的情形. 因此, 计

算 A−1
11 的关键是如实地反映迭代到当前基向量组之前的所有基变换的历史信息. 第 5 节将提出能够

有效地计算 A−1
11 的迭代方法.

4.3 其他公式

在一些情形下,模型 (2.1)中的不等式约束有上下界限制.行旋转算法可以方便有效地处理不等式

表 6 改进行旋转算法的分块矩阵形式的当前表

a1, . . . ,ak e′k+1, . . . , e
′
n

c c1A
−1
11 c2 − c1A

−1
11 A12 z0 − c1A

−1
11 σ1

e′1
.
..

e′k

A−1
11 −A−1

11 A12 −A−1
11 σ1

ak+1

.

..

am

A21A
−1
11 A22 −A21A

−1
11 A12 σ2 −A21A

−1
11 σ1
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的上下界,其计算量与不等式仅含有上界或下界相似. 不失一般性,假设 ui > aix > li 是模型 (2.1)中

具有上下界的约束不等式, 其中 ui 和 li 分别表示该不等式的上界和下界. 为了表述的方便, 称 −aix

> −ui 和 aix > li 分别为上界不等式和下界不等式, 它们对应行向量分别为 −ai 和 ai. 考虑 −ai

或 ai 为基向量时的情形: 如果 −ai 为基向量, 即 −aix = −ui, 则 aix > li 一定成立; 如果 ai 为基向

量, 即 aix = li, 则 −aix > −ui 一定成立. 因此, −aix > −ui 和 aix > li 中有一个为基不等式, 另

一个一定成立不必考虑. 再考虑 ai 和 −ai 同时为非基向量时的情形: 如果已知 σli = aix− li, 则 σui

= −aix+ui = −(σli + li)+ui = ui− li−σli ;如果已知 σui = −aix+ui,则 σli = aix− li = ui− li−σui .

因此, 同为非基不等式的上下界不等式之间偏差有如下关系:

σli + σui = ui − li. (4.1)

显然, 当非基向量 ai 和 −ai 由同一组基向量线性表示时, 它们的表示系数必然大小相同,正负相

反. 因此, 当上下界不等式同为非基不等式时, 已知其中一个不等式的信息, 另一个不等式的信息完全

已知, 这样只需要显性地表示其中一个不等式.

这样在任何情形下, 只需要显性表达上下界不等式中的一个即可. 变量上下界只是含有上下界的

不等式的特殊情形, 因此也可以与一般的上下界不等式采用相同的处理方法.

行旋转算法总是从 n个非零元素处在不同位置的 n维正负单位行向量作为初始基向量组启动. n

维单位行向量对应变量约束的系数行向量. 不失一般性, 不妨设这 n 个初始基向量对应的基不等式为

xi > li 或 − xi > −ui, i ∈ {1, 2, . . . , n}.

算法一旦启动, 可以随时根据需要运用以下公式计算当前基对应的基本解:

xi = li + σli 或 xi = ui − σui , i ∈ {1, 2, . . . , n}. (4.2)

需要指出的是, 基不等式在当前基本解下偏差为 0.

5 算法步骤

本节的算法步骤分为构造初始表、预处理和主迭代三个阶段. 预处理是将非基等式转换为基等式

的过程. 由于线性规划问题若有可行解, 必须满足所有等式约束, 因此非基等式对应向量一旦入基就

不再换出. 主迭代则是将偏差为负的非基不等式与基不等式交换, 一直到所有非基不等式偏差非负或

发现没有可行解为止.主迭代采用最大负偏差规则确定入基向量,用最小比值规则确定出基向量. 由于

非基等式一旦变为基等式后就不再换出, 因此最小比值规则不必考虑基等式对应向量所在列的元素.

最小比值规则确保最优性条件始终成立, 最大负偏差规则保证目标函数值不断向最优值接近. 对于迭

代规则更深入的阐述, 可参见文献 [19].

线性规划的改进行旋转算法的计算步骤如下.

步骤 1 构造初始表.

如果 cj > 0,以 xj > lj (或引入人工不等式 xj > −M , M 为充分大的正数)为初始基本不等式, ej

是初始基向量,初始基本解中 x0
j = lj (或 x0

j = −M); 如果 cj < 0,以 −xj > −uj (或 −xj > −M)为初

始基本不等式, −ej 是初始基向量, 初始基本解中 x0
j = uj (或 x0

j = M). 由此可建立初始表 (见表 7).

在表 7 中, e′j = ej 或 e′j = −ej (j = 1, 2, . . . , n) 是初始基向量. 第 j 列的元素是向量 c 和 ai

(i = 1, 2, . . . ,m)关于当前基向量组线性表示时对应第 j 个基向量的表示系数. 具体而言,当 cj > 0时,
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表 7 初始表

e′1 e′2 · · · e′n

c c′1 c′2 · · · c′n z0

a1 a′11 a′12 · · · a′1n σ1

a2 a′21 a′22 · · · a′2n σ2

..

.
..
.

..

.
. . .

..

.
..
.

am a′m1 a′m2 · · · a′mn σm

e′j = ej , c
′
j = cj , a

′
ij = aij ;当 cj < 0时, e′j = −ej , c

′
j = −cj , a

′
ij = −aij (i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n),

最后一列的 σi (i = 1, 2, . . . ,m) 是将初始基本解代入各非基 (不) 等式得到的偏差.

步骤 2 预处理.

用 w0j 表示表 6 中目标函数行的元素, 用 wij 表示表 6 中第 i 行第 j 列的元素 (i = 1, 2, . . . ,m;

j = 1, 2, . . . , n), 用 β2 表示与当前基相应的基不等式的指标集.

对于 i = 1, 2, . . . , l, 如果 ai 对应等式的偏差大于 0, 则将 ai 行所有元素反号 (相当于将等式约

束 aix = bi 换为 −aix = −bi) 后转 (1); 当偏差小于 0 时转 (1); 当偏差等于 0 时转 (2).

(1) 若 ai 行没有与基不等式对应的正元素, 则线性规划没有可行解, 停止; 否则按最小比值规则

确定枢轴元素, 即如果
w0s

wis
= min

{
w0j

wij
: wij > 0, j ∈ β2

}
,

则以 wis 为枢轴运用行旋转运算公式计算相应的特征逆矩阵,并基于该特征逆矩阵计算当前基下相应

非基 (不) 等式偏差以及 c 在当前基下的表示系数.

(2) 若 ai 行与基不等式对应的元素均为 0, 则 aix = bi 冗余; 否则, 当该行有与基不等式对应的

正元素时, 按最小比值规则确定枢轴, 运用行旋转运算公式计算相应的特征逆矩阵, 并基于该特征逆

矩阵计算当前基下相应非基 (不) 等式偏差以及 c 在当前基下的表示系数.

步骤 3 主迭代.

步骤 3.1 计算当前表非基不等式的偏差.

非基向量 e′1, e
′
2, . . . , e

′
k 的偏差构成的向量用 k 维列向量 w1

n+1 表示, 即

w1
n+1 = −A−1

11 σ1;

非基向量 −e′1,−e′2, . . . ,−e′k 的偏差用 w̄1
n+1 表示, 即

w̄1
n+1 = u1 − l1 −w1

n+1,

其中, u1 是变量上界 u1, u2, . . . , uk 构成的列向量, l1 是变量下界 l1, l2, . . . , lk 构成的列向量.

非基向量 ak+1,ak+2, . . . ,am 的偏差用 w2
n+1 表示, 即

w2
n+1 = σ2 −A21A

−1
11 σ1 = σ2 +A21w

1
n+1.

如果 w1
n+1、w̄

1
n+1 和 w2

n+1 的所有分量 (非基向量偏差)大于或等于 0, 则当前基本解是最优基本

可行解, 停止. 否则, 以偏差为负且最小的非基向量入基.

如果 −e′j (j ∈ {1, 2, . . . , k})的偏差为负且最小,则将显性表示的非基向量 e′j 换为 −e′j ,具体做法

如下: 将表 5中第 j列的所有元素反号,然后将此列乘以 lj−uj 加到偏差列;将表 6中A−1
11 的第 j行反
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号. 所以下面假设最负的分量出现在 w1
n+1 和 w2

n+1 中, 即非基向量 e′1, e
′
2, . . . , e

′
k, ak+1,ak+2, . . . ,am

中某个向量的偏差为负且最小, 设其为 wr(n+1) (r ∈ {1, 2, . . . ,m}).
步骤 3.2 计算当前表基向量的 “成本”.

基向量 a1,a2, . . . ,ak 成本用 w1
0 表示, 即 w1

0 = c1A
−1
11 ; 基向量 e′k+1, e

′
k+2, . . . , e

′
n 的成本用 w2

0

表示, 即 w2
0 = c2 − c1A

−1
11 A12 = c2 −w1

0A12.

步骤 3.3 计算枢轴行元素以及基向量成本与枢轴行正元素的比值.

用 a1
r 表示表 5 中第 r 行前 k 个元素构成的行向量, 即 a1

r = [a′r1, a
′
r2, . . . , a

′
rk], 用 a2

r 表示表 5 中

第 r 行后 n−k 个元素构成的行向量,即 a2
r = [a′r(k+1), a

′
r(k+2), . . . , a

′
rn]. 用 w1

r 表示表 6中第 r 行前 k

个元素构成的行向量, 即 w1
r = [wr1, wr2, . . . , wrk], 用 w2

r 表示表 6 中第 r 行后 n− k 个元素构成的行

向量, 即 w2
r = [wr(k+1), wr(k+2), . . . , wrn]. 如果枢轴向量 ar 由基向量 (不包括基等式对应向量) 唯一

线性表示的系数中没有正元素, 则线性规划没有可行解. 否则,

(1)如果 r ∈ {1, 2, . . . , k},则 w1
r 是 A−1

11 的第 r 行, w2
r = −w1

rA12,计算 w0s/wrs = min{w0j/wrj :

wrj > 0, j ∈ β2}, 其中 β1 为基等式相应行向量对应的指标集;

(2)如果 r ∈ {k+1, k+2, . . . ,m},则w1
r = a1

rA
−1
11 , w

2
r = a2

r−w1
rA12,计算 w0s/wrs = min{w0j/wrj :

wrj > 0, j ∈ β2}.
如果枢轴行没有正元素 (枢轴行向量由当前基向量组线性表示时基不等式对应向量的表示系数均

小于等于 0),则线性规划没有可行解. 否则,以取得最小比值的正元素为枢轴元素,设其为第 s列的元

素 wrs.

步骤 3.4 更新 A−1
11 .

(1) 枢轴元素 wrs 是表 6 中 A−1
11 中的元素.

此时 r, s ∈ {1, 2, . . . , k}. 在 A−1
11 中以 wrs 为枢轴进行一次旋转运算, 然后删去枢轴行和枢轴列.

令 k := k − 1, 转步骤 3.1.

(2) 枢轴元素 wrs 是表 6 中 −A−1
11 A12 中的元素.

此时 r ∈ {1, 2, . . . , k}, s ∈ {k+1, k+2, . . . , n}. 表 5中 A12 的第 s−k列为 ps = [a′1s, a
′
2s, . . . , a

′
ks]

T.

表 6 中 −A−1
11 A12 的第 s − k 列为 ws = −A−1

11 ps. 将 ws 附着在 A−1
11 后面, 即构造 k × (k + 1) 矩

阵 [A−1
11 ,ws], 并以 ws 中的 wrs 为枢轴进行一次旋转运算, 然后删去最后一列. 这样, e′r 成为基向量,

e′s 成为非基向量, 转步骤 3.1.

(3) 枢轴元素 wrs 是表 6 中 A21A
−1
11 中的元素.

此时 r ∈ {k+1, k+2, . . . ,m}, s ∈ {1, 2, . . . , k}. 表 5中 A21 的第 r−k行为 qr = [a′r1, a
′
r2, . . . , a

′
rk].

表 6 中 A21A
−1
11 的第 r − k 行为 wr = qrA

−1
11 . 将 wr 附着在 A−1

11 下面, 即构造 (k + 1)× k 矩阵A−1
11

wr

 ,

并以 wr 中的 wrs 为枢轴进行一次旋转运算, 然后删去最后一行. 这样, ar 成为基向量, as 成为非基

向量, 转步骤 3.1.

(4) 枢轴元素 wrs 是表 6 中 A22 −A21A
−1
11 A12 中的元素.

此时 r ∈ {k + 1, k + 2, . . . ,m}, s ∈ {k + 1, k + 2, . . . , n}. 构造 (k + 1)× (k + 1) 矩阵A−1
11 ws

wr wrs

 ,
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其中, ws 和 wr 的计算见 (2) 和 (3), wrs = a′rs −wrps, a
′
rs 为表 5 中第 r 行第 s 列的元素. 这样, ar

成为基向量, e′s 成为非基向量. 令 k := k + 1, 转步骤 3.1.

改进行旋转算法计算步骤看起来复杂, 实际上思路非常简单. 首先将所有非基等式变成基等式.

如果存在矛盾等式, 则线性规划问题没有可行解; 如果存在冗余等式, 则消除冗余等式. 一旦非基等式

全部变为基等式后, 则所对应向量不再出基. 接下来进入主迭代阶段, 在偏差为负且最小的非基不等

式与基不等式之间进行基变换, 直到找到最优基本可行解或获得无可行解信息为止.

一般而言, 完成一次行旋转运算分为以下几个步骤: (1) 计算非基向量对应的偏差, 以偏差为负且

最小的非基向量入基, 确定枢轴行; (2) 计算基不等式的成本, 即向量 c 关于当前基向量组的线性表示

系数; (3) 计算枢轴行上与基不等式对应的元素, 并按最小比值规则确定枢轴元素; (4) 根据枢轴元素

的位置更新特征逆矩阵. 因此,每一次旋转运算过程中必须计算的元素是在当前基下非基 (不)等式偏

差、枢轴行和枢轴列部分元素、成本向量元素. 所有这些必要计算的元素, 都可以随时通过当前特征

逆矩阵 A−1
11 和模型的初始信息计算出来. 改进行旋转算法编程的关键在于正确确定 A−1

11 和枢轴元

素 wrs 的位置关系, 从而能够正确地运用旋转运算更新特征逆矩阵 A−1
11 .

6 算例

考虑如下线性规划问题:

min z = 9x1 + x2 − x3 + x4 + 2x5 − 2x6 + 13x7 + 6x8

s.t. x1 + 4x2 + 2x3 + x4 − 4x5 + 9x6 − 3x7 − 5x8 = −28,

2x1 + 11x2 − x3 + 2x4 − 2x5 + 12x6 + 3x7 − 7x8 = −16,

x1 + 7x2 − 3x3 + x4 + 2x5 + 3x6 + 6x7 − 2x8 = 12,

x1 − 2x2 − x3 + x4 + 7x5 − 2x6 + 4x7 + 7x8 > −1,

2x1 + x2 − 3x3 − x4 + 12x5 + 2x6 − x7 + 6x8 > 47,

2x1 + x2 + x3 + 2x4 + 2x5 − 2x6 + 7x7 − 8x8 > 1,

4x1 + 6x2 − x3 + 3x4 − 8x5 + 3x6 + 6x7 + x8 > 6,

4 > x1 > 0, 1 > x2 > −1, 2 > x3 > 0, 2 > x4 > 0,

5 > x5 > 0, 1 > x6 > −1, 4 > x7 > 2, 2 > x8 > 0.

利用改进行旋转算法求解以上线性规划问题的完整过程如下.

步骤 1 构建初始表.

目标函数系数为 c = [9, 1,−1, 1, 2,−2, 13, 6], 根据目标函数系数向量各元素的正负情形, 确定初始

基不等式组为 x1 > 0, x2 > −1, −x3 > −2, x4 > 0, x5 > 0, −x6 > −1, x7 > 2, x8 > 0, 相应初始基向

量为

e1 = [1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0], e2 = [0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0],

− e3 = −[0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0], e4 = [0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0],

e5 = [0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0], −e6 = −[0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0],

e7 = [0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0], e8 = [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1],
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相应初始基本解为 x0 = [0,−1, 2, 0, 0, 1, 2, 0]T. 作为基不等式组的上 (下) 界不等式相应的下 (上) 界

不等式一定成立, 不必考虑. 变量上界和下界向量分别为

u = [4, 1, 2, 2, 5, 1, 4, 2]T 和 l = [0,−1, 0, 0, 0,−1, 2, 0]T.

非基 (不) 等式对应的系数向量分别为

a1 = [1, 4, 2, 1,−4, 9,−3,−5], a2 = [2, 11,−1, 2,−2, 12, 3,−7],

a3 = [1, 7,−3, 1, 2, 3, 6,−2], a4 = [1,−2,−1, 1, 7,−2, 4, 7],

a5 = [2, 1,−3,−1, 12, 2,−1, 6], a6 = [2, 1, 1, 2, 2,−2, 7,−8],

a7 = [4, 6,−1, 3,−8, 3, 6, 1].

显然, 目标函数系数向量和非基 (不)等式相应系数向量可以直接由基向量组线性表示, 将基本解代入

各非基 (不) 等式得到相应偏差. 该线性规划问题的初始表如下:

变量上下界向量和初始表保存了线性规划问题的所有原始信息.在初始表中, A−1
11 = [·]为空矩阵,

所以 A−1
11 阶数 k = 0.

步骤 2 预处理 (将非基等式变为基等式).

非基向量 a1 对应的等式在当前基本解下偏差为正, 将 a1 变为 −a1, 并将对应行所有系数反号,

根据最小比值规则确定枢轴元素 w16 = 9, 即向量 −a1 入基, 向量 −e6 出基 (简记为 −a1 ↔ −e6).

由于初始表对应 A−1
11 为空矩阵, 所以更新后的 A−1

11 仅包含对枢轴 w16 进行旋转运算后对应的元素,

即 A−1
11 = [1/9] = [0.11], 阶数 k = 1. −a1 变为基向量后, 对应等式变为基等式, 在以后的运算中不再

出基. 基变换 −a1 ↔ −e6 确定当前特征逆矩阵 A−1
11 = [1/9] = [0.11] 后, 就可以根据前面部分提供的

公式计算当前基下非基 (不)等式偏差、枢轴行元素、成本向量元素,确定枢轴元素,以及更新 A−1
11 所

需要的元素. 计算结果如表 8 所示.

依据当前 A−1
11 和相应初始信息计算得到非基 (不) 等式偏差, 显然当前基本解不是最优基本可行

解, 需要进一步迭代. 需要指出的是, 表 8 中第 2 个偏差列记录上下界非基不等式中没有显性表示的

那个不等式对应的偏差 (−1.44 是 e6 对应不等式在当前基本解下的偏差). 接下来将第 2 个非基等式

变成基等式, 所以 a2 对应行为枢轴行. 为了确定出基向量, 需要计算当前基下的成本向量元素. 根据

最小比值规则, 确定 w23 = 3.67 为枢轴元素, 计算出必要的元素以更新 A−1
11 , 通过基变换 a2 ↔ −e3

对应的行旋转运算更新 A−1
11 的过程如表 9 所示. 从而得到更新后的特征逆矩阵如下:

表 8 第 1 次基变换 −a1 ↔ −e6 结果

e1 e2 −e3 e4 e5 −a1 e7 e8

c 9.22 1.89 0.56 1.22 1.11 0.22 12.33 4.89 σi σ̄i

−e6 −0.22 0.11 3.44 −1.44

a2 0.67 5.67 [3.67] 0.67 3.33 −1.33 7.00 −0.33 −20.33

a3 −20.33

a4 13.89

a5 −60.89

a6 5.89

a7 −9.33
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表 9 第 2 个特征逆矩阵计算过程

−a1 −e3 −a1 a2

−e6 0.11 −0.22 =⇒ −e6 0.03 −0.06

a2 −1.33 [3.67] −e3 0.36 0.27

A−1
11 =

 0.03 −0.06

0.36 0.27

 , k = 2.

依据当前 A−1
11 和相应初始信息计算得到非基 (不) 等式偏差, 可以看到还有多个非基 (不) 等式

在当前基本解下偏差为负, 显然当前基本解不是最优基本可行解, 需要进一步迭代.接下来计算将第 3

个非基等式转化为基等式的相关信息 (见表 10).

从表 10中可以看出, a3 由 −a1 和 a2 唯一线性表示且对应偏差为 0. 也就是说, 在当前基下该等

式为冗余等式, 可以直接删除.

步骤 3 主迭代 (非基不等式与基不等式替换).

删掉 a3 对应行后, 非基等式转换为基等式阶段完成, 进入主迭代阶段. 在主迭代阶段, 基等式对

应基向量不参与向量替换. 在当前基下, a5 对应不等式的偏差为负且最小, a5 对应行为枢轴行. 与前

面逻辑相同, 需要基于当前 A−1
11 和初始信息计算必要元素, 其结果如表 11 所示.

利用当前 A−1
11 和初始信息可以计算出更新 A−1

11 所需要的元素, 根据最小比值规则, w55 = 9.76

为枢轴元素, 相应基变换为 a5 ↔ e5, 对应地计算新 A−1
11 的矩阵如表 12 所示. 经过基变换 a5 ↔ e5

对应的行旋转运算得到更新后的 A−1
11 如下:

A−1
11 =


0.06 −0.04 −0.02

0.46 0.36 −0.09

−0.11 −0.10 0.10

 , k = 3.

从上面更新 A−1
11 的计算过程可以看出, 在用行旋转公式更新 A−1

11 时, 必须保证矩阵行列的排列一定

要与向量替换的先后顺序一致. 后面不再具体说明更新 A−1
11 的计算过程, 而直接给出更新后的 A−1

11 .

经过第 1 次主迭代后, 非基不等式在当前基本解下仍然存在负偏差. 在计算必要的元素后确定新

的基变换为 a7 ↔ e8, 对应地计算新 A−1
11 的矩阵如表 13 所示. 枢轴元素为 9.04, 经过基变换 a7 ↔ e8

表 10 第 2 次基变换 a2 ↔ −e3 结果

e1 e2 a2 e4 e5 −a1 e7 e8

c 9.12 1.03 0.15 1.12 0.61 0.42 11.27 4.94 σi σ̄i

−e6 2.21 −0.21

−e3 5.55 −3.55

a3 −0.00 0.00 1.00 −0.00 −0.00 1.00 0.00 0.00 0.00

a4 16.97

a5 −41.79

a6 −2.12

a7 −0.09
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表 11 第 1 次主迭代枢轴元素的确定

e1 e2 a2 e4 e5 −a1 e7 e8

c 9.12 1.03 0.15 1.12 0.61 0.42 11.27 4.94 σi σ̄i

−e6 −0.24 2.21 −0.21

−e3 −0.91 5.55 −3.55

a4 16.97

a5 1.15 −5.21 0.94 −1.85 [9.76] 1.03 −6.91 7.42 −41.79

a6 −2.12

a7 −0.09

表 12 第 1 次主迭代对应特征逆矩阵算表

−a1 a2 e5

−e6 0.03 −0.06 −0.24

−e3 0.36 0.27 −0.91

a5 1.03 0.94 [9.76]

表 13 第 2 次主迭代对应特征逆矩阵算表

−a1 a2 a5 e8

−e6 0.06 −0.04 −0.02 −0.39

−e3 0.46 0.36 −0.09 0.78

e5 −0.11 −0.10 0.10 −0.76

a7 1.14 1.24 −0.84 [9.04]

对应的行旋转运算得到更新后的 A−1
11 如下:

A−1
11 =


0.11 0.02 −0.06 −0.04

0.36 0.25 −0.02 0.09

−0.01 0.01 0.03 −0.08

−0.13 −0.14 0.09 0.11

 , k = 4.

经过第 2 次主迭代后, 非基不等式在当前基本解下仍然存在负偏差. 在计算必要的元素后确定新

的基变换为 a6 ↔ e4, 对应地计算新 A−1
11 的矩阵如表 14 所示. 枢轴元素为 3.94, 经过基变换 a6 ↔ e4

表 14 第 3 次主迭代对应特征逆矩阵算表

−a1 a2 a5 a7 e4

−e6 0.11 0.02 −0.06 −0.04 0.14

−e3 0.36 0.25 −0.02 0.09 −0.42

e5 −0.01 0.01 0.03 −0.08 0.26

e8 −0.13 −0.14 0.09 0.11 −0.09

a6 0.83 0.90 −0.78 −1.23 [3.94]
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对应的行旋转运算得到更新后的 A−1
11 如下:

A−1
11 =



0.08 −0.02 −0.03 0.00 0.04

0.45 0.35 −0.10 −0.05 −0.11

−0.06 −0.05 0.08 −0.00 0.07

−0.11 −0.12 0.07 0.08 −0.02

−0.21 −0.23 0.20 0.31 0.25


, k = 5.

在计算必要的元素后,非基向量 −e4对应的不等式偏差为负且最小,确定新的基变换为 −e4 ↔ e1.

将初始信息表 15 中基变量 e4 替换为 −e4, 将表 15 中对应列所有元素反号, 然后将此列乘以 l4 − u4

加到偏差列. 在当前 A−1
11 中将 e4 对应系数全部反号, 变为 −e4 对应系数, 即 −e4 对应不等式显性

表示, e4 对应不等式隐性表示. 对应地计算新 A−1
11 的矩阵如表 16 所示. 枢轴元素为 1.90, 经过基变

换 −e4 ↔ e1 对应行旋转运算并删除最后一列, 得到更新后的 A−1
11 如下:

A−1
11 =



0.06 −0.03 −0.02 0.02 0.05

0.41 0.31 −0.07 0.01 −0.06

−0.04 −0.02 0.06 −0.04 0.03

−0.07 −0.08 0.04 0.03 −0.06

−0.11 −0.12 0.10 0.16 0.13


, k = 5.

在计算必要的元素后, 非基向量 e3 对应的不等式偏差为负且最小, 确定新的基变换为 e3 ↔ e2.

将初始信息表 15 中基变量 −e3 替换为 e3, 将表 15 中对应列所有元素反号, 然后将此列乘以 l3 − u3

表 15 初始表

e1 e2 −e3 e4 e5 −e6 e7 e8

c 9.00 1.00 1.00 1.00 2.00 2.00 13.00 6.00 σi

a1 1.00 4.00 −2.00 1.00 −4.00 −9.00 −3.00 −5.00 31.00

a2 2.00 11.00 1.00 2.00 −2.00 −12.00 3.00 −7.00 21.00

a3 1.00 7.00 3.00 1.00 2.00 −3.00 6.00 −2.00 −10.00

a4 1.00 −2.00 1.00 1.00 7.00 2.00 4.00 7.00 7.00

a5 2.00 1.00 3.00 −1.00 12.00 −2.00 −1.00 6.00 −54.00

a6 2.00 1.00 −1.00 2.00 2.00 2.00 7.00 −8.00 −1.00

a7 4.00 6.00 1.00 3.00 −8.00 −3.00 6.00 1.00 1.00

表 16 第 4 次主迭代对应特征逆矩阵算表

−a1 a2 a5 a7 a6 e1

−e6 0.08 0.02 −0.03 0.00 0.04 0.10

−e3 0.45 0.35 −0.10 −0.05 −0.11 0.36

e5 −0.06 −0.05 0.08 −0.00 0.07 −0.24

e8 −0.11 −0.12 0.07 0.08 −0.02 −0.31

−e4 0.21 0.23 −0.20 −0.31 −0.25 [1.90]
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加到偏差列. 在当前 A−1
11 中将 −e3 对应系数全部反号, 变为 e3 对应系数, 即 e3 对应不等式显性表

示, −e3 对应不等式隐性表示. 对应地计算新 A−1
11 的矩阵如表 17 所示. 在当前基下确定枢轴元素

为 1.68, 经过基变换 e3 ↔ e2 对应行旋转运算并删除最后一列, 得到更新后的 A−1
11 如下:

A−1
11 =



0.17 0.05 −0.04 0.02 0.03

0.25 0.18 −0.04 0.01 −0.04

0.03 0.03 0.05 −0.04 0.02

0.03 −0.00 0.03 0.04 −0.08

−0.20 −0.18 0.12 0.16 0.15


, k = 5.

在计算必要的元素后,非基向量 −e8对应的不等式偏差为负且最小,确定新的基变换为 −e8 ↔ a6.

将初始信息表 15 中基变量 e8 替换为 −e8, 将表 15 中对应列所有元素反号, 然后将此列乘以 l8 − u8

加到偏差列. 在当前 A−1
11 中将 e8 对应系数全部反号, 变为 −e8 对应系数, 即将 −e8 对应不等式显

性表示, e8 对应不等式隐性表示. 对应地计算新 A−1
11 的矩阵如表 18 所示. 在当前基下确定枢轴元素

为 0.08, 经过基变换 −e8 ↔ a6 对应行旋转运算并删除枢轴行和枢轴列, 得到更新后的 A−1
11 如下:

A−1
11 =


0.18 0.05 −0.03 0.04

0.23 0.18 −0.05 −0.01

0.03 0.02 0.06 −0.03

−0.14 −0.19 0.17 0.23

 , k = 4.

基于当前特征逆矩阵和初始信息, 可以求出所有非基不等式偏差. 所有偏差均为正, 表明当前基

为可行基, 当前解为最优基本可行解. 表 19 直观显示了第 6 次主迭代后当前基向量、非基向量和非

基不等式对应的偏差.

表 17 第 5 次主迭代对应特征逆矩阵算表

−a1 a2 a5 a7 a6 e2

−e6 0.06 −0.03 −0.02 0.02 0.05 0.43

e3 −0.41 −0.31 0.07 −0.01 0.06 [1.68]

e5 −0.04 −0.02 0.06 −0.04 0.03 0.26

e8 −0.07 −0.08 0.04 0.03 −0.06 0.42

e1 −0.11 −0.12 0.10 0.16 0.13 −0.35

表 18 第 6 次主迭代对应特征逆矩阵算表

−a1 a2 a5 a7 a6

−e6 0.17 0.05 −0.04 0.02 0.03

e2 0.25 0.18 −0.04 0.01 −0.04

e5 0.03 0.03 0.05 −0.04 0.02

−e8 −0.03 0.00 −0.03 −0.04 [0.08]

e1 −0.20 −0.18 0.12 0.16 0.15
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表 19 第 6 次主迭代后非基不等式对应偏差

−e4 e3 a2 −e8 a5 −a1 e7 a7

c σi σ̄i

−e6 1.33 0.67

e2 0.12 1.88

a4 50.48

e5 2.78 2.22

e1 3.62 0.38

a6 0.58

表 19 表明当前基本解是基本可行解, 由于在线性规划的行旋转运算中始终保持最优性条件成立,

因而当前基本解就是线性规划问题的最优基本可行解. 运用 (4.2) 可以计算出最优解如下:

x1 = 3.623006, x2 = −0.8821898, x3 = 0, x4 = 2,

x5 = 2.775121, x6 = −0.3326399, x7 = 2, x8 = 2,

相应的最优目标函数值为 z∗ = 77.94038.

7 结论

线性规划的行旋转算法是基于行几何 (行向量) 的一种求解线性规划问题的有效算法. 求解线性

规划问题可以看作是在保证最优性条件始终成立的前提下求解其约束条件对应的线性不等式组,因而

线性规划问题可以看作特殊的线性不等式组. 线性规划的行旋转算法同时实现了 Dantzig [11,12] 提出

的 “求解线性规划问题本质上是求解线性不等式组”和 “从行几何求解线性规划问题”的思想,改变了

线性规划问题的旋转算法实际只包含列旋转算法的现状, 丰富了旋转算法的内涵.

线性规划的行旋转算法具有一些显著的计算特色, 但是仍然是一种全表格算法, 有进一步提高计

算效率的空间. 通过分析分块矩阵的行旋转运算公式可以发现, 每次旋转运算并不需要计算当前算表

中的所有元素, 只需要计算确定入基向量和出基向量的小部分必要元素即可; 只要知道当前算表对应

的特征逆矩阵和模型的初始信息,就可以随时计算出任何必要元素.因此,只需要记录当前算表对应的

特征逆矩阵, 并基于该特征逆矩阵和模型初始信息计算出每次行旋转运算所需要的必要元素, 就可以

得到与线性规划的行旋转算法完全相同的结果, 这就是线性规划的改进行旋转算法的基本思路. 本文

的核心工作就是推导分块矩阵的行旋转运算公式,并根据该公式设计出计算每张算表对应特征逆矩阵

的迭代算法.

改进行旋转算法与改进单纯形算法类似, 仅计算枢轴行和枢轴列上的元素以及更新逆矩阵, 不计

算其他元素. 但是, 改进单纯形算法中的逆矩阵阶数等于一般约束的数目, 是固定的. 本文的特征逆矩

阵阶数在旋转运算过程中不断变化,从理论上讲,阶数不超过一般约束系数矩阵的秩,实际上往往比秩

小很多, 所以比全表格形式运算的计算量小很多. 线性规划规模越大, 特征逆矩阵的相对计算量越小,

改进行旋转算法的效率优势越明显.

Gale 曾经指出, 线性规划问题是线性不等式组的衍生问题, 但是由于没有求解线性不等式组的直

接有效算法, 求解线性不等式组需要借助其衍生问题来解决, 这是一种非常尴尬的状态 [13]. 正是由于

缺乏像求解线性方程组的 Gauss 消元法那样求解线性不等式组的直接、有效方法, 线性不等式组的基
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础性作用大打折扣. 线性不等式组的行旋转算法改变了没有直接、有效的算法求解线性不等式组的历

史. 无论是线性规划的行旋转算法, 还是线性规划的改进行旋转算法, 都只是线性不等式组的行旋转

算法的自然应用. 在最优化领域有很多分支都与线性不等式组密切相关, 行旋转算法不改变所求解问

题的原始信息, 能够更好地揭示和运用所研究问题系数矩阵的本质结构, 常常能够产生简洁高效的解

决方法. 行旋转算法可以高效地解决整数线性规划、大规模资产组合选择和灵敏度分析等问题; 行旋

转算法可以以一种统一的方式有效求解包含运输问题、指派问题、最短路问题和最大流问题等在内的

大规模一般网络优化模型; 行旋转算法揭示出非凸二次规划系数矩阵的独特结构, 从而为从某个局部

最优解转换到其他更好的局部最优解提供了有价值的理论成果. 总之, 线性不等式组的行旋转算法具

有重要的方法论意义,可以作为一种基础算法以一种统一的方式求解与线性不等式组紧密相关的诸多

领域中的问题.
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The revised row pivoting method for linear programming

Yanwu Liu, Yan Tu, Xiaoyang Zhou, Shouyang Wang & Zhongzhen Zhang

Abstract The row pivoting method is a direct and efficient method for solving any system of linear inequalities
and provides a uniform and efficient way to solve many kinds of problems which are closely associated with
systems of linear inequalities in the big data era. Dantzig thought that solving a linear programming problem
is really all about solving a linear inequality system; therefore the row pivoting method for a system of linear
inequalities can be directly applied to solving a linear programming problem. Unlike column pivoting methods
such as the simplex method, the row pivoting method for linear programming is based on row geometry (or row
vectors), and its core idea is to solve a system of linear inequalities corresponding to the constraints of a linear
programming problem while keeping the optimality condition always being true. The revised row pivoting method
retains all the characteristics of the row pivoting method for linear programming. The improvement of the new
method lies in applying the inverse matrix (called the characteristic inverse matrix) of the non-singular matrix
formed by the coefficients of partial variables of the constraints and the original data to calculating the pivot row
and the pivot column, which completes a pivoting operation. Since the order of the characteristic inverse matrix
is generally much smaller than the number of constraints and variables, the revised pivoting method only needs
to calculate a small fraction of necessary elements coming from the corresponding computational tableau in the
row pivoting method for each iteration. Therefore, the revised method can significantly improve computational
efficiency compared with the row pivoting method for linear programming.

Keywords linear programming, the revised row pivoting method, inverse matrix, block row pivoting

operation, system of linear inequalities
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