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摘要 1987 年本文第二作者给 J. G. Thompson 教授的信中提出猜想: 所有有限单群 S, 都能够用 S

的阶和 S 的元的阶的集合统一的刻画. 在回信中, Thompson提出了他的关于有限群 G可解性判断的

问题. 当 G 的素图非连通时, 本文给出了 J. G. Thompson 问题的肯定回答.
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1 引言

给定有限群 G, 怎样判断 G 的可解性? 著名的奇阶定理证明了任何奇数阶群都是可解的. 1987

年本文第二作者给 J. G. Thompson 教授的信中给出了如下的猜想:

猜想 设 G 是有限群, S 为有限单群. 则 G ∼= S 当且仅当 πe(G) = πe(S), 这里 πe(G) 记 G 的所

有元阶的集合, 且 |G| = |S|.
在以前工作的基础上, 文献 [1] 最后完成了上述猜想的证明, 从而该猜想成为一个定理.

在 Thompson 给本文第二作者的回信中提出了问题: 对于每个有限群 G 和每个整数 d > 1, 设

G(d) = {x ∈ G|xd = 1}. 定义 G1 和 G2 是同阶型的当且仅当 |G1(d)| = |G2(d)|, d = 1, 2, . . .

问题 (J. G. Thompson[2]) 设 G1 和 G2 是同阶型的群. 假设 G1 可解, 是否 G2 必然可解?

即对于偶阶群 G, 我们不能仅用 G 的阶来判断它的可解性, 但是如果上面 Thompson 问题正确,

我们可以通过同阶型来判断 G 的可解性.

特别在 Thompson 的信中写到: “我已经把关于同阶型的问题告诉了很多数学工作者. 这个问题

起源于研究代数数域, 这是我非常感兴趣的”.

设 π(n) 是 n 的素因子集合, 记 π(|G|) 为 π(G). 用集合 π(G), 定义 G 的素图为 (参见文献 [3]):

π(G) 为顶点集, 顶点 r 和 s 在 π(G) 中连接, 当且仅当 rs ∈ πe(G).

在本文中我们证明了如下定理:

定理 设 G 是有限群使得 G 和 F 是同阶型. 如果 F 是可解且 F 的素图非连通, 则 G 也可解.

2 预备及引理

记 MG(n) 是 G 中 n 阶元的集合. 我们能够根据同阶元给出 G 的一个分拆, 即
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G =
⋃

n∈πe(G)

MG(n),

这里 πe(G) 是 G 的谱, 即 G 的所有元阶的集合. 因为每个 n 阶元必定在某个 n 阶循环子群里面, 则

|MG(n)| = vn(G)φ(n), 这里 vn(G) 是 n 阶循环子群的个数, 称为阶 n 的循环次数, 且 φ(n) 表示 Euler

函数. 因此我们可以得到以下的一个方程, 叫做 G 的阶方程,

|G| =
∑

n∈πe(G)

vn(G)φ(n).

我们记这个方程为 Ord(G). 进一步,对于有限群 G和 H,等式 Ord(G) = Ord(H)表示 πe(G) = πe(H),

且对于每个 d ∈ πe(G) 有 vd(G) = vd(H). 很容易看出阶方程相等与 Thompson 问题中的同阶型是一

致的. 因此以下不妨把阶方程相等代替同阶型. Thompson 问题已经被引述在《群论中未解决的问题》

的问题 12.37 (参见文献 [4]).

不难证明如果 G 是幂零的, 则 H 也是幂零的; 如果 G 是超可解, 则 H 是可解 (见文献 [5]). 当

然,如果 G是有限非交换单群,则 H 是非可解的,因为引言中施的猜想 (见文献 [4]中问题 12.39或文

献 [6]) 最近已经被解决.

集合 πe(G) 关于整除关系构成一个偏序, 记为 µ(G) 在这个偏序下极大的元. 设 π(n) 是数 n 的

素因子集, 而 |n|r 记为 n 的 r- 部分. 并记 π(|G|) 为 π(G). 在集 π(G) 上我们定义一个图: 在顶点集

π(G) 中的 r 和 s 连接当且仅当 rs ∈ πe(G). 这样图称为 G 的 Gruenberg-Kegel 图, 或 G 的素图, 并

记为 GK(G). G 的素图分支记为 {πi | i = 1, . . . , s := s(G)}, s(G) 叫做 G 的连通分支数, 且如果 G

是偶阶群, 规定 2 属于 π1. 并记 µi(G) = {a ∈ µ(G)|π(a) ⊆ πi(G)}. 在文献 [3, 7] 中, 运用一些数论

的技巧确定了有限单群的连通分支数. 在近期的文章 [8] 给出了有限典型单群 G 极大环面的循环结

构, 对于例外型的有限单群 G, 极大环面的循环结构在文章 [9] 中详细的给出, 因此很容易看出 µi(G)

(i > 2) 只有唯一元, 并记 ni(G) 为 µi(G) 的唯一元. 素图连通分支数大于 1 的群的结构由 Gruenberg

和 Kegel 给出 (参见文献 [3]).

定理 1(Gruenberg-Kegel) 如果 G 是一有限群, 其素图分支的个数 s(G) > 2, 则

(a) s(G) = 2, 且 G 是 Frobenius 群或 2-Frobenius 群, 即 G = ABC, 这里 A 和 AB 是 G 的正规

子群, AB 和 BC 分别是以 A, B 为核和 B, C 为补的 Frobenius 群.

(b) 存在非交换单群 S 使得 S 6 G = G/N 6 Aut(S), 这里 N 是 G 的极大可解正规子群且 N 和

G/S 是 π1(G)- 子群, s(S) > s(G) > 2, 且对每个 2 6 i 6 s(G), 存在 2 6 j 6 s(S), 使得 µi(G) = µj(S).

由 Thompson 定理知 N 是幂零群. 如果我们限制定理 1 更强的条件, 我们得到如下更强的结果.

定理 2 假设 s(F ) > 2. 如果对于有限群 G 有 Ord(G) = Ord(F ), 则以下之一成立:

(a) s(G) = 2 且 G 是 Frobenius 群或 2-Frobenius 群;

(b) 存在非交换单群 S 使得 S 6 G = G/N 6 Aut(S), 这里 N 和 G/S 都是 π1(G)- 子群. 素图

GK(G) 是非连通的, s(S) > s(G), 且进一步, 下面成立:

(i) 若 i 满足 2 6 i 6 s(G), 则存在 j (2 6 j 6 s(S)), 使得 µi(G) = µj(S).

(ii) 设 m > 1 是 µi(F ) (i > 2) 的任何元的因子. 则 |MF (m)| = |MG(m)||N |, |MG(m)| = |MS(m)|.
证明 只需要证明 (b) 的 (i) 和 (ii). 设 x ∈ G 且 o(x) = m. 因为 π(N) ⊆ π1(G) = π1(F ) 和

π(m) ⊆ πi(F ) = πi(G) (i > 2), 我们有 (m, |N |) = 1. 因此 o(x) = o(xN). 事实上, 设 o(xN) = n,

因 (xN)m = xmN = N , 则 n|m. 反之, 根据 N = (xN)n = xnN , 我们有 xn ∈ N . 当然, 可以推出
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o(xn)||N |, 但是
o(xn) =

o(x)
(n, o(x))

=
m

(n,m)
,

于是 m
(n,m) | |N |, 因此 m

(n,m) = 1, 我们有 m|n. 即有 m = n. 另一方面, 如果存在 G 中的元 y, 使得

o(y) 6= m 和 o(yN) = o(xN), 则 o(xN)|o(y), 即 m|o(y), 我们可以假定 o(y) = mq (q 6= 1) 且存在 q 的

素因子 r 使得 r ∈ πj(G) (i 6= j) (否则, q 是 µi(G)的某个元的因子,我们从上面有 o(yN) = o(y) = mq,

矛盾). πi(G) 和 πj(G) 在 G 的素图中是连通的, 矛盾. 因此, o(y) = m. 于是 |MG(m)| 6 |MF (m)| =

|MG(m)|. 进一步, 陪集 xN 中的每个元都有阶 m, 这样就有 |MG(m)| = |MG(m)||N |. 对于剩下的部
分, 因为 G 是几乎单群, G 是单群 S 被 G/S 的扩张. 我们选择 G/S 的一个陪集表示 {y1, y2, . . . , yl},
这里 yi ∈ G, 当然, 根据陪集分解, G 中每个元都能写成 yis 的形式, 这里 1 6 i 6 l 且 s ∈ S. 因

为 o(yiS) = o(yisS), 我们有 o(yiS)|o(yis). 如果 yiS 6= S, 根据如上条件 G/S 是 π1(G)- 子群, 我

们有 π(o(yiS)) ⊆ π1(G), 因此存在 o(yis) 的一个素因子使得它也属于 π1(G). 如果 π(o(s)) ⊆ πi(G)

(i > 2), 因为 π1(G) 和 πi(G) 在 G 的素图中不连通, 则 G 中的每个不属于 S 的元没有 o(s) 因子的阶.

因此, |MG(m)| = |MS(m)|. 2

为了完成定理的证明,我们还需要 Frobenius群和 2-Frobenius群的具体结构. 如下给出一些引理.

引理 3 (参见文献 [10, 引理 1] 及 [11, 定理 1]) 设 F 是以 K 为核 H 为补 Frobenius 群, 则以下

结论成立:

(i) K 幂零且 K 的 Sylow p- 子群循环, 这里 p 是奇素数;

(ii) 如果 2 ∈ π(H), 则 K 是交换群. 进一步, 如果 H 是可解的, 则 H 的 Sylow 2- 子群或者循环

或者 (广义) 四元素 Q2n . 如果 H 是非可解, 则存在子群 H0 使得 |H : H0| 6 2 且 H0
∼= Z × SL2(5),

这里 Z 的每个 Sylow 子群都循环且 (|Z|, 30) = 1.

引理 4 (参见文献 [10, 定理 2]) 设 E 是 2-Frobenius 群, 即 G = ABC, 这里 A 和 AB 是 G 的

正规子群, AB 和 BC 分别是以 A, B 为核和 B, C 为补的 Frobenius 群. 则以下结果成立:

(i) s(E) = t(E) = 2 且 π1(E) = π(A) ∪ π(C), π2(E) = π(B);

(ii) E 是可解的, B 是 E 的 Hall 子群且是奇阶的, 且 C 循环群.

3 定理证明

以下我们使用定理 1和先前的一些引理完成证明,本质上我们使用单群分类定理. 首先,我们考虑

Frobenius群的情形. 设 F 是 Frobenius群,其核为 K,补为 H,并且有限群 G使得 Ord(G) = Ord(F ).

当然, 我们有 |G| = |F |, πe(G) = πe(F ) 且循环次数 vn(G) = vn(F ), 这里 n ∈ πe(F ).

论断 1 如果 G是有限群, F 是 Frobenius群,使得 Ord(G) = Ord(F ),则 G是 Frobenius群. 进

一步, 如果 F 是可解的, 则 G 也是可解的.

我们使用 Gruenberg-Kegel 定理完成论断 1.

情形 1 G是 2-Frobenius群. 设 G = ABC,这里 A和 AB 是 G的正规子群, AB 和 BC 分别是

以 A, B 为核和 B, C 为补的 Frobenius 群. 根据引理 3 和 4, 我们有 π(B) = π2(F ), 即 π(B) = π(K)

或 π(H). 当然, 据引理 4 知 B 是奇阶循环的.

(i) 如果 π(B) = π(K), 因为 K 是 F 的 Hall 子群且 |B| = |K|, 则 F 中存在 |B| 阶元, 因此

K 循环. 进而, K 是正规子群, 于是 v|B|(F ) = 1. 另一方面, AB 是 Frobenius 群, 其补为 B, 则

v|B|(G) > v|B|(AB) = |A| > 1, 因此 v|B|(G) > v|B|(F ), 矛盾.
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(ii) 如果 π(B) = π(H), 同样 H 是循环的, 则 v|B|(F ) = |K|. 因为 A 和 AB 都在 G 中正规, 则

G = ABC = C(AB) = C(BA) = CBA, 因此每个元 g ∈ G 能够写成 cba 的形式, 这里 a ∈ A, b ∈ B 和

c ∈ C. 于是我们有 Bg = Bcba = ((Bc)b)a = Ba, 这样 B 在 G 中的共轭子群的个数为 B 在 A 中的个

数, 而 G 可解, 则所有 |B| 阶子群都共轭, 因此 v|B|(G) = v|B|(AB) = |A|. 但是 |H||K| = |F | = |G| =
|A||B||C| 和 |B| = |H|, 于是 |A| = |K|/|C|. 因此, v|B|(F ) = |K| < |K|/|C| = |A| = v|B|(G), 矛盾.

情形 2 存在非交换单群 S 使得 S 6 G = G/N 6 Aut(S). 如果 2 ∈ π(H), 则 K 是 Abel 群. 选

择 r ∈ π(K), 根据定理 2, 我们有 |K|r = |G|r = |S|r. 因为 K 是 Abel 且正规, 则 K 中 r- 元数目为

|K|r, 即 |S|r. 但是因 S 中 Sylow r- 子群一直存在, 则 S 的 r- 元个数也为 |S|r, 因此 S 中仅有一个

Sylow r- 子群, 即存在一个真正规子群, 矛盾.

如果 2 ∈ π(K), 则 K 的 Sylow p- 子群 (p ∈ π(K)) 在 F 中正规, 而由 Ord(F ) = Ord(G), 我们有

G 的 Sylow p- 子群也正规. 因为 N = Op(G), 我们有 p = 2, 且 N 是 G 的正规 Sylow 2- 子群. 因此

G/N 是奇阶群, 有著名的 Feit-Thompson 定理, G/N 是可解的, 矛盾.

因此由定理 2 有 G 是 Frobenius 群. 进一步, 如果 F 是非可解, 则由引理 3, 存在子群 H0 使得

|H : H0| 6 2且 H0
∼= Z×SL2(5),这里 Z 的每个 Sylow子群都循环且 (|Z|, 30) = 1. 故 |H| = 23 ·3·5·|Z|

或 24 · 3 · 5 · |Z|. 很容易知道 H 中不存在 15 阶元 (因为 15 不属于 πe(SL2(5))). 现设 G 的补为 V . 则

由 Ord(F ) = Ord(G) 有 πe(H) = πe(V ) 且 |H| = |V |. 如果 G 是可解, 则存在 V 的 15 阶 Hall 子群.

这样 15 ∈ πe(V ), 矛盾. 故 G 也是非可解.

下面我们考虑 2-Frobenius 群的情形. 设 E 是 2-Frobenius 群且 E = ABC, 这里 A 和 AB 是 G

的正规子群, AB 和 BC 是分别以 A, B 为核和 B, C 为补的 Frobenius 群.

论断 2 如果 G 是有限群, E 是 2-Frobenius 群使得 Ord(G) = Ord(E), 则 G 也是 2-Frobenius

群.

由论断 1,我们可以假设存在非交换单群 S 使得 S 6 G = G/N 6 Aut(S). 因为 B 是 E 循环 Hall

子群, 则任何两个 |B| 阶 Hall 子群的交是平凡的, 且 v|B|(E) = |A|, 于是在 G/N 中任何两个 |B| 阶
Hall 子群的交是平凡的且 v|B|(G/N) = |A|

|N | , 因此 S 也有定理 2(b) 的性质, 即 S 中任何两个 |B| 阶
Hall 子群的交是平凡的, 且 v|B|(S) = |A|

|N | .

如果 S = L2(rf ),其中 r是奇素数且 π(B) = {r},则 |B| = rf . 因此 S 中存在 rf 阶元,但是 L2(rf )

的 Sylow r-子群是 Zr×Zr×· · ·×Zr (个数为 f). 因此 f = 1. 如果 S = L3(4)且 |B| = µi(S) = 3,则 S

包含一个自中心化的 9阶初等交换 Sylow 3-子群,因此 |MS(3)| = 26 · 5 · 7 (参见文献 [12]). 于是 G中

3 阶元素的个数 |MG(3)| 是 |MS(3)| · |N | = 26 · 5 · 7 · |N |. 另一方面, 我们知道 |G| = |A||B||C| = |N ||S|
且 |A| = |MG(3)|,则我们有 |S| = 3|MS(3)| · |C| = 3 ·26 ·5 ·7 · |C|. 因此 |C| = 3,这矛盾于 |C| | (|B|−1).

现记 S∗ = G/S. 对于其余的情形, 根据文献 [10] 中的引理 1.1, 如果 µi(S) 不为 L2(rf ) (r 为奇数

且 f > 1) 的分支 {r} 和 L3(4) 的分支 {3}, 则 S∗ 包含一个循环的 Hall 子群 U 满足 |U | = µi(S), 这

里 i > 1. 进一步, U 在 S∗ 中是自中心化的, 则 µi(S) 阶元的共轭类的长度为 |S∗|
µi(S) . 因此

|MS∗(µi(S))| > |S∗|
µi(S)

. (3.1)

因为 Ord(E) = Ord(G), 我们有

|G| = |A| · |B| · |C| = |S∗| · |N |. (3.2)
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根据引理 4 (ii), 我们有 B 是 E 的循环子群, 并且根据定理 1 可以得到以下的公式:

|B| = µi(S), (3.3)

|A| = |MS∗(|B|)| · |N |. (3.4)

由 (3.2)–(3.4) 式, 我们得到

|S∗| = µi(S) · |MS∗(|B|)| · |C|. (3.5)

据 (3.1) 式和 |C| > 1, 有

|S∗| 6 µi(S) · |MS∗(µi(S))| = µi(S) · |MS∗(|B|)| < µi(S) · |MS∗(|B|)| · |C|,

这个矛盾于 (3.5). 因此 G 是 2-Frobenius 群. 2
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On Thompson problem

SHEN RuLin & SHI WuJie

Abstract In 1987, the second author of this paper reported his conjecture, all finite simple groups S can be

characterized uniformly using the order of S and the set of element orders in S, to Prof. Thompson. In their

communications, Thompson posed his problem about the judgment of solvability of finite groups G. In this paper

we give a positive answer for Thompson’s problem if the prime graph of G is not connection.
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