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摘要 视觉传感器通常不知道它们 “看到”的现象之下的物理过程,以远远超出图像视频信号有效

维度的 Shannon/Nyquist采样率获取图像视频数据,从而导致了对图像视频信号的存储、传输等数字

处理的巨大压力. 压缩感知 (compressive sensing, CS) 理论表明: 在某个线性变换域下稀疏的信号, 可

以利用少量的观测数据精确地重建, 或在噪声情况下鲁棒地重建. 压缩感知是实现图像视频信号有

效维度采样的理论基础, 为图像视频信号的采样、处理和识别等领域带来了前所未有的突破. 本文

对图像视频信号领域压缩感知面临的基本问题: 压缩采样、稀疏重建模型及其优化求解算法的研究

进展进行了综述. 在采样方面,分析了图像视频信号随机观测矩阵和有结构观测矩阵的性能;在稀疏

重建模型方面, 从图像视频信号的稀疏先验性出发, 介绍了分析型的重建模型和合成型重建模型的

构建方法; 在优化求解方面, 针对重建模型, 介绍了约束优化问题和无约束优化问题两类求解算法.

以此为基础, 分析了在图像视频领域压缩感知的理论与应用的进一步发展所面临的问题和挑战, 展

望了未来的发展方向.

关键词 采样 压缩感知 稀疏表示 随机观测 最优化

1 引言

随着信息技术和计算机互联网飞速发展, 图像视频信号已成为人类获取视觉信息的最主要载体,

人眼和照相机等视觉传感器是感知成像物理世界和搜集图像视频信息的工具,而视觉传感器通常不知

道他们 “看到” 的现象之下的物理过程, 以远远超出图像视频信号有效维度的 Shannon/Nyquist 采样

率获取图像视频数据. 因此数字化过程产生的大量数据对图像视频信号的存储、传输和识别等处理都

产生了巨大的压力. 以有效维度对图像视频信号高效采样已成为以存储、传输和识别等数字化处理为

核心的图像视频应用中亟待解决的基础科学问题之一.

2004 年由 Candes 等 [1∼6] 提出了一种新的采样理论 —— 压缩感知 (compressive sensing /com-

pressed sampling, CS) , 压缩感知理论表明: 在某个变换域下稀疏的信号, 可以利用优化方法由与变

换非一致的少量观测数据精确重建. 这种非自适应的压缩采样将信号中包含的信息凝聚在少量的观

测数据上, 大幅度地降低了精确重建原始信号所需要的采样数目. 图像视频信号通常不是稀疏的, 在

某变换域是近似稀疏信号, 如图像信号的小波系数成指数衰减. 压缩感知理论的出现改变了图像信息
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的获取、传输和识别方式, 在压缩成像系统 [7]、图像识别 [8∼10]、医学成像处理 [11,12] 和图像视频压

缩 [13∼16] 等方面应用获得了巨大的成功.

一个稀疏的信号 x ∈ RN 在观测矩阵 Φ ∈ RM×N 下的采样 y ∈ RM (M < N),当 M > C.K. logN

(C 是一个常数) 时, 信号 x 可以通过求解如下优化问题来精确重建 min
x

f(x)

subject to Φx = y.
(1)

正则化函数 f(x) 的选择依赖于信号的先验假设. 如果图像视频信号 x 在与 Φ 非一致的变换域 D 下

是 (近似) 稀疏信号, f(x) 的一个适当的选择是 ∥Dx∥1 , ∥ ∥1 是 l1 范数; 如果图像视频信号 x 是分片

常数时, 全变分 TV(x) 可以提供高精确的重建结果, TV(x) 的定义在本文的第 3 部分给出.

2 图像视频信号的压缩采样

压缩采样的目的是将图像视频信号编码为与稀疏矩阵非一致的随机观测的观测数据. 在图像视频

的压缩感知框架下, 观测矩阵包括: 随机观测矩阵和有结构的观测矩阵 [17∼23].

2.1 随机观测矩阵

按照某种概率分布模型生成的随机矩阵被称为随机观测矩阵, 常用的随机观测矩阵包括如下

几种 [2].

1) 高斯矩阵 (Gaussian matrix). 矩阵的每一个元素是由独立正态分布的 N(0, 1) 生成.

2) 正交高斯矩阵 (orthogonalized Gaussian matrix). 经过正交化处理的高斯矩阵, 其列是正交的.

3) Bernoulli 矩阵 (Bernoulli matrix). 矩阵元素是由 Bernoulli 分布产生的, 矩阵的每一个元素是

由 0 或 1 构成的.

随机观测矩阵与任何稀疏矩阵具有通用的非一致关系,与其他类型的矩阵相比精确重建原始信号

所需要采样数几乎是最小的, 然而在实际应用中存在两个本质的缺欠: 1) 由 O(N2) 独立随机变量生

成, 因此需要大量的存储空间; 2) 随机的完全无结构特性导致了较高的运算复杂性.

2.2 有结构的观测矩阵

1) 正交变换矩阵. Fourier 变换和 DCT 变换等正交矩阵也可以作为观测矩阵 [13,17], 在实际应用

中, 一般按照某种方式选取正交矩阵的若干列, 由这些列构成观测矩阵, 所获得观测数据就是相应的

变换系数, 而对于列的选择等价于变换系数的选择. 随机方式可以是不同频段以不同的概率随机采样,

也可以是采用一致的概率采样.

2) Toeplitz 矩阵. 文献 [18∼20] 提出了一种 Toeplitz 结构的观测矩阵, Toeplitz 矩阵具有如下

形式:

T =



tn tn−1 ... t1

tn+1 tn ... t2
. . .

. . .
. . .

t2n−1 t2n−2 ... tn


. (2)
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矩阵 T 满足 Ti,j = Ti+1,j+1, Ti,j 表示 (i, j) 位置的元素, Toeplitz 的矩阵元素是独立同分布的.

3) Scrambed block Hadamard resemble 观测矩阵 [23] 具有如下形式:

Φ = QMWPN , (3)

这里 W 是 N ×N 的块对角阵, 定义如下

W =



WH

WH

. . .

WH


, (4)

WH 表示 Hadamard 矩阵, QM 是一个算子, 用 QM 左乘某个矩阵的操作表示随机选取该矩阵的 M

行. 而算子 PN 是一个置换阵, 用 PN 右乘一个矩阵的操作表示随机排序该矩阵的 N 列.

不论是随机的观测矩阵还是有结构的观测矩阵, 在设计和应用时, 需要考虑如下几个方面: (i) 近

似最优性. 用于精确重建的观测数目接近理论的边界 O(K logN); (ii)普适性. 观测矩阵能够与不同类

型的稀疏矩阵相匹配. (iii) 高效的存储与计算. 只需要较少的空间存储观测矩阵和较低的运算复杂度

对图像视频信号观测.

Gauss 等类型的随机观测矩阵与任何稀疏矩阵具有通用的非一致关系, 与其他类型的观测矩阵相

比, 精确重建原始信号所需要采样数几乎是最小的, 在最优性能和普适性方面表现较好, 而该类矩阵

是由 O(N2) 独立随机变量生成, 是随机且完全无结构, 因此, 该类矩阵不适于低存储能力和弱运算能

力的成像系统, 该类矩阵多见于自然图像的采样过程. 对于医学成像系统, 完全随机观测在物理上是

不实现的, 通常采用部分 Fourier 观测. 目前, 图像视频混合编码框架中的变换主要是 DCT 和小波变

换, 为了与图像视频混合编码框架结合, 提高图像视频压缩效率, 通常采用 DCT 变换/小波变换为观

测, 解码端以变换系数为观测数据, 稀疏优化重建, 可获得了高于反变换的重建质量 [13], Toeplitz矩阵

是由 O(N)独立随机变量生成,该结构的矩阵运算可以通过 FFT实现,因此可以获得更快的压缩采样

和重构速度, 同时 Toeplitz 矩阵重建性能与完全随机矩阵相当. 由于 Hadamard 矩阵的元素是二进制

的, scrambed block Hadamard resemble 的观测易于物理实现, 分块的结构可带来低存储代价、快速计

算和并行计算等诸多优势.

3 图像视频信号的稀疏重建模型

对给定的观测矩阵, 信号的重建质量取决于信号稀疏化方式, 如何实现信号的高效稀疏表示是关

键. 另一方面, 一个信号有时域 x 和变换域 s 两种表现形式, 因此, 有两种方式刻画该信号的稀疏性:

1) 将信号向某个基下投影而获得稀疏表示 Bx; 2) 将信号表示成基向量的线性组合 Ψs, 由此导致两

类稀疏重建模型, 式 (5) 和 (6) 分别为标准的分析模型和标准的合成模型. min
x

∥Bx∥1

subject to ∥Φx− b∥2 6 ε,
(5)

 min
s

∥s∥1

subject to ∥ΦΨs− b∥2 6 ε,
(6)
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其中 ε 是常数. 随着压缩感知在图像视频应用的迅猛发展, 超越稀疏性的图像视频信号特性也可以作

为先验信息来提高图像的重建质量, 为此出现了许多复杂的模型, 然而, 这些复杂模型可视为合成模

型 (5) 和分析模型 (6) 的推广.

3.1 分析模型 (analysis model)

对于给定的观测数据, 信号的重建质量本质上取决于信号的稀疏表示能力, 为此, 我们围绕图像

视频信号的稀疏表示问题对分析模型进行讨论.

3.1.1 基于图像梯度信息稀疏重建模型

1) TV 稀疏表示重建模型. 对于 n× n 的图像信号 x, xij 是 (ij) 位置的像素值, 定义如下算子:

Dh;ijx =

 xi+1,j − xi,j , i < n,

0, i = n,
Dv;ijx =

 xi,j+1 − xi,j , j < n,

0, j = n,
(7)

Dijx =

 Dh;ijx

Dv;ijx

 . (8)

图像相邻像素间具有较强相关性, 导致了图像信号的大部分区域 Dijx 的能量

∥Dijx∥2 =

√
(Dh;ijx)

2
+ (Dv;ijx)

2

近似于 0, 因此全变分 TV(x) =
∑

ij ∥Dijx∥2 非常小. 图像的 TV(x) 稀疏表示重建模型为求解与观测

数据 b 相符合的最小全变分问题 [2]:

minTV(x) subject to ∥Φx− b∥2 6 ε. (9)

模型 (3) 是图像视频应用中最常用的模型.

2) 基于回归模型指导的稀疏重建模型. Wu 等 [24] 在分析图像视频信号结构特征的基础上, 针对

观测数据的全局特性, 建立了图像的分片自回归模型 PAR (piece auto-regressive model)

ai,j = argmin
a

∑
i,j

(xi,j −
∑

(u,v)∈S

au,vxi−u,j−v)
2. (10)

其基本思想是: 任意 xi,j 可以由其邻域的像素 {xi−u,j−v}(u,v)∈S 的线性组合
∑

(u,v)∈Γ au,vxi−u,j−v 逼

近, ai,j 是组合系数, a 是由 ai,j 构成的向量, Γ 用于表示 (i, j) 位置像素的邻域, 通过求解上述优化问

题 (10), 获得图像信号的稀疏表示. 在此基础上建立了基于回归模型指导的稀疏重建模型
min
x

∑
i,j

(xi,j −
∑

(u,v)∈Γ

au,vxi−u,j−v)
2

subject to ∥Φx− b∥22 6 ε.

(11)

在实际计算中, PAR 模型 (10) 与重建模型 (11) 求解是交替进行的. 与 TV 类似, PAR 模型是对信号

的稀疏表示的一种方式. 由于 ai,j 是通过学习获得, 可以获得比 TV(x) 更好的稀疏性. 然而, 这种固

定结构的 PAR 模型仍然无法适应多变的图像局部特征, 一个自适应纹理结构的 PAR 模型有望进一

步改善图像视频信号的重建性能.
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3.1.2 基于正交变换的稀疏重建模型

由于图像视频信号在某些正交变换下的系数是稀疏的,同时正交特性为重建模型的数值求解带来

了极大的便利,出现了许多基于 DCT, DFT和 DWT等正交变换的稀疏重建模型. 基于正交变换的稀

疏重建模型与标准的分析模型 (5) 具有同样的形式, 此时 B 是正变换. 在这些模型中, 由于 DWT 具

有多分辨特性, 更加适于刻画图像视频这类非平稳信号, 因此基于 DWT 的稀疏重建模型得到了广泛

的应用.

3.1.3 基于梯度与正交变换的混合稀疏重建模型

正交变换的稀疏表示方法和 TV稀疏表示方法是从两个完全不同的角度去刻画信号的稀疏性,将

二者结合起来能够捕捉更丰富的图像结构和高频细节信息. Yang [25] 提出了 TV-Wavelet 混合重建

模型:  min
x

TV(x) + λ ∥Bx∥1

subject to ∥Φx− b∥2 6 ε,
(12)

其中 B 是小波变换矩阵, λ 是参数. 文献 [26] 基于图像边信息, 利用各向异性特性的加权 TV 算子代

替传统的 TV 算子, 从而建立加权 TV-Wavelet 重建模型:
min
x

∑
α

gα ∥Dα(x)∥+ λ ∥Bx∥1

subject to ∥Φx− b∥2 6 ε,

(13)

其中
∑

α gα |Dα(x)| =
∑

g(i,j)→(k,l)

∣∣x(i,j) − x(k,l)

∣∣, α 表示相邻对 (i, j) → (k, l), 其中是 Dα 和 gα 是 α

方向上的梯度算子和加权参数, gα 的值可根据边的信息确定.

此外还有一些类似加权 TV-Wavelet 重建模型, 此类模型充分利用边信息, 在一定程度上改善了

信号的重建质量和重建速度, 边信息是通过对信号的初始估计中获得的, 边信息估计的精度直接影响

到重建质量, 如果初始估计的精度较差, 会导致错误的边信息, 从而降低重建性能, 这是此类模型的

瓶颈.

3.2 合成模型 (synthesis model)

设 Ψ 是由 K 个图像基元 {Ψj}Kj=1 构成的稀疏矩阵,一个图像信号可以表示基元的线性组合形式:

x = Ψs, 或者近似的线性组合形式: x ≈ Ψs, 向量 s ∈ Rk 是信号 x 的组合系数, 通常称这些基元的集

合 {Ψj}Kj=1 为稀疏字典.

这些基元 {Ψj}Kj=1 可以通过某种特殊的变换导出, 称之为解析稀疏字典, 解析的稀疏字典因其信

号的稀疏表示计算方面表现出简单和快速等优势因此被广泛应用. 该类字典性能取决于字典对信号的

稀疏表示能力. 如果 {Ψj}Kj=1 是通过学习方式获得的, 称之为非解析稀疏字典. 这类字典是从一类信

号信息中学习得到的, 会给出信号更好的稀疏表示, 并且可以很方便地用于合成模型, 而这正是分析

模型所欠缺的.

3.2.1 解析的稀疏字典表示模型

1) 正交基和冗余基. 在合成模型中, 稀疏矩阵 Ψ 的选择是至关重要的, 与分析模型相似, 可以选

择 DCT、Fourier变换和小波变换等正交变换,也可以选择 Ridgelet变换、Curvelet变换和 Contourlet
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变换等. Ridgelet 变换、Curvelet 变换和 Contourlet 变换是一类由基函数生成的冗余函数系统, 除了

具有多尺度分析和时频定位等与传统小波变换相同的特性外,还具有方向变换和各向异性的尺度变换

特性, 因此与小波变换相比, 该类冗余函数系统能更容易捕捉到图像结构的特征. 另一方面, 从函数逼

近的角度出发, Fourier 变换或小波变换等正交变换和 Ridgelet, Curvelet 和 Contourlet 等非正交变换

都可应用于对图像信号的逼近. 不同的是, 前者的任务是针对图像信号特性, 从一个给定的基库中挑

选好的基, 后者是在一个适当的冗余函数系统中挑选最好的函数来线性组合逼近原信号, 而这一特性

恰好与图像信号的时频多变性相适应. 因此不难发现, 使用 Fourier 变换或小波变换等正交变换表示

图像, 不能保证图像总能获得好的稀疏表示, 而上述冗余函数系统却为图像的好的稀疏表示提供了更

大的可能, 因此在合成模型中常常采用冗余基作为稀疏基.

2) 多空间冗余基. 由于图像视频信号通常具有显著的非平稳特性, 若采用传统的单一空间变换方

法进行信号特性描述, 难以刻画图像视频信号在时空等变换域的特性, 因此, 可以用多个空间变换把

图像信号分解, 以达到稀疏表示的目的. 现存的空间变换, 如余弦变换、小波、曲线波等以及所构造的

不规则波使得刻画图像几何特征的多个空间表示的选择成为可能.文献 [27]提出了多空间冗余基构造

方法, 首先对图像的几何特性进行分析, 选择了小波 TW 和不规则波 TI 来表示图像 x, 图像在这两个

变换下的系数为 sW 和 sI, sW = TWx 和 sI = TIx. 假设 TW 和 TI 的反变换为 T̃W 和 T̃I, 求解问

题 (14) 可获得图像信号在小波 TW 和不规则波 TI 所构成的冗余基下的稀疏表示
min
sW,sI

||sW||1 + ||sI||1

subject to x = T̃WsW + T̃IsI.
(14)

3.2.2 非解析的稀疏字典表示模型

学习的目的就是寻找能够稀疏表示训练样本的图像基元 {Ψj}Kj=1. 其复杂度高于预先确定的解析

字典 [8,28∼35].

1) 简单字典. 由于一个测试信号可以表示为训练图像样本的线性组合,因此由训练图像可以构成

一个最简单的字典, 此时, 字典的基元不需要学习获得, 可以直接来自训练样本. Wright 等 [8] 提出了

一种稀疏表示的人脸表示方法, 以稀疏表示为特征实现人脸鲁棒高效的识别. 基本思想是: 将一个测

试人脸图像表示为一系列人脸训练图像的线性组合, 人脸训练图像是由多人的多幅不同图像组成, 假

设第 i 人有 ni 个人脸图像, 记第 i 人的人脸图像样本为 Ai = [vi,1,vi,2, . . . ,vi,ni ], 第 i 人的一个新测

试图像 x 可以表示成该人的人脸图像样本的线性组合

x = αi,1vi,1 + αi,2vi,2 + · · ·+ αi,nivi,ni . (15)

定义 Ψ = [A1,A2, . . . ,Ak], x 也可表示成所有人的人脸样本的线性组合形式

x = Ψs, (16)

这里 s = [0, . . . , 0, αi,1, αi,2, . . . , αi,ni , 0, . . . , 0]
T 是组合系数, 除了与第 i 个人相关系数外, 其他系数均

为 0, 由此, x 在简单字典 Ψ 下获得了稀疏表示. 稀疏系数可以通过求解如下优化问题获得:

min
x

∥x∥1 subject to ∥Ψs− x∥2 6 ε. (17)

这种模型有许多有效的数值解法. 这种简单字典的构造方法可以直接推广到自然图像的处理中 [28],

所不同的是: 人脸具有相似的结构, 人脸字典是基于整幅图像的字典, 而自然图像具有复杂的时频特
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性, 因此基于图像块建立字典. 简单字典无需要学习, 然而当样本数目非常庞大时, 信号的重建速度

太慢.

2) K-SVD 字典. 从某种意义下 K-means 聚类的向量量化技术是训练字典一种简单的算法, 对

于给定的基元集 (码本), 将样本分配到各个分组中, 使得每个样本与某个分组的基元距离最小, 然后

按照组内最小化平均距离的原则优化基元. 然而这样每一个样本只能由一个基元表示. Aharon 等 [29]

在传统的 K-means 聚类方法基础上, 结合稀疏表示机制, 提出了一种广义 K-means 方法 ——K-SVD

算法. 其基本思想为对于图像数据样本 x = {xi}Ni=1 寻找一个能够稀疏表示这些样本的基元集合 Ψ.

K-SVD 方法是求解如下优化问题:

min
Ψ ,S

∥X − ΨS∥F subject to ∀i ∥si∥1 6 T0, (18)

这里 ∥X − ΨS∥F =
∑N

i=1 ∥xi − Ψsi∥22, T0 是一个参数, si 是矩阵 S 中的第 k 列, ∥si∥1 6 T0 是稀疏

表示的约束项.

而对于 K-means的方法而言,此时 si 中只有一非零向量时,即存在某个 k使得 si = ek. K-means

方法本质是求解如下优化问题:

min
Ψ ,S

∥X − ΨS∥2F subject to ∀i si = ek for some k. (19)

问题 (7) 的近似解法可通过迭代方式获得. 当只考虑字典 Ψ 的一列 Ψk 和与之相适应的稀疏表示 skT

时, k = 1, 2, . . . ,K, skT 是矩阵 S 中的第 k 行, 最小化的目标项可以写成如下形式:

∥X − ΨS∥2F =

∥∥∥∥∥X −
K∑
i=1

Ψjs
j
T

∥∥∥∥∥
2

F

=

∥∥∥∥∥∥(X −
K∑
i ̸=k

Ψjs
j
T )− Ψks

k
T

∥∥∥∥∥∥
2

F

=
∥∥Ek − Ψks

k
T

∥∥2
F
, (20)

其中 Ek = X−
∑K

i ̸=k Ψjs
j
T − Ψks

k
T ,为了使得 ∥X − ΨS∥2F 最小,需要 Ψks

k
T 逼近 Ek,而 Ψks

k
T 是秩为

1 的矩阵, 最直接的方法是对 Ek 进行 SVD 分解, 然而无法保证 skT 的稀疏性, 为此定义 ωk = {i|0 6
i 6 N, sk

T
(i) ̸= 0}, 只考虑 skT 非零元素, 在 Ek 中选取与 ωk 相应的列构成 ER

k , 即存在一个矩阵 Ωk,

使得 sRk = skTΩk, E
R
k = EkΩk. 对 ER 进行 SVD 分解: ER

k = U∆V , 用 U 的第一列 u1 替换字典的

第 k 列 Ψk, 用 ∆(1, 1) 和 V 的第一行 v1
T 乘积替换 sRk . K-SVD 算法由如下两个阶段交替进行实现:

(i) 稀疏编码阶段. 对于任意样本 xi, 计算字典 Ψ 下的稀疏表示 si, 可通过贪心算法求解下面的

优化问题获得

min
si

∥xi − Ψsi∥F subject to ∀i ∥si∥1 6 T0.

(ii) 字典更新阶段.

For k = 1, 2, . . . ,K

计算: ωk,ΩkE
R
k

奇异值分解: ER
k = U∆V

更新子字典的第 k 列:Ψk = u1

计算稀疏表示系数: sRk = ∆(1, 1)v1
T , 由 sRk 和 Ωk 获得 skT

End for
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K-SVD 是一种简单、灵活的字典训练方法, 在图像去噪方面获得较大的成功, 然而在理论上不能

保证该算法是收敛的, 在实际应用中有时收敛到局部极小.

3) Sparse coding 字典. 尽管 K-SVD 中引入稀疏机制, 但没有突破 K-means 框架, 无法高效

地稀疏表示图像信息, 神经科学的理论与实验研究表明: 神经系统只使用很少的 active 神经元对感

知信息编码, 这种策略被称为 sparse coding. 基于稀疏编码的字典类似于视觉皮质的神经元感知场

(perceptive field of neutrons in the visual cortex), 它可以使得自然图像信号的隐含的结构清晰地展示.

文献 [30∼32] 将图像表示成由一个基本函数生成的基函数的线性组合, 要求组合系数满足稀疏性, 这

类字典只能近似表达基函数生成的空间的数据,对时频复杂多变的图像信号无法准确刻画. Lee等 [33]

提出了一种高效的 sparse coding 方法, 该方法通过对自然图像样本数据学习, 捕捉存在于数据中高层

的语义特征, 从而获得图像基元. 考虑输入图像向量的训练集合 X = {x1,x2, . . . ,xm} 和与之相应的
未知的系数向量集合 S = {s1, si, . . . , sm}, 对于字典 Ψ ,S 的最大后验估计是求解如下优化问题

min
{xi},{si}

∑
i

1

2σ2

∥∥∥∥∥∥xi −
∑
j

Ψjs
j
i

∥∥∥∥∥∥
2

2

+ β
∑
i

∑
j

φ(sji )

subject to ∥Ψj∥2 6 c, ∀j = 1, 2, . . . , n.

(21)

稀疏约束项 φ(·)用来度量系数的稀疏性,通常采用 l1 范数描述. c是一个对字典向量能量约束的常数,

通过求解上述优化问题可以获得稀疏字典, 该问题是在两类变量集合上优化求解, 数值求解的代价是

巨大的, Lee 等将问题 (21) 归结为交替求解如下两个凸优化问题.

凸优化问题 A. 对于给定的字典 Ψ , 求解稀疏表示系数 {s1, s2, . . . , sm}

min
{si}

∑
i

∥∥∥∥∥∥xi −
∑
j

Ψjsi

∥∥∥∥∥∥
2

2

+ 2σ2β
∑
j

∣∣∣sji ∣∣∣. (22)

每次单独优化求解 si, 对于问题 A, 采用 Feature-sign 搜索算法.

设稀疏表示系数为 S = {s1, si, . . . , sm}, 问题 (21) 的等价形式为
min
Ψ ,S

1

2σ2
∥X − ΨS∥2F + β

∑
i,j

φ(sij)

subject to
∑
i

Ψ2
i,j

6 c, ∀j = 1, . . . , n,

(23)

其中 x, Ψ 和 S = {sij} 分别是输入数据矩阵、字典矩阵和稀疏表示矩阵.

凸优化问题 B. 对于任意稀疏约束, 求解字典 Ψ .
min
Ψ

1

2σ2
∥X − ΨS∥2F

subject to
∑
i

Ψ2
i,j

6 c, ∀j = 1, . . . , n,
(24)

凸优化问题 B 可以利用 Lagrange-dual 方法求解.

文献 [34,35] 在图像的超分辨重建中引入 sparse coding, 较大幅度地提升了图像的超分辨率重建

性能.
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4 图像视频信号的稀疏重建模型的优化求解算法

在图像和视频应用中, 压缩感知稀疏重建模型是多样的, 既有简单的基本模型也有较为复杂的模

型. 复杂模型的求解可以借鉴基本模型求解方法,许多学者针对一些基本模型提出了许多高效的算法,

为此我们以全变分和 L1 范数两类基本模型为例, 从约束优化问题和无约束优化问题两方面介绍一些

在图像视频应用中通用的算法, 我们首先针对如下两种有约束优化问题介绍一些优化求解算法: BPε min ∥x∥1
subject to ∥Ax− b∥2 6 ε,

(25)

 TVε min ∥TV(x)∥1
subject to ∥Ax− b∥2 6 ε.

(26)

然后, 讨论如下两种情形的无约束问题的解法:

QPλ min λ ∥x∥1 +
1

2
∥Ax− b∥22 , (27)

TVλ min λTV(x) +
1

2
∥Ax− b∥2

2
. (28)

为了便于后面算法的描述, 在论文的后半部分, 优化变量不论是时域还是变换域, 都统一采用 x 表示,

同理模型中的矩阵用 A 表示.

4.1 有约束优化问题

4.1.1 贪心算法

贪心算法包括 matching pursuit (MP) [36∼39], orthogonal matching pursuit (OMP) [40], stagewise

OMP (StOMP) [41] 和 CoSaMP[42]. 该类算方法的基本思想是通过迭代的方式寻找信号 x 的支集 Ω

其中, 对每一次迭代, 按照贪婪的机制寻找一个或者若干个支集成员. 以 MP 算法为例, 简单地介绍

贪心算法. MP 算法就是通过迭代的方式寻找观测信号 b 在已知的向量组 (或字典) 的稀疏的线性

组合
∑N

i=1 siαi, s1, s2, . . . , sN 是组合系数, 即选择 s1, s2, . . . , sN 中 M 个非零的系数 sγi ̸= 0, i =

0, 1, 2, . . . ,M − 1, γi ∈ Ω ⊂ {1, 2, . . . , N} 使得 b ≈
∑M−1

i=0 sγiαγi . 每一次迭代, 在字典 α1,α2, . . . ,αN

中, 选择与当前残差向量投影最大的 αγn , 迭代公式如下:

R0 = b,

Rn = ⟨Rn,αγn⟩αγn +Rn+1,

αγn = argmax
γi

|⟨Rn,αγi⟩| ,

sγn = ⟨Rn,αγn⟩,

(29)

其中 Rn 是 n 次迭代的残差向量. 而 OMP 是 MP 方法的直接拓展, 主要差别是所求的稀疏表示系数

是稀疏信号在字典上的正交投影, StOMP 和 CoSaMP 是每次考虑多个最优的投影. 该类算法复杂度

较低, 在低水平噪声下是鲁棒的; 在某些情况下, 该类算法的收敛性很难保证.
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4.1.2 二阶锥规划

当观测是无损时,原重建问题是等式约束优化问题,很容易转化为 LP线性规划问题,利用 Primal-

dual 算法求解. 然而通常观测是有噪的, 如 BPε 和 TVε 问题, 对应于不等式优化约束, 可以转化为二

阶锥规划 (second-order cone programs, SOCP) 问题求解 [43,44]. 首先回忆二阶锥规划 (SOCP) 问题的

标准形式 
min
z

⟨c0, z⟩

subject to A0z = b0,

fi(z) 6 0, i = 1, 2, . . . ,m,

(30)

这里 fi(z) 是线性约束 fi(z) = ⟨ci, z⟩+ di 或者是二阶锥 fi(z) =
1
2 (∥Aiz∥22 − (⟨ci, z⟩ − di)). Ai 是矩

阵, ci 是向量, di 是标量.

1) BPε 问题求解. 

min
x,u

∑
m

um,

suject to x− u 6 0,

−x− u 6 0,

1

2
(∥Ax− b)∥22 − ε) 6 0.

(31)

通过 fu1
= x− u, fu2

= −x− u, fε =
1
2 (∥Ax− b)∥22 − ε), 这样问题 BPε 就转化为 SOCP 问题求解.

2) TVε 问题. 
min
x,t

∑
ij

ti,j

subject to ∥Dijx∥2 6 ti,j , i, j = 1, . . . , n,

∥Φx− b∥22 6 ε.

(32)

此时定义 fij = 1
2 (∥Dijx∥22 − t2

i,j
) 和 fε = 1

2 (∥Ax− b∥22 − ε2), 这里 t 是由 ti,j 构成向量, 这样 BPε

问题可以由 SOCP 问题求解. 对于SOCP问题可以采用 Primal-dual 方法和 Log-barrier 方法, 而采用

Log-barrier 算法比 Primal-dual 算法更直接, Log-barrier 算法是通过一系列牛顿法来实现, 精度高, 但

收敛速度较慢, 不适于大尺度问题.

4.2 无约束优化问题

4.2.1 固定点连续方法

固定点连续方法 (fixed point continuation, FPC)是求解 QPλ 问题的线性收敛方法
[45],主要的思

想是采用算子分裂技术将问题转化为求解固定点方程 x = F (x), F 是算子, 通过迭代 xk = F (xk−1),

得到该固定点方程的近似解. 如何针对具体问题构造固定点方程是关键. 由凸分析可知: 极小化一个

凸泛函 φ(x), 即寻找一个 x, 使得 0 ∈ ∂φ(x), ∂φ(x) 是 φ(x) 的次梯度, 定义 T (x) = ∂φ(x), 采用前后

向算子分裂法将算子 T 分裂为

T = T1 + T2. (33)
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当算子 T1 和 T2 是单调, T1 是单值, I +λT2 是可逆的,可导出了一个固定点方程 x = (I + tkT1)
−1(I −

tkT2)x, 那么, 该不动点方程的近似解可由如下迭代获得:

xk = (I + tkT1)
−1(I + tkT2)x

k−1. (34)

一定存在 µ > 0, 使得 QPλ 问题与

min
x

∥x∥1 +
µ

2
∥Ax− b∥22 (35)

等价. 对于极小化问题 (35), T1(x) = ∂(∥x∥1)和 T2(x) = ∇(µ2 ∥Ax− b∥22), (I + tkT1)
−1 是软阈值算子.

由于

∂
( 1

µ
∥x∥1

)
=

1

µ
SGN(x) (36)

SGN(x)i :=


1, xi > 0,

∈ [−1, 1], xi = 0

−1, xi < 0.

(37)

于是获得了 QPλ 问题的固定点迭代算法

xk = sgn{xk−1 − tkT2(x
k−1)} ⊙max

{ ∣∣xk−1 − tkT2(x
k−1)

∣∣− tk
µ
, 0
}
, (38)

其中 ⊙ 表示向量间运算, 其含义为 (x⊙ y)i = xiyi, x,y ∈ RN .

在实际中参数 µ 选择对收敛速度都有很大影响, 为此对 µ 采用连续策略 0 < µ1 < µk < · · · < µL,

这样式 (10) 就改写成如下形式:

xk = sgn{xk−1 − tkT2(x
k−1)} ⊙max

{ ∣∣xk−1 − tkT2(x
k−1)

∣∣− tk
µk

, 0
}
. (39)

FPC 类方法是一阶收敛方法该类算法, 计算代价主要集中在 ATA 的运算上, 算法复杂度较低, 适合

求解大尺度问题.

4.2.2 FPC active set 算法

事实上,在 FPC迭代求解中,一定存在一个 k̄ ,当 k > k̄时,使得 xk 与真解的符号相同: sgn(xk) =

sgn(x∗) , 另一方面, |xi| = sgn(xi)xi, ∥x∥1 可以一个较好光滑性的线性函数 cTx 逼近, c 就是 xi 符号

构成, 这一良好特性有助于在求解过程中充分利用了解的结构信息, 提高解的精度和收敛速度. 基于

此, 文献 [46] 提出了 FPC active set (FPC-AS) 算法, 该算法是由两个阶段交替实现的, 同时参数 µ 采

用了与 FPC 同样的连续策略.

第 1 阶段采用线性搜索技术生成了一个近似解:

xk+1 = xk + αkd
k, dk = S(xk − λgk, µλ)− xk,

dk 是线性搜索方向, g = ∇∥Ax− b∥ , S(y, ν) = sgn(y)⊙max{|y| − ν, 0}.
第 2 阶段定义一个 active set T (k)

T (k) = {i ∈ {1, 2, . . . , n},
∣∣xk

i

∣∣ = 0}.
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原问题就转化为求解光滑目标函数的优化问题:

min
x

µ ∥x∥1 + ∥Ax− b∥22 subject to x ∈ Ω(xk), (40)

Ω(xk) := {x ∈ Rn : sgn(xi)xi > 0, i ∈ T̄ k;xi = 0, i ∈ T k}, T̄ (k) = {i ∈ {1, 2, . . . , n},
∣∣xk

i

∣∣ > 0}. 利用成
熟优化方法如共轭梯度法和拟牛顿法可以有效求解问题 (40).

在严格的稀疏定义下,图像信号是不稀疏的,而是动态范围较大的近似稀疏信号. FPC-AS算法应

用 active set, 可以有效地重建图像信号中幅值较小但是对于表达 b 贡献较大的非零成分. 与 FPC-AS

算法的前驱 FPC 相比, 不仅在收敛速度方面表现较大的优势, 而且在重建稀疏信号的能力方面更为

突出.

4.2.3 Bergman 算法

Bergman 迭代方法处理的原问题为

min
x

λJ(x) +
1

2
∥Ax− b∥ , (41)

J(x) 是正则化项, Bergman 迭代公式为 xk+1 = minλJ(x) +
1

2

∥∥Ax− bk
∥∥2
2
,

bk+1 = bk + (bk −Axk+1).
(42)

此类问题适于求解无约束优化问题, 当 J(x) = ∥x∥1, Bergman 迭代法可以求解 QPλ 问题, 当 J(x) =

TV(x), Bergman 迭代可以求解 TVλ 问题. Bergman 迭代方法所需要外部迭代次数很少, 每次内部迭

代需要求解一个子问题, 并且子问题 (42) 与原问题 (41) 具有相同的形式, 对应同样的参数 λ, 该子问

题是一个 QPλ 问题, 通常采用 Barzilai-Borwein 版本的 FPC 求解, 该子问题的求解代价较大 [47∼50].

4.2.4 NESTA 算法

Nesterov 将光滑化技术与改进的梯度方法结合推导出了一个一阶的优化求解算法 ——Nesterov

算法 [51], 该算法是近 20 年中优化算法中的收敛性能最优的算法. 最近在信号和图像处理领域出现一

些改进的算法 [52]. 文献 [53] 将 Nesterov 算法用于 BPε 问题的求解, 并构建了一个新的算法 ——

NESTA (shorthand for nesterov’s algorithm), 该算法是对 Nesterov 算法的推广. 首先回忆 Nesterov 算

法, Nesterov 算法适用于求解凸集 Qp 上光滑的凸泛函极小化问题

min
x∈Qp

f(x). (43)

Nesterov 算法通过如下迭代方式实现:

yk = arg min
x∈Qp

L

2
∥x− xk∥22 + ⟨∇f(xk),x− xk⟩, (44)

zk = arg min
x∈Qp

L

σp
pp(x) +

K∑
i=0

αi⟨∇f(xi),x− xi⟩, (45)

xk = θkzk + (1− θk)yk, (46)
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这里 pp(u) 是一个 dual prox-function 函数, Lµ 是 fµ(xk) 的 Lipschitz 常数, {αi}Ki=1 是常数, σp 是与

pp(u) 有关的参数, xk 是第 k 次迭代的结果.

l1 范数的光滑性较差, ∥x∥1 可以写成 maxu∈Qp⟨u,x⟩ 形式, Qp = {u : ∥u∥∞ 6 1}, 对于 ∥x∥1 的
光滑逼近为

fµ(x) = max
u∈Qp

⟨u,x⟩ − µpp(u), (47)

pp(u) 是对于 Qp 的 dual prox-function 函数. 这样我们将 BPε 问题转化为求解一个光滑约束问题

min
µ∈Qp

fµ(x), (48)

这里 Qp = {x : ∥b−Ax∥22 6 ε}, 可以采用 Nesterov 算法求解. 对于目标函数 fµ(x), 此时 (44) 与 (45)

式对应于如下的 (49) 和 (50) 式:

yk = arg min
x∈Qp

Lµ

2
∥x− xk∥22 + ⟨∇fµ(xk),x− xk⟩, (49)

zk = arg min
x∈Qp

Lµ

σp
pp(x) +

K∑
i=0

αi⟨∇fµ(xi),x− xi⟩, (50)

其中 Lµ 是 fµ(xk) 的 Lipschitz 常数, 利用 Lagrange 法求解式 (49) 和式 (50), 可以获得 yk 和 zk, 从

而获得了 NESTA 算法的迭代公式:

yk =
(
I − λ1

Lµ
A∗A

)( λ1

Lµ
A∗b+ xk − 1

Lµ
∇fµ(xk)

)
, (51)

zk =
(
I − λ2

λ2 + Lµ
A∗A

)( λ

Lµ
A∗b+ x0 −

1

Lµ

K∑
i=0

αi∇fµ(xi)
)
, (52)

xk = θkzk + (1− θk)yk, (53)

其中

λ1 = max{0, ε−1 ∥b−Aq1∥2 − Lµ}, q1 = xk − L−1
µ ∇fµ(xk), (54)

λ2 = max{0, ε−1 ∥b−Aq2∥2 − Lµ}, q2 = x0 − L−1
µ

K∑
i=0

αi∇fµ(xi). (55)

事实上, NESTA 算法是一类求解不完整观测问题的有效算法, 有广阔应用前景; 并且在性能不依赖于

优化中控制参数的调整的前提下, 这类方法具有快速、高精度和高鲁棒性的特点.

5 存在的问题及挑战

图像压缩采样与稀疏表示及数值求解是图像视频信号的压缩感知理论的重要问题,国内外学者已

经针对上述问题, 开展了大量、系统和深入的研究, 并取得了一些丰富的理论研究成果, 相关的理论在

图像视频应用领域取得了初步的应用. 然而在图像视频信号的观测设计, 稀疏表示和数值算法等方面

还存在一些问题和挑战.

1) 最优观测设计. 随机分布的观测矩阵因其具有与任意稀疏化矩阵非一致的特性, 因此被认为是

一个万能的观测矩阵, 随机观测与采样图像视频信号无关, 因此通常不是最优观测矩阵, 如何利用图

像视频的先验信息, 设计最优观测矩阵以最大化采样信息量是图像视频压缩采样的难点问题.

238



中国科学 : 信息科学 第 43 卷 第 2 期

2) 图像视频信号的分组稀疏表示. 图像视频信号在某些变换下不仅近似稀疏, 而且变换系数之

间还存在相互协同关系, 稀疏系数特别是非零系数之间还存在较强的相关性, 最新出现的 Group 稀疏

(group sparse) 是通过对稀疏系数分组来刻画这种系数之间的依赖关系, 与传统的稀疏 (flat sparse) 相

比, 分组稀疏在一定程度上改善了图像视频信号的重建质量 [54]. 如何利用图像视频信号的分组稀疏

特性, 捕捉信号中隐含的丰富结构和细节信息, 是提高图像视频信号重建性能的关键问题.

3) 大尺度高动态范围的稀疏解的数值求解. 图像视频信号是近似稀疏的, 其数据是高动态范围分

布的, 在某个变换域的系数包含了许多对图像重建质量起到不可忽略作用的低幅度成分, 大多数算法

只能找到幅值较大的成分, 高动态范围的稀疏解的数值解法还处在起步阶段. 另一方面, 随着信息科

学的发展, 人们对图像视频的分辨率提出了更高的要求, 大尺度的稀疏求解方法的研究受到了广泛关

注. 因此, 研究大尺度高动态范围的稀疏解的数值求解是压缩感知应用面临的一个重大挑战.

4)图像视频信号的稀疏 –低秩联合表示. 2008年 Candes等 [55,56] 在压缩感知框架下提出了低秩

矩阵理论, 该理论是对现有压缩感知理论的发展. 低秩矩阵理论表明: 一个具有低秩特性的矩阵可以

由其不完整或有损的信息通过求解最小秩优化问题精确重构. 图像视频信号该理论一经提出, 在图像

视频信号等方面获得了应用 [57,58]. 稀疏表示与低秩表示是从不同的角度利用数据冗余性对图像视频

建模的方法. 稀疏表示与低秩表示的内在关系和图像视频的稀疏 – 低秩联合表示方法是目前图像视

频应用方面面临的一个挑战.
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Compressive sampling and sparse reconstruction of images/videos

YIN BaoCai, SHI YunHui∗, DING WenPeng, HU YongLi & LI JingHua

Key Laboratory of Multimedia and Intelligent Software Technology, College of Computer Science and Technology,

Beijing University of Technology, Beijing 100124, China

*E-mail: syhzm@bjut.edu.cn

Abstract Vision sensors usually do not account for the physical process of imaging and they acquire im-

age/video samples at the Nyquist rate. The Nyquist rate is significantly higher than the effective dimensions of

an image/video, and consequently compression is essential for the image/video prior to storage or transmission.

The emerging Compressive Sensing (CS) theory states that a signal can be perfectly reconstructed, or can be

robustly approximated in the presence of noise, using a few random measurements, provided that it is sparse in

some linear transform domain. CS is the theoretical foundation for capturing a signal with effective information

dimensions, and thus represents an unprecedented breakthrough in many fields such as sampling, processing, and

recognition of image/video. We review the fundamental problems of CS for image/video including compressive

sampling, sparse reconstruction models, and algorithms for the models. For compressive sampling, the construc-

tion of random and structural measurement matrices are considered separately and the performance of these
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two kinds of matrices is evaluated. For sparse reconstruction, models are classified as analysis-based or synthesis-

based reconstruction models by the sparse representation prior, features of which are presented. The optimization

models can be considered as constrained and unconstrained optimization problems. Some feasible algorithms for

these two kinds of optimization problems are explained in detail and the performance of the algorithms is given.

In addition, several challenges of compressive sensing technology are presented and future work is discussed.

Keywords sample, compressing sensing, sparse representation, random measurement, optimization
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